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概要   

この報告では差分方程式を動的計画法の視点から考える。動的計画法は運動法則  

に応じて通常、（1）確定的と（2）確率的に分けられる。しかし、革分方程式自身を動  

的計画法の再帰式と考えるとき、（1），（2）のいずれでもない第3の（3）非決定性を導入  
する必要があることを示す。特に、制御差分方程式を新たに構想して、これが非決定  
性動的計画法の最適方程式に他ならないことを示す。  

1 はじめに   

動的計画法では状態推移に通常2通りある。（1）確定的と（2）確率的である。（1）では、  

任意の状態で決定をとると、次の状態が唯一確定的に定まる。（2）では、複数の可能な状  

態が確率分布に従って定まる。すなわち、次の状態へ推移する確率の和は1である。これ  

を単位和性（unit－SumprOperty）と呼ぼう。確定的推移は、特定の状態のみに確率1で移  

る、とみなせる。したがって、（1）でも単位和性が成り立っている。   
しかし、現実には（1）でもなく（2）でもない状態推移がたくさん考えられる。たとえば、  

差分方程式にその例をみることができる。フィボナッチ数列を例にとろう【20，p・73］。こ  

れは2階差分方程式  

ん＝ふ＿1＋ん＿2，ム＝C，ふ＝d  

によって与えられる。ここでは、最初の二日の初期値を与えて、今日と明日の値を加えて  

明後日の値として次々と数値が発生されている。   

しかし、非決定性動的計画法ではこれを次のように逆向きに考える。各状態乃が一回  

に2つの状態（れ－1）と（れ－2）に同時に分岐し、各々が最終的に1か0になるまで分岐  

し続け、状態1，0に到着すると、リターンc，dがそれぞれ生じるとみる。任意に与えら  

れた初期状態乃からスタートしたとき終端状態（の1か0）になるまで全リターン（合  
計）はいくらになるだろうか？   

さて、以下では確率（特に推移確率）の概念に拘泥しないで、加重（特に推移加重）と  
いう概念を導入しよう。すなわち、加重値は負も許すが、全体として単位和性を仮定しな  
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い。次の状態への推移加重の和は1とは限らない。たとえば、フィボナッチ数列での非決  
定性推移である「状態和が2つの状態（れ－1）と（乃－2）に同時に分岐する」ということ  

を、「推移加重1でともに状態（れ－1）と（乃－2）に移動する」ととらえる。   
以下では、確率ではなく広義の重さ（weight）という加重を前提として状態推移を考え  

る。これを一般的に表せば、次のようになる。「状態れが推移加重β（れ，れ－1），β（m，和一2）  
で2つの状態（乃－1）と（乃－2）に移動する」と解釈する。さらに、この推移に対して、  
リターンα（乃）が発生するとしよう。このとき、2階非斎次変数係数差分方程式  

ふ＝β（れ，和一1）ん＿1＋β（m，乃－2）ムー2＋α（れ），ム＝C，ふ＝d  

が考えられる。さて、このふはいかなる量を表しているだろうか。   

非決定性逐次システムの研究はオートマトン論にさかのぼる［7，17］。オートマトン上  
での評価系は再帰的で、0，1値をとる終端型が対応していると考えられる。【8，14］では、  
再帰的な評価の中で加法型、最小型の評価が導入されている。一般に、オートマトン論  

では受理能力を中心とした患識を主テーマとしている。 非決定性動的計画法の具体例と  

して、コンピュータサイエンス上の例が僅かに［1ト13］にみられるが、オートマトン論を  

除けば、非決定性システム上の動的計画法の研究はまだ十分に研究さているとは言い難  
い［1－5，9，10，15，16，18，19］。分割問題（splittingproblem）は非決定性動的計画法になって  
いる【6］。本報告では、制御差分方程式を非決定性動的計画法としてとらえている。  

2 ジョッギング田ヨ叩ス問題   

まず、簡単な問題としてジョッギング。コースの総数を考えよう。ここに、周囲が2如乃  

の○型トラックCと3たmの△型トラックアがスタート地点gを共有している競技場  

がある。5－を始発とし、終点とするジョッギング。コースを考える。  

図1ショート。トラックとロング。トラックの競技場  
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2以上の整数れを与えて、れたmのコースの総数をJ（れ）とする。（J（可）乃≧2は差分方  

程式  

〈‡；崇  

＝J（乃－2）＋J（れ－3） m≧5  

＝J（3）＝J（4）＝1  
（1）  

を満たす。コースの総数は表．1のようになる：  

乃   J（れ）   

2   

3   

4   

5   2   

6   2   

7   3   

8   4   

9   5   

10   7   

15   28   

20   114   

42   55405   

43   73396   

100  6．70977且＋11   

表．1†l＿たmコースの総数   

3 動的計画法   

ここでは、差分方程式（1）を非決定性推移法則をもつ、最適化を伴わない、動的計画法  
と考える。すなわち、ある時点の状態mが次に2つの状態（れ－2）と（れ－3）tに同時に推  
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移すると考え、「推移加重1でともに状態（れ－2）と（れ－3）に移動する」ととらえる。  

●：非終端  

2一段降下 または 3一段降下  
始点：★  ■：終端  

乃－3 乃－2  72 2  3  4  

図2 ☆から■への経路総数は？   

さて、状態空間β＝（2，3，…）上のある非決定性システムを考えよう（図2）。状態空間  

βは終端状態集合T＝（2，3，4）と非終端状態集合〟＝（5，6，…）に分割されている。  
非終端状態乃は一回の推移で2つの次状態（和一2）と（m－3）に移動する。このシステム  

ではどの非終端状態も一つの終端状態になるまで推移を繰り返す。このとき、任意の状態  
mからスタートしたとき、終端状態集合Tに入るまでの経路の総数J（れ）が問題になる。  

実際、（J（れ））は差分方程式（1）を満たす。これを解いて総数が求められる。   

たとえば、れ＝11からスタートした経路の全体は図3で示されている。  

れ4  3  2  

図311からの経路総数J（11）＝9  
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いまぶ（れ）を乃から終端集合T＝（2，3，4）への軌道f＝（れ1，m2，…，m奄）の全体とする：  

〈  

れ0＝れ，乃盲＝2，30r4た）r豆≧1，  

花井1＝乃ゴ ー20r†lゴー3 0≦j≦豆－1  
g（乃）＝   ま＝（乃1，乃2，…，m査）  

このとき、族（g（れ））は再帰式  

〈；…：；  

＝（乃－2）β（れ－2）⑳（m－3）g（れ－3） 乃≧5  

＝¢ れ＝2，3，4  

を満たす。ただし、⑳は排反和集合演算で、¢は空集合、  

たβ（m）＝（（た，p）lp∈∫（m））．  

実際、族は次のようになる：   

β（5）＝（（3），（2））   

β（6）＝（（4），（3））   
β（7）＝（（5，3），（5，2），（4））   

g（8）＝（（6，4），（6，3），（5，3），（5，2））   

β（9）＝（（7，5，3），（7，5，2），（7，4），（6，4），（6，3））   

g（10）＝（（8，6，4），（8，6，3），（8，5，3），（8，5，2），（7，5，3），（7，5，2），（7，4））   

ぶ（11）・＝（（9，7，5，2），（9，7，5，3），（9，7，4），（9，6，4），（9，6，3），（8，6，4），（8，5，3），（8，5，2））  

またJ（れ）を集合β（れ）の要素の数とする。ただし、乃＝2，3，4のとき，J（れ）＝1．このと  

き、差分方程式（1）が成り立っ。  

4 制御差分方程式   

ここでは、最適化の立場から前述の差分方程式を考えよう。まず、4階差分方程式  

〈；；㌶  

＝タ（m －1）＋タ（れ－4） れ≧5  

＝タ（2）＝タ（3）＝タ（4）＝1  
（2）  

を考えよう。これに対しても、前述のように軌道全体を導入して、その総数の評価が考え  

られる。   

しかし、ここでは差分方程式（1）と（2）の最大化を次のように考えよう。  

〈 

α（乃）＋ん（乃一2）＋ん（乃－3）  

む（m）＋ん（乃－1）＋ん（れ－4）  

ん（乃）＝Max  れ＞5  

（3）   

ん（1）＝1，ん（2）＝2，ん（3）＝ん（4）＝1  
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ここに非斎次項α＝（α（可）とわ＝（む（可）は任意とする‥  

α，わ：（5，6，…）→ガ・  

ただし、初期値は九（2）＝2としておく。   

ここでは式（3）を制御差分方程式という。これを「ある」動的計画法の最適方程式（ベ  

ルマン方程式）と考えよう。これは、どのような最適化問題をどのような動的計画法でど  
のように導いた最適方程式であろうか？ 以下、これに応えよう。   

以下では、次のような決定を伴う非決定性推移と加法的な評価を持っているシステムを  

考える。状態空間β＝（1，2，3，‥．）を終端状態集合γ＝（1，2，3，4）と非終端状態集合  
〟＝（5，6，…）に分割して、β上のある非決定性最適化システムを考えよう（図4）。各非  
終端状態乃（∈〟）では2つの決定αとぁのいずれか一方が選択される。2点集合か＝（α，叫  

を決定空間という。αを選択すると、乃は2つの次状態（れ－2）と（れ－3）に移動する。  

このとき、α（れ）単位のOJタ鎖ン（利得）が発生する。また、わを選択すると、（乃－1）と  

（れ－4）に移動して、あ（乃）単位のターンが発生する。任意の状態れからスタートしたと  

き、このような状態推移を繰り返しながら、すべての経路が終端状態集合γ＝（1，2，3，4）  

に入るまで、推移する。ただし、終端状態1，3または4で終わると、1単位リターンが追  

加されるが、2で終わると、2単位追加される。  

●：非終端  

2一段降下 かつ 3一段降下  
始発：★   ■：終端  

たではα（た）一単位発生  

たではわ（た）－単位発生  

1一段   かつ 4一段降下  
く    壬  

図4非終端状態た（5≦た≦乃）では、（上段、下段の）どちらを選択？   

さて、政策とそれに付随する停止時刻を導入しよう。点対集合値写像 打：〟→（α，叫  
を政策policyという。汀（れ）は非終端状態れでのαまたは／かつぁの選択を表して  
いる。政策の全体Ⅲを政策クラスという。政策が（∈n）は、初状態乃からの決定列  
（汀1乃），が（乃－1），…，が（5））が（以下に述べる）総リターンを政策クラスの中で最大に  

するとき、状態乃で最適という。任意の非終端状態で最適な政策を単に最適政策という。   

以下では、政策クラスnの中で最適政策がを求める。ん（m）をれからの最大利得とす  
ると、最適値関数んは再帰式（3）を満たす。打1れ）を（3）の乃における最大点の全体とす  

ると、最適政策がが得られる。  
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5 非決定性動的計画の例   

前節の差分方程式、制御差分方程式の解を具体的に考えよう。ここでは非決定性システ  
ムとして2つの差分方程式  

＝J（れ－2）＋J（れ－3） m≧5  

＝2，J（3）＝J（4）＝1，  

〈；；ご  

＝タ（れ －1）＋g（乃－4） 乃≧5  

＝1，タ（2）＝2，タ（3）＝タ（4）＝1，  

およびこれを組み合わせた制御差分方程式  

れ≧5  

を考える。3つの値J（乃），タ（れ），ん（m）と最適政策がが表2に示されている。  
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表2 最適解；最大値関数んと最適政策が  
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を選択せよ  

図5 8からの決定樹表   

図5は乃＝8からスタートする問題を表している。これは、以下の非終端状態乃＝  

8，7，6，5で決定祝m＝αれ（左）または祝几＝わ几（右）のどちらかを選択して終端状態集合  

T＝（1，2，3，4）に入るまでの経路の「総数」を最小にする問題である。ただし、■＝2に  

至る経路は二重にカウントする。これを図5では2の下に下線呈を付けて表している。  
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図6 8からの最適決定樹表  

最適政策は以下の通り：れ＝8では祝8＝α8（左），乃＝7では祝7＝わ7（右），乃＝6では  
祝6＝み6（右），乃＝5では祝5＝α5（左）。この最適政策は表2でも表されているように  

が（8）＝α，汀＊（7）＝み，打＊（6）＝♭，打＊（4）＝α・   

図6では最適決定は実線で示している。全体で5つの経路（その値）  

8→6→5→3（土）  
8→6→5一→2（呈）  

）
）
）
 
 

2
一
l
一
2
一
 
 

（
 
 
（
 
 
（
 
 

8→6→2  
8→5→3  
8→5→2  

が最大値旦＋呈＋呈＋土＋呈＝8を与えている。従って、九（8）＝8（表2参照）．  
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6 2階線形差分方程式   

ここでは、実定数係数p，曾と非斎次項α（乃）をもつ2階線形差分方程式  

〈；；ヨ  

＝α（乃）＋pイ（れ－1）＋qイ（乃－2） 乃≧3  

＝C（1），J（2）＝C（2）  
（4）  

における値／（れ）を、直接解くことなく、所与データで表すことを考える、。すなわち、初  

期値c（1），C（2）、係数p，q、非斎次項α（乃）、および始発状態れ＝．乃0によるJ（れ）の表現を  

与える。   

さて、状態空間β＝（1，2，3，．‥）を終端状態集合T＝（1，2）と非終端状態集合〟＝  
（3，4，．‥）に分割して、β上のある非最適化（評価）システムを考えよう。初期状態れ（∈β）  

を固定する。列ん＝（乃0，れ1，‥．，れゎ‥・）は  

mo＝れ， れ什1 ＝mt－lor†lモー2 f＝0，1，…  

を満たすとき、mO＝れからの経路（path）という。乃からめ任意の経路んに対して終端  

集合T＝（1，2）への停止時刻丁（九）を次で定義する：  

丁（ん）‥＝min（f≧Ol乃f∈T）・   

時刻丁は値g（れ0い（mo）＋1，…，れ0－2をとる。ただし、  

～（わ）＝†茎  

m：偶数   

m：奇数  

以下、任意の経路hを停止時刻で打ち切られた（terminated）形で表す‥  

九＝（mo，れ1，…，乃丁＿1，mT），丁＝T（九）・  

（打ち切られた）経路の全体ガを経路空間という。  

時刻：0  1  J－2  g－1   J  

〟  〟  〟  〟  〟  

U  UI UI UJ U  

祝－1  

〟  

UI 

状態：れ0 → れ1→‥・→ れト2 → れト1→ mJ→・‥→ れu－1  

J  上  

れ～  れ‘＋1  

爪  爪  

γ  T   

g  g＋1  

↓
 
‰
爪
T
・
祝
 
 
 

状態：  

時刻：  
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図7乃0から打ち切りまでの状態の流れ、ただしg＝g（れ0），祝＝れ0－2   

さて、任意の経路ん＝（れ。，勘，…，れ丁－1，れ丁）∈ガと時刻f（0≦ま≦丁（ん））に対して  

んt：＝（れ0，乃1，…，乃ト1，乃t）  

を九の青までの部分経路という。fまでの部分経路の全体を筏で表し、才一部分経路空間  

という。 さらに、筏を次のように2分割する。筏（〟）（筏（γ））をま番目の状態が非終端  

（終端）である部分経路んtの全体とする：  

筏（〟）＝ 伸0，町・‥，mt）∈筏Iれ舌∈〟） 0≦ま≦mo－3  

筏（T）＝ 伸0，町・‥，れf）∈筏Im士∈γ） g（乃0）≦壬≦mo－2・  

れtから乃叶1への（1一段）推移加重〃（乃わm叶1）を  

｛ 

p れ什1＝れモー1  

守 れ叶1＝mモー2  
〝（mゎれ什1）‥＝  

で定義する。非決定性システム（4）では、状態れが加重p用でそれぞれ2つの状態（れ－1），  
（乃－2）に推移して、ロ』タがンα（れ）を生むと考える。しかし、このリターンはそれまで  

の経路による加重を乗じて評価される。一連の推移を経て終端状態乞（∈T）に到達したと  
き、終端リターンc（豆）が経路に沿った加重値が加算される。すなわち、任意の部分経路  
九t＝（乃0，ml，…，和書）はその加重  

Ⅳ（九t）：＝〃（mo，ml）〃（乃1，れ2）…〃（乃ト1，乃電）  

をもつと考える。このとき、最後の時刻fでの状態mtが非終端乃t∈〟のときは、非終  
端リターンα（れt）を加重値  

Ⅳ（九重）α（乃t）  

で評価する。また、状態れtが終端乃t∈Tのときは、終端リターンc（乃t）を加重値  

Ⅳ（んt）c（乃t）  

で評価する。さらに、部分経路んf全体にわたってこれらの加重値を合算する。すなわち、  
時刻壬では次の2種類の評価値が考えられる：   

●0≦f≦れ。－3のとき、非終端リターンの加重値の多重和  

∑‥∑Ⅳ（んt）α（乃t）・  

毎∈ガt（〟）   

・g（乃。）≦ま≦れ0－2のとき、終端リターンの加重値の多重和  

∑‥∑Ⅳ（んf）c（れt）・  

九t∈ガt（T）  
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したがって、れ0∈〟のとき   

几0－3  

J（れ0）‥＝ ∑  

t＝0  監：吉Ⅳ（ん可  

几0－2 ＋∑   

電＝J（乃0）  駄㌢（叫，  （5）  

れ0∈Tのとき、J（乃0）‥＝C（mo）とする。このようにして、全評価関数J：β→ガが牢  

義される。   

したがって、任意のれ（∈β）に対して、評価問題  

P（n）   Evaluate J（n）  

が考えられる。J（れ）をP（m）の値とする。このとき、値関数Jは前述の2階線形差分方  

程式（4）を満たすことが分かる。  

さて、2階線形差分方程式  

〈；；ヨ  

＝れ＋J（れ－1）＋2′（乃－2） 乃≧3  

＝－1，J（2）＝1  
（6）   

について、J（叩）に対する上述の表現（5）が成り立つことを観よう。（6）は解析解  

榊＝一乃－ 

言…・孟（一1）乃＋言2几・  

を持っ。したがって、  

J（3）＝2，J（4）＝8，J（5）＝17トJ（6）＝39，‥‥   

である。  

－69－  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



さて、次の図8はJ（6）＝39を示している。実際、  

図8 6からの全評価値   

図8では、全体の評価値は次のようになる。第0段では、状態れ0＝6で非終端リター  
ンα（m。）＝α（6）＝石が得られる。以後、上線つき数値布は非終端状態れのリターンと  

する。   
段1では、状態乃1＝5での非終端リターンα（れ1）＝α（5）＝言と乃1＝4での非終端リター  

ンα（4）＝貢がある。2つのリターン言と百は推移mo＝6→ml＝5とれ0＝6→れ1＝4に  
よる加重〃（乃。，ml）＝〃（6，5）＝Jと〃（6，4）＝2でそれぞれ評価される。ここでイタリック  

体の数値乃は1段加重値を表す。これを次のようm。＝6－㌧れ1＝5と乃。＝6－㌔れ1＝4  
で表す。さらに、簡単に6⊥ヰ5と6－㌔4とする。したがって、段1では和の値J・言＋2・貢  
が評価値である。   

段2では、4つの状態乃2＝4，3，3，2におけるリターン貢，言，言，主がある。前3つは非終  
端であり、最後は終端である。4つは経路加重値6⊥5⊥4，615－㌔3，6－㌔  
4－㍉3，6－㌔4一㌔2によってそれぞれ評価される。したがって、段2での評価値は  
J・J・百＋J・2・言＋2・J・言＋2・2・土である。   

同様に、段3では、和の値J・J・J・言＋J・J・ぞ・土＋J・g・J・土＋J・g・2・（±）＋2・J・J・旦＋2・J・g・（±）  

が評価される。最後の段4では、J・J・J・J・土＋トJ・J・2・（二王）が評価に加えられる。  
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したがって、全体の評価値は  

＋J・5＋2・4  

＋J・J・4＋J・2・3＋2・J・3＋2・2・土  

＋J・J・J・言＋J・J・2・旦＋J・2・J・ユ＋J・2・2・（二王）＋2・J・J・主＋2・J・2・（二王）  

＋J・J・J・J・主＋J・J・J・2・（±）  

＝ 39   

となり、6に対する次の値が得られる：  

J（6）＝39．   

さらに、  

J（5）＝17，J（4）＝8  

になる。したがって、  

J（6）＝6＋J（5）＋2′（4）  

が成り立っている。  

7 制御差分方程式に対する非決定性動的計画法   

さて、式（3）の型の制御差分方程式‥  

れ≧5  

を考えよう。ただし、  

α，わ：（5，6，．‥）→財，C‥（1，2，3，4）→月1，pl，軋p2，q2≧0．  

（7）  

これに対して次の問題を考える。値ん（m）はいかなる最適化問題の最大値であろうか？式  

（7）はいかなる最適化問題群の最適方程式であろうか？   

この問題に対して以下のように応えよう。状態空間5＝（1，2，3，…）を終端状態集合  

T＝（1，2，3，4）と非終端状態集合〟＝（5，6，・‥）に分割して、β上に非決定性最適化シ  

ステムを考えよう。   

まず、状態れtから決定叫＝αfまたはむtを経て状態れ汁1に至る1段推移加重〃＝  

（〃（乃わ恥れHl））を次で定義する‥  

mモー2  

乃才一3   

mモー1  

乃才一4．   

pl   

ヴ1   

p2   

ヴ2  

〃（乃t，αf，れHl）：＝  mf＋1＝  

〃（れぃわt，れ什1）：＝  乃t＋1＝  
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意思決定者が、状態れで決定αをとると、次期には加重pl，射で状態（乃－2），（m－3）に  

それぞれ推移すると考える。また、決定わをとると、加重p2，q2で状態（れ－1），（m－4）  

にそれぞれ推移する。次に、利得関数α：〟×か→月1を  

α（乃，小＝ 
〈；霊視＝〈；  

で定義する。彼／彼女は状態れで決定α（∂）をとると、α（乃）（み（れ））単位のリターンを  

得る。差分方程式（7）の初期条件は多段最適化問題の終端利得関数c‥T→ガになる。  
彼／彼女は状態豆（∈T）に到達すると、C（豆）単位のリターンを追加的に得る。任意の写像  

7T：N→Dを政策（policy）という。政策の全体Ⅲを政策クラスとよぶ。   

さて、政策打（∈Ⅲ）を任意に与えて、初期状態れ（∈β）とる。このとき、停止時刻を  

導入する。まず、列  

九＝（れ0，祝0，ml，祝い…，和書，叫，…）叫＝打（れt）ま≧0   

は   

〈 

れ0＝…＋1＝ 槻‥・  

を満たすとき、政策打の下でのれからの経路という。経路んに対して停止時刻丁（ん）を  

丁（ん）：＝min（f≧Olれ壬∈丁）   

で定義する。以後、経路んを打ち切られた型で表す：  

ん＝（乃0，叫，れ1，叫，…，れ丁＿1，町＿1，乃丁），丁＝丁（可．  

乃0≧4のとき、丁は値を  

（g（moい（乃0）＋1，…，乃0－4）   

の中にとる。ただし、  
れ－4   

4  

乃－1   

4  

乃－2   

4  

m－3   

4  

れ＝4m  

乃＝4m＋1   

れ＝4m＋2   

乃＝4m＋3．  

g（れ）＝  

1≦れ0≦4のとき、丁は値0をとる。さて、ガを汀の下での乃0からの経路の全体と  
する：  

ガ：＝（ん＝（乃0，叫い‥，れ丁－1ルT－1，mT）l叫＝巾f）0≦f≦丁－1〉  
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さらに、鞘〟）（筏（T））を初期状態mo＝れから時刻fで非終端状態（終端状態）で終  
わる、そこまでの部分経路の全体とする：   

瑚〟）＝（（mo，叫い‥，乃抽恥1，mf）∈可㍑亡∈〟）0≦f≦乃。－5   

瑚T）＝〈（乃0，叫・‥，れ晶恥1，m亡）∈ガl拘∈T）g（乃。）≦f≦れ。－4．  

ただし、乃0＝れ＝1，2，3，4のとき、仇（丁）＝（（m。））とする。このとき、任意の部分経路  

ゐf＝（乃0，恥，れ1，叫，‥．，花王）の加重を  

〈 

〃（㍑0，恥乃1）〃（れ1，叫，m2）‥・〃（叫トh祝ト1，れt）f≧1  

1  f＝0  
Ⅳ（ん亡）‥＝  

で定義する。非終端値α（れt，巾f））と終端値c（乃£）はそれぞ叫加重値  

Ⅳ（毎）α（乃わ打（れt））と Ⅳ（瑚c（乃t）  

で評価する0したがって、mO≧5のときの勘（≧1）段では、次の2種類の多重和で評価  

される：  

●0≦舌≦乃0－5のとき、加重非終端値の多重和  

∑‥∑Ⅳ（んt）α（れゎ汀ht））・  

んt∈〝t（〟）   

・g（れ0）≦亡≦mo－4のとき、加重終端値の多重和  

∑‥∑Ⅳ（んt）c（mf）・  

九t∈gt（〟）  

mo＝1，2，3，4のときの第0段では、終端値c（乃。）のみで評価される。したがって、政策打  

の下でmo（∈〟）からの全評価値関数J：β→ガは次で定義される‥乃。∈〟のとき  

乃0－5  

坤0；汀）‥＝  
∑  
f＝0  転：吉嘲）恒（乃t））］  

・岩陰：若槻可  
（8）  

mo∈〟のとき、J（mo；打）‥＝C（れ0）．   

さて、乃≧5のとき、最適化問題‥  

P（n） MaximizeJ（n；7T）subjectto 7T∈rI  

を考えよう。′問題P（乃）の最大値をんわ）とする‥  

ん（乃）＝惣坤；汀）乃≧5・   （9）  

ただし、1≦れ≦4のとき、んh）＝C（乃）とする。このとき、最大値関数んは所与の式を  

満たす。  
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定理7．1最大値関数んは最適化表現  

†：：：；  

｛ 

α（れ）＋pl・ん（れ－2）＋飢・ん（m－3）  

∂（乃）＋p2・ん（乃－1）＋92・ん（m－4）  

＝ Max  れ＞5  

（10）  

＝C（れ） れ＝1，2，3，4  

をゆるす。式「叫の最大値を与える点をが恒）とすると、政策がは政策クラスⅢにお  
いて最適である。  

最適化問題の例としては、図5、図6がある。そこでは  

m＝8，α（れ）＝わ（れ）＝0，C（1）＝C（3）＝C（4）＝1，C（2）＝2，pl＝勘＝p2＝ ヴ2＝1   

になっていた。   

おわりに この報告では、差分方程式を最適化を伴なわない非決定性動的システム上の  

評価問題ととらえ、その解（関数）の多重和表現を与えた。また、複数の差分方程式から  

1つの制御差分方程式を構成し、その解（関数）の最適化問題表現を与えた。これは、従  

来の確定的および確率的の動的計画法研究の逆の立場である。最初に最適方程式が与えら  

れたとき、そこから非決定性動的システム上の評価問題・最適化問題を構成している。本  

報告によって非決定性動的計画法研究の新たな門戸が開いたことになる。  
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