
極値問題とニュートン図形＊  

岩崎克則（九大・数理）  

概要  

極値問題とは，ある関数がある点で極値（極小値・極大値）をとるか否かを判定する問題で  
ある．一変数の極値問題は高校数学の範囲で解け，多変数の極値閉居はヘッセ行列が非退化  
の場合は大学一年生の微分積分学の範囲で解ける．問題なのは，ヘッセ行列が退化した場合  
の多変数極値閉居である．本稿では，その場合の解法にニュートン図形というものが有効に  
使われる様子を解説する．話を簡単にするために二変数の関数を使って解説するが，三変数  
以上についても原理的には同じである．   

キーワード：極値閉居，極大値，極小値，ニュートン多角形，ニュートン図形  

1 はじめに   

極値問題とは，与えられた関数がある点で極値（極小値・極大値）をとるかどうかを判定す  

る問題である．一変数関数の極値問題は，理系の高校生が微分を習った後にその応用として学  

ぶ項目である．また多変数関数の極値問題は，理系の大学一年生が偏微分を習った後にその応  

用として学ぶ項目である．少し復習をしてみよう（例えば，杉浦【2】参照）・   

乃変数関数J（∬），∬＝（∬1，…，∬れ），が点α＝（α1，…，α几）において極値をとるならば，関数  

J（∬）の点αにおける一階偏微分はすべて消える．  

（α）＝0 匝1，…，れ）・  
（1）  

条件（1）をみたすような点αを臨界点という・さて臨界点αがあったとき 

点がどうかを判定するのが極値問題である．この間題に対して微分積分学で習うのは，大要，次  

のようなことである：点αにおけるJ（∬）の二階偏微分全体がなす乃次対称行列  

瑚＝（畏（α））1≦‘。≦れ  （2）  

をヘッセ行列という．臨界点αが非退化，即ちヘッセ行列吼（J）がbを固有値に持たないとき，  

（1）すべての固有値が正のときαは極小点である（図5参照）． 

（2）すべての固有値が負のときαは極大点である．  

（3）正負の固有値が入り混じるときαは鞍点であり，極大点でも極小点でもない（図6参照）・  
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この結果により，臨界点が非退化のときは問題が解かれたことになる．たいていの臨界点は非  
退化であるので，実際間居としては，これで極値問題がほぼ解かれたと言ってよい．   

しかし，たまに退化した臨界点が極値問題に登場することがある．この場合，上の定理は結論  
について何も言ったことになっていない．この退化した場合を考えるのが本稿の目的である．退  

化した臨界点においては，ニュートン図形を考えることが重要となる．そこで，講演ではニュー  

トン図形が多変数の極値問題において有効に利用される様子を解説する．話を簡単にするため  
に，二変数の極値問題に焦点を絞るが，その手法はより多変数の場合に自然に拡張される．今  
回の講演内容は，決して最新の話題ではないが，世間的にはそれほど常識にはなっていないよ  
うなので，ここで紹介させて頂く次第である．  

2 一変数関数の極値問題   

主題は二変数極値問題であるが，話の枕として一変数の極値問題を復習することにする．こ  

の場合，話は単純であるが，二変数への導入として，簡単な話をわざわざ難しく言い換えている  

箇所がある．まず極値の定義を確認しておく．   

定義2．1（極値）関数y＝J（∬）が点∬＝αで極小値をとるとは，∬（≠α）がαに十分近いとき  

常にJ（∬）＞J（α）が成り立つことである．同様に，点∬＝みで極大値をとるとは，∬（≠りが  

みに十分近いとき常にJ（∬）＜J（りが成り立っことである．   

例を二つ挙げよう．   

例2・2関数J（∬）＝お一お2＋∬3とJ（∬）＝∬2－∬3の極値は図1の通りである・図では濃い  

黒丸が極小を表わし，淡い黒丸が極大を表わす．  

図1：J（∬）＝お－お2＋∬3（左）とJ（∬）＝∬2一軍3（右）のグラフ  

注意2．金極大も同様に取り扱えので，以後，極小のみを考える．また，必要ならば座標軸を平  

行移動することにより，極小点を原点∬＝0とし，極小値をJ（0）＝0と仮定して一般性を失  

わない．以後そうする．   

このとき，間居は次のように述べられる．   

問題2・4（極値問題）与えられた関数y＝J（∬）は，いつ∬＝0で極小値をとるか？  
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対象とする関数はもっと一般でもよいが，話を簡単にするために，多項式とする．  

定義2・5（一変数多項式）次の形の関数を乃次多項式という．  

J（∬）＝α0＋α1∬＋α2∬2＋…＋αn∬れ （α。，．．．，αnは実数，αれ≠0）  

ただし，注意2．3により，以後α0＝0とする．   

例2．6多項式の例を三つ挙げる．  

（1）J（∬）＝2∬－3∬2＋∬3（3次多項式，図1参照）  

（2）J（∬）＝∬2－∬3 （3次多項式，図1参照）  

（3）J（∬）＝3∬4＋お7－お11（11次多項式）   

ここで，ちょっと大げさな言葉づかいをし「台」という言葉を導入する．  

定義2・7（台）集合△（J）＝（乃：αれ≠0）をJ（∬）の台という．すなわち係数α和が0となら  

ないような次数乃の集合のことである．台に属する乃の最小値をたとおく：  

た＝min△（J）・  

例2・8例2・6・（3）の11次多項式J（∬）の台は△（J）＝（4，7，11）である・これを図示すると図  

2のようになる．このときた＝4である．  

4  7  11  

た＝min△（J）  

図2：11次多項式J（∬）＝お4＋お7－お11の台  

さて，極値問題をJ（∬）が単項式の場合と一般の場合に分けて考察する・  

単項式の場合．J（∬）＝α∬たの場合．ただし，たは自然数，α≠0とする．この場合は，図3及  

び図4からわかるように，次の命題が成り立っ．  

J（∬）が∬＝0で極小 ⇔ たは偶数で，かつα＞0・  

一般の場合．J（∬）が単項式とは限らない多項式の場合，た＝min△（J）とおいたので，  

J（∬）＝ αた∬た＋αれ1∬ 拓1＋…＋αn∬れ  

＝αたヰ・  聖±。＋…＋塑∬れ－た αた       αた  
～ αた∬た （∬′〉0） ←主要部  

ここで∬が十分0に近ければ，ボックス⊂＝コで囲まれた部分の値な1に較云てt分小さい  

ので無視できる．従って関数J（∬）は近似的に単項式鶴㌔と思える・このような考察により，  

一変数関数の極値問題については次の定理が成り立っ．  
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図3：邸＝α∬鹿のグラフ；鬼が2以上の偶数の場合  

図4：y＝α∬ゐのグラフ；廠が且（左）及び3以上の奇数（右）の場合   

定理2．9（血変数極値問題の解）J（∬）を∫（0）＝0なる多項式とサる。  

《£；芸 mi 

m△げ）は偶数  
封＝J（∬）が∬＝0で極小値をとる ⇔  

この定理は，極値問題においては，最低次，すなわちた＝m五m』げ）次の項が最も重要な役割  
を果たすことを示している。そのような項を主要部という．  

3 二変数多項式   

本論の二変数関数の極値問題に入る前に，二変数関数，特に二変数多項式について初歩から  

説明しておく。以後，独立変数は∬＝（勘，∬2），従属変数は即によって表わす。即は実数である  

が，∬は二次元のベクトルであることに注意しよう。  

即＝∫（∬）＝ヂ（勘，∬2）。  

まず，単純な具体例を二つ挙げ，その後に一般的な定義をする。   

例3．1二変数多項式の例。   

（1）J（れ，∬2）＝∬苦＋裾（グラフの概形は図5参照）  
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図5：Z＝∬2＋y2のグラフ（－2≦∬，y≦2）  
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図6：Z＝∬2－封2のグラフ（－2≦∬，訂≦2）  
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（2）J（町∬2）＝∬卜∬芸（グラフの概形は図6参照）   

定義乱2（ニ変数多項式）次のような形の関数のことを二変数多項式という・  

J（∬1，∬2）＝∑軋n2甘呼（α町れ2は実数），  
（町，n2）  

（3）  

ただし，上記のシグマ記号は0以上の整数の組（町乃2）にわたる和を表わし，恥，n2 ≠0とな  

るような整数の組（和い乃2）はぜいぜい有限個であるとする・   

ここで，二変数多項式を表わすのに便利な記号法を導入する・  

定義3．3（二重指数）二次元ベクトルを∬＝（町∬2）と表わしたのと同様に・0以上の整数の  
組をれ＝（恥乃2）と表わす．これを二重指数と呼ぶ・そして，  

∬れ＝∬㍗∬冨2， αれ＝α町れ2  

とおく．このとき，式（3）はあたかも一変数多項式のように・  

仲）＝∑αn∬れ（有限和）  
n  

（4）  

と書き直すことができる．この記法は，二変数の場合はそれほどでもないかもしれないが・よ  
り多変数になると非常に便利である．   

例を一つ挙げよう．  

例3．4下記の多項式に対して，α16＝11，α24＝8，α43＝－7，α55＝－10，α72＝2，触＝3であ  
り，他の乃＝（れい几2）に対してはαm＝0である・  

拍）＝11叩…＋画最一叫吊一助雪∬塁＋密崗＋3錦町  
（5）   

この例は，今後，何度も引用されるので記憶に留めておいて頂きたい・さて一変数多項式の場  
合（定義2．7）と同様に，二変数多項式の「台」というものを定義する・  

定義3．5（台）集合△（J）＝（乃＝（町乃2）：αn≠0）を仲）の台という・即ち係数α和が0で  
ないような二重指数乃＝（恥乃2）全体の集合である・台を用いると式（4）は更に次のように書  

くことができる．  

仲）千∑αn竺n・  （6）  

れ∈A（力   

例を一つ挙げよう．  

例3．6例3．4の多項式仲）の台は次の通りである・これを視覚化したものが図7である・  

△（J）＝（（1，6），（2，4）， 
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図7：例3。4の多項式（5）の台   

4 ニ変数関数の極値問題   

さて，本論の二変数の極値問題に入る。二変数関数に対する極値の定義は，一変数関数の  

場合の定義（定義2．叫と同じであるが，念のため再述しておく。下記において∬＝（∬1，∬2），  

α＝（α1，α2），あ＝（み1，み2）が実数軸上の点ではなく平面上の点を表わすことのみが変更点である．  

定義4・1（極値）関数y＝∫（∬）が点∬＝αで極小値をとるとは，∬（≠α）がαに十分近いとき  

常に∫（∬）＞∫（α）が成り立つことである。同様に，慮∬＝あで極大値とるとは，∬（≠あ）がゎ  

に十分近いとき常にヂ（∬）＜♂（ゐ）が成り立っことである。  

注意4。2一変数の場合の牲意2。3と同様に，以後，極小のみを考える。また，必要ならば座  

標軸を平行移動することにより，極力、点を原点∬＝（0，0）とし，極力、債をJ仲，0）＝0と仮定し  

て一般性を失わない。以後そうする。  

例を二つ挙げよう。   

例4・3例3。1の関数が原点∬＝（0，0）において極小値をとるかどうか考えてみよう。式の考察  

より明らかであるし，また，図5，図6のグラフの概形より，  

（叫∫（勘，∬2）＝£讐＋∬茎：原点は極小点である，  

（2）′（勘，∬2）＝∬苦－∬茎：原点は極月、点でない（鞍点）．   

さて，極値問題を定式化しておく。   

問題4・4（極値問題）与えられた二変数関数封＝J（∬）＝∫（勘，∬2）は，いっ原点∬＝（0，0）で  

極小値をとるか？ただし，注意4。2に従って∫（0，¢）＝0とする。  
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間琴4・4の具体例を二つ挙げよう・   

問題4・5以下の間では，変数（れ，∬2）の代りに変数（∬，y）を用いる・  

（1）多項式1．お6－4∬3y3＋お2y4＋y8は原点（0，0）で極小値をとるか？  

（2）多項式0．お6－4∬3y3＋お2y4＋y8は原点（0，0）で極小値をとるか？   

間（1）と間（2）は，一見，殆ど同じ問題であるが，∬6の係数が間（1）では1・5，間（2）では0・5  

であるという点がわずかに異なっている．実は，この違いのために答に差違が生じるのである．  

問題4・5の解答 間（1）の答はY由，間（2）の答はNoである！   

今，この正解を知らないものとして，コンピュータに図を措かせることによって問題に接近  

してみよう．まず，－2≦∬，y≦2の範囲で間（1）と間（2）の多項式のグラフを措いてみたの  

が，図8と図9である．1これらの図を見ても正解を推し量ることは困難である．それでは？  

ということで，原点のまわりでこれらの図を2000万倍に拡大してみたのが，図10と図11で  

ある．図11の方は原点がわずかに鞍点らしくなってきたが，図10の方は未だ原点が極小点か  

どうか心許ない．このような実例をみると，極値問題というものが実は大変微妙な問題である  

ことが実感できるだろう．   

さて，コンピュータに図を措かせてもよく分からない時はどうすれば良いのだろうか？ま  

た，そもそも，コンピュータで答を推量できたとしても，それが本当に正解かどうかは別に検  

証する必要があるだろう．このような局面において活躍するのが「理論」である．極値問題に  

おいては，その「理論」がニュートン図形の方法なのである．  

5 ニュートン図形   

以上の前置きを受けて，いよいよニュートン図形の説明に入っていく．一変数関数の極値問  
題の場合，関数の台△（J）の最小元た＝min△（J）が重要な役割を果たした・二変数関数の極  
値問題において同様の役割を果たすのがニュートン図形である．いくつかの言葉の準備をした  
後，先ずニュートン多角形というものを導入し，それを用いてニュートン図形を定義する．   

定義5．1（第一象限）二重指数れ＝（勒，乃2）に対して，βれを次のようにおく・  

βn＝（（ヱ1，∬2）：∬1≧勘，∬2≧乃2）・  

すなわち，かnは平面内における（通常の）第一象限をベクトル乃＝（ml，れ2）の分だけ平行移動  
した領域である．βれを乃を基点とする第一象限という（図12参照）・  

定義5．2（凸図形，凸包）平面内の図形Qが凸であるとは，Q内の任意の2点を結ぶ線分が再  
びQに含まれることをいう．与えられた図形Qを含む凸図形の中で，包含関係に関して最小  
のものをQの凸包という．即ちQの凸包はQ内の任意の2点を結ぶ線分全体の合併として  
得られる図形である．  

l作図には数式処理ソフトMapleを用いた．  
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図8：Z＝1。5∬6一触3封3＋馳2封4＋即＄のグラフ（－2≦∬，即≦2）。原点（0，0）は極力、点であるが  

見えづらい。もっと拡大して見た方が良いだろう。  

10  
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図9：Z＝0・お6－4∬3y3＋お2y4＋y8のグラフ（－2≦∬，y≦2）．原点（0，0）は極小点ではない  

が見えづらい．もっと拡大して見た方が良いだろう．  

11  
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図10：Z＝1。5∬6一触3y3＋3∬2y4＋即8のグラフ（－0．000000且≦∬，即≦0。000000け図8を原点  
のまわりで2000方倍に拡大したグラフ白依然として原点（0，叫が極小点であることは見えづ  
らい。  
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図11‥Z＝0・お6一触3y3＋3∬2y4＋y8のグラフト0．0000001≦∬，y≦0．0000001）．図9を原点  

のまわりで2000万倍に拡大したグラフ．わずかに原点（0，0）が鞍点であることが見えてきた・  
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乃＝（勒，れ2）  

図皿2：几＝（勒，乃2）を基点とする第一象限   

定義5．＄（ニュ叫睦ン多角形）f（0，呵＝0なる二変数多項式∫（∬）に対して，  

鞘）＝図形M吼 の凸包  
沌∈△げ）  

とおき，J（∬）のニュートン多角形と呼ぶ。   

ニュートン多角形Pげ）は乃1軸と乃2軸に平行な2本の半直線と有限本の傾き負の線分を辺  

とする凸多角形である。このことを例を用いて説明しよう。   

例5・4例3。4の多項式∫（∬）のニュートン多角形ダ（♂）は図且3の下側の図によって与えられ  

る．実際，定義5。3によって，図皿3の上側の図の凸包をとれば良いからである。この例では  

厨（刀の辺は，2本の半直線及び2本の線分から成る。   

以上の準備の下に，ニュートン図形の定義をしよう。   

定義5・5（ニュ岬トン図形）二変数多項式ヂ（∬）に対して，  

√げ）＝ニュートン図形㌘（刀の有限の長さの辺の和集合   

とおき，∫（∬）のニュートン図形と呼ぶ。ニュートン図形がげ）は有限の長さの折れ線であるが，  
折れ線を構成する線分をr（刀の辺と呼び，辺の端点を頂点と呼ぶ。辺に埋め込まれた点は頂  
点とは呼ばない。  

例を挙げよう。   

例5．¢例3。4の多項式ヂ（∬）のニュートン図形√げ）は図14に与えられている。頂点は（1，6），  
（2，4），（8，1）の3点からなる。辺は，2頂点（1，6）と（2，4）を結ぶ線分71と，2頂点（2，4）と  
（8，1）を結ぶ線分Ⅵの2本である。辺Ⅵに埋め込まれた点（4，3）は頂点ではない。   

ここで，ニュートン図形の一つの辺を含む直線の方程式について考察しておく。  
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乃2  

■  ●  ●  ●  ■  ■  ■  ●  ■  ■  ■  ●  ■  ●■●■■■■●■  

●●■■■●●●●   
■■●●  

■■●●   

▼  ●■■●  

6）  
●■■●  

●  ■  ●  ■  ■  ■  ■  ■  ■  ● ■  ●  ■  ■   

；（5，  

（2，  
■＝＝＝＝■●  
●■＝＝■●■●■●  
●■●●●●●●■●■●●●  

（4，  
●  ■  ■  ■  

■■●●  

（7，                  2）  
●■●●  

（8，  

r ‾ ● ● ‾ ‾ ‾ ‾‘‾ ‾ ‾ ‾ ‾ ‾ ‾ ■ ■ ■ － － 一■ ‾ ●－ ■‘－ ‾ ‾ ■ ■ ■ ■－ 一－ ■‾ ‾ ‾‾ ‾ ● ‾ ‾ ● ‾ ‾ ‾ ‾ ● 一‾ ‾ ● ‾ ‾ 

I 1  

：上の図形の凸包をとるとニュートン多角形が得られる：  
し ＿ ＿ ● ＿ ＿．＿ ＿ ＿．＿＿．＿．．＿ ＿ ＿．＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿．＿ ＿．＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿．＿．＿．＿．＿．＿ ＿ － ＿ ＿ － ＿ ＿．＿ ＿＿＿ － ■ ● ■  

図13：例3．4の多項式（5）のニュートン多角形P（J）  
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図乱4：例乱4の多項式（5）のニュートン図形釘げ）：頂点●（太丸），辺71，Ⅵ   

注意5。アニュートン図形釘（♂）の辺7を含む直線gの方程式は，還御艦素な憩然数の組b，留）  
と自然数守を用いて次の形に表される。  

（7）  
針勘＋官印2＝γ   

実際，7の両端点は格子点（爾座標が整数であるような慮）であるから，その儀きは有理数であ  
る．更にニュートン図形の定義から容易に分るように，7は第一象限内の傾きが負の線分であ  
る。従ってゼの方程式は，互いに索な画然数の組捷憫）と正の実数γを用いて（7）の形に表わ  
される．再度，辺の端点が格子点であることを考慮すると，㍗も陶然数であることがいえる。   

ニュートン図形が（刀の頂点乃や辺7に付随して，元々の多項式∫（∬）からその部分多項式  
ふ（∬）やん（∬）を抽出することができる。そして，これらの部分多項式が今後の議論において重  
要な役割を果たすことになる。そこで次の定義をする。   

定義凱8（頂点に付随する単項式¢辺臆付随する多項式）∫（∬）を式（6）で与えられる多項式と  

する，J（∬）のニュートン図形rげ）の各頂点乃に対心て，  

九（∬）＝αn£恥   

とおき，頂点犯に付随する単項式という。また，釘（ヂ）の各辺7に対心て，  

錘）＝ ∑ α乃∬沌  

n∈7nd（／）  

とおき，辺7に付随する多項式と呼ぶ。   

例を一つ挙げよう。  

－46一   
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例5・寧J（∬）を例3・4の多項式（5）とする・このとき，ニュートン図形r（J）の頂点（1，6），  

（2，4），（8，1）に付随する単項式は次の通りである．  

† 

れ6）（∬）＝11叩塁，  

梅4）（∬）＝ 叫購，  

血1）（∬）＝ 3∬雪∬2・  

（8）  

また，r（J）の辺71，Ⅵに付随する多項式は次の通りである．  

11∬1∬…＋叫履，  

8∬‡∬墨－7∬壬∬塁＋お至∬2・   

（9）  

6 極値になるための必要条件   

さて，前節でニュートン図形が定義されたので，それを用いて極値問題（問題4．4）の解を与  
えていくことにする．まず，与えられた関数が原点で極小値をとるための必要条件として，次  

のものが知られている．   

定理軋1（必要条件）J（∬）をJ（0，0）＝0なる二変数多項式とする．J（∬）が∬＝（0，0）におい  

て極小値をとるとすると，次の4つの条件が成り立っ．   

（A）ニュートン図形r（J）の両端点はれ1軸及び几2軸上にある・  

（B）r（J）の任意の頂点乃＝（乃1，乃2）の両座標乃1及び乃2は偶数である・  

（C）r（J）の任意の頂点乃に付随する単項式ん（∬）＝αn∬れの係数αれは正である・  

（D）r（J）の任意の辺7に対して，ん（∬）≧0（任意の∬に対して）・   

これらは必要条件であるので，与えられた多項式J（∬）に対して各条件を検証してみた結果，  

一つでも破れていれば，原点（0，0）が極小点ではないことがわかる・例を挙げよう・   

例6・2例3．4の多項式（5）に対して，定理6．1の4条件を検証してみよう・  

（A）ニュートン図形r（J）の両端点（1，6），（8，1）は共にれ1軸，乃2軸の上にない・従って，条  
件（A）は成り立たない・  

（B）r（J）の3頂点（1，6），（2，4），（8，1）のうち，（2，4）は両座標が偶数であるが，（1，6），（8，1）  
は座標のひとつが奇数である．従って，条件（B）は成り立たない・  

（C）式（8）より，頂点（1，6），（2，4），（8，1）に付随する単項式の係数はそれぞれ11，苧，3である  

ので，正であり，条件（C）は成り立つ．点（4，3）に付随する単項式の係数は－7で負で  
あるが，点（4，3）は頂点ではないので，条件（C）の検証には無関係である・  

－47－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



（D）式（9）により，辺71に付随する多項式は  

在（∬）＝卯豊（馳1＋11∬…）  

である。従って  

一射∬1＜0のときん回＜0  

となる。すなわち，条件（D）は成り立たない。辺Ⅵに付随する多項式み（∬）の方は複  
雑なので，ここでは考えない。いずれにせよ，辺71に対する考察で既に条件（叫の破れ  
がわかっているので，これ以止の検証の必要はない。  

例6．2では，定理6。1の4条件に慣れて頂くために，すべての条件について検証したが，極  

小になるか否かの検証自体は（A）の不成立を確かめた2時点で既に終わっている。さて，一般に  

4つの条件のうち（A）（B）（C）の検証は簡単であるが，（の）の検証はもっと大変である。その意  
味で（D）が最も本質的な条件であると言える。そこで条件（A）（B）（C）が成り立っていると仮  
定した上で，条件（D）を検証する方法を確立することが必要になる。その基本的なアイデアは  

ヂ（可に対するこ変数の極値問題をみ（£）に対する山変数の極値問題に還元する  

ということである。これは重要なことなので，節を改めて説明を行うことにし，条件（A）（B）（C）  
を満たす具体例を提示して，ひとまずこの節を終えることにする。   

例6。3α＞0を正のパラメータとして，次の多項式を考える。  

ヂ（∬）＝∬塁＋卸誠一融雪∬塁＋α埠  （叫  

この多項式のニュートン多角形厨（プ）及びニュートン図形釘げ）は図且5で与えられる。ニュー  

トン図形の頂点は（0，8），（2，軋（6，0）である。頂点（0，6）は乃2軸上にあり，頂点（6，0）は乃1  
軸上にあるから，定理6。1の条件（A）は成り立つ。また，3頂点の両座標が共に偶数であるか  
ら，条件（B）も成り立つ。頂点に付随する単項式は下記の通りであり，いずれの係数も正であ  
るから，条件（C）も成り立つ。  

恥8）（∬）＝諾…，梅4）（∬）＝弼嫁 払0）（∬）＝α∬雪。  

ニュートン図形がげ）の辺は，2頂点（0，恥（2，4）を繚ぶ線分71と，2頂点（2，4），（6，0）を結  
ぶ線分Ⅵである。各々の辺に付随する多項式は次の通りである。  

は 如頼   
（叫  

辺71に付随する多項式ん（∬）に関しては，条件（D）が成り立つことは明らかである。しかし，  
ふ2（∬）に関しては，条件（D）が成り立つか密か直ちには明らかではない。この部分の検証は次  

節で行うことにしよう（例7。3参照）。  

2これは確かめるまでもない。  
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（6，0）  

図15：例6．3の多項式（10）のニュートン多角形とニュートン図形   

7 一変数の極値問題への還元   

定理6・1の条件（A）（B）（C）が成り立っている状況下で条件（D）を検証する作業は，一変数  
関数の極小問題を解く作業に帰着される．このことの意味を以下に説明しよう．7をニュート  

ン図形r（J）の任意の辺とする．辺7を含む直線gの方程式は式（7）のように表わされる・こ  

こで，条件（B）より7の端点の両座標は偶数であるので，直線gは両座標が偶数であるような  
点を通ることが分る・このことより，式（7）のrは偶数である．一方，対b，曾）は互いに素で  

あるから，p，qのうちの少なくとも一つは奇数である．以上を確落した上で次の補選を示す．   

補題7・1（変数低減の原理）定理6．1の条件（A）（B）（C）が成り立っているとする．このとき，  
条件（D）は次の条件と同値である．  

（Dl）pが奇数のとき：任意の∬2に対して，ふ（0，∬2）≧0，ふ（1，∬2）≧0・  

（D2）9が奇数のとき：任意の∬1に対して，ん（勘，0）≧0，ふ（れ，1）≧0・  

証明 定理6．1の条件（D）が成り立てば，補屠7．1の条件（Dl），（D2）が成り立つのは明らかで  

ある・逆を示すために，先ず，任意の実数入に対してん（∬）が等式  

（1●ら）   ふ（入p勘，入9∬2）＝入ーふ（勘，∬2）  
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を満たすことを示す。実際，任意の実数Åに対して，  

み（勅1，肋2）＝∑嘲α犯（肋1）机（肋2）れ2  

＝∑嘲‰Å抑佃2韓呼  

＝∑嘲α托Åア畔呼  （式（7）より）  

ニ Aアみ（勘，∬2）。  

よって等式（皿2）が示された。さて，pが奇数のとき，条件（Dl）から条件（D）が導かれるこ  

とを示そう。すなわち，条件（Dl）の下で任意の∬＝（勘，∬2）に対心て♂（∬）≧0を示す。先ず  

∬1＝0のとき，条件（Dl）の第一不等式より，プ（∬）≧0であることはよい．∬1≠0のときは，  

pが奇数であるから，ガ∬1＝1を満たす実数入が一意的に存在する（この人は0でない）。γは  

偶数であるので，ガ＞0であることに注意すると，等式（皿2）と条件（Dl）の第二不等式より，  

み（∬）＝Å‾Pみ（入伊勘，入甘∬2）＝入‾㌢み（皿，入官∬2）≧0  

を得る。従って条件（D）が成り立つ。督が奇数のとき，条件（D2）から条件（の）が導かれるこ  

とも同様に示される．（証明終）   

補廣7。且の意味を考えてみよう。   

注意W。望（補選ア皿の意味）定理臥皿の条件（m）はある二変数多項式が常に非負であるという  

条件であるのに対し，補題7一皿の条件（Dl），（m2）はある一変数多項式が常に非負であるという  

条件である。この意味で，二変数の条件が一変数の条件に遭元されている．それでは，還元さ  

れた条件である「一変数多項式が常に非負である」という条件を検証するにはどうすればよい  

のであろうか？そのことを考えてみよう。   

一般に，一変数乃次多項式厨（∬）＝‰＋あ挿＋。。ヰあ陀∬乃（犯≧叫が任意の実数£に対して非  

負になるための必要十分条件は，次によって与えられる3。  

（ア）g（∬）の次数乃は偶数，最高次の係数‰＞¢。  

（イ）g（∬）の任意の極月、点諾＝¢において邸（り≧0，  

このうち条件（ア）は∬→±∞のときにダ（∬）が非負に留まるための条件である。この状況下  

でタ（∬）が常に非負かどうかを見るためにぼ，g（∬）の極パ、慮においてのみそれを見れば≠分で  

ある，というのが条件（イ）である。この条件（イ）を検証するためには，♂（∬）の極小点がどこ  

にあるかを知らなければならないが，そのためには定理2．9（一変数の極値問題の解）を用い  

ればよい。実際∬＝老がガ（∬）の極小慮であるか密かは∬＝0が多項式  

呵∬）＝タ（∬＋せ）一夕（り  

の極小点であるか否かと同値である。そこで九（∬）が定理2．9の条件を満たすかどうかを調べ  

てみればよい。そして，いったん慮∬＝恐がガ（∬）の極パ、慮であると分ったら，その点におい  

て値g（f）が非負かどうか検証してみればよい。この意味で，条件（D）の検証が一変数の極値  

問題に還元された訳である。  

3ここでは∬はベクトル（∬1，∬2）ではなく且次元の変数を表わしている  
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補題7．1及び注意7．2を具体例に適用して理解を深めよう．  

例7・3注意7・2で述べたことを式（11）内のん（∬）に適用して，条件（D）を検証してみよう・  

辺乃に対してb，曾，r）＝（1，1，6）でありpは奇数であるから，補居7．1の条件（Dl）を検証す  
ればよい・4先ずん（0，∬2）＝0であるから，（Dl）の第一不等式は成り立っている．次に第二不  
等式について考えよう・タ（∬2）＝ん（1，∬2）とおくと，これは，  

タ（∬2）＝お…－4年…＋α  

と計算される．タ（∬2）は∬2に関する一変数4次多項式であり，かつ4次の係数は3で正であ  

る・従って注意7・2の条件（ア）は成り立っている．次に条件（イ）を検証するために，g（∬2）  

の極小点を探そう・そこでん（∬2）＝g（∬2＋り一夕（りとおくと，  

ん（∬2）＝12印－1）∬2＋6f（3f－2）∬…＋4（3f－1）∬…＋3∬芸  

となる．∬2＝fがタ（∬2）の極小点となることと∬2＝0がん（∬2）の極小点になることは同値ヰ  

ある・∬2＝0がん（∬2）の極小点であるならば，定理2．9よりん（∬2）の1次の係数12f2（モー1）が  

0にならなければならない．従ってf＝0，1でなければならない．逆にこのとき，  

〈  

ー4∬…＋お墓  （f＝0のとき）  

餌…＋ぬ…＋3∬芸  （t＝1のとき）  
ん（∬2）＝  

であるから，再び定理2・9を適用してf＝1の場合のみ∬2＝0がん（∬2）の極小点であること  

が分かる・即ちf＝1のみがタ（∬2）＝ん（1，∬2）の極小点であることがわかる・従って，今？場  
合，条件（イ）は次で与えられる．  

ん（1，∬2）l∬2＝1＝α－1≧0・  

これが，多項式ん（∬）が条件（D）を満たすための必要十分条件である．例6．3における考察と  
併せると，多項式（10）が定理6．1の条件（A）（B）（C）（D）を満たすための必要十分条件が  

（13）  
α＞1．   

で与えられることが分る・特に定数αがα＜1なら，多項式（10）は∬＝0で極小値をとらな  

いことが結論される．  

8 極値になるための十分条件   

定理6・1の四つの条件（A）（B）（C）（D）は多項式f（x）が原点x＝0で極小値をとるための必  

要条件ではあるが，十分条件ではない．しかしながら，これらの必要条件に非常に近い十分条  

件を与えることができる．この節では，そのことについて述べよう．   

定理8．1（十分条件）J（∬）をJ（0，0）＝0なる二変数多項式とする．次の4条件が成り立っと  

き，J（∬）は∬＝（0，0）において極小値をとる．  

4qも奇数であるから条件（D2）を検証してもよい．  
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（A）ニュートン図形rけ）の両端点はれ1軸及び乃2軸上にある。  

（B）r（J）の任意の頂点犯＝（勒，乃2）の両座標乃1及び乃2は偶数である・  

（C）r（J）の任意の頂点乃に付随する単項式ふ（∬）＝α犯∬れの係数αれは正である。  

（D′）r（J）の任意の辺7に対して動（∬）＞0（∬1∬2≠0であるような任意の∬に対して）。   

定理6。1（必要条件）と定理臥皿（十分条件）の違いについて確認しておこう。  

注意8．2（必要条件と十分条件の差違）定理8。1における四つの条件のうち，（A）（B）（C）は定  
理6．1と共通である。条件（mりのみが定理6。皿の（D）とわずかに違っている。5この点が定  

理6。1と定理臥1の適いであり，必要条件と≠分条件の差違となっている。   

定理8・1においても条件（A）（B）（C）の検証は容易であり，（m）の検証が最も本質的である・  

そして，定理臥皿の場合と同様，（A）（B）（C）が成り立つ状況下で，（Dりの検証を一変数の極値  
問題の考察に還元することができる。すなわち，補選7。皿及び注意7。2に平行して，次の捕虜  
及び注意を述べることができる。   

補選8・3（変数低減の原理）定理臥且の条件（A）（B）（¢）が成り立っているとする。このとき，  

条件（のりは次の条件と同値である。  

（叫）pが奇数のとき：任意の∬2≠0に対心て，み（且，∬2）＞0。  

（Dら）留が奇数のとき：任意の諾1≠0に対して，み（鋸刃＞0。  

注意臥4（補混乱3の意味）定理臥皿の条件（Dりはある二変数多項式が常に正であるという  

条件であるのに対し，補選臥3の条件（叫），（喝）はある一変数多項式が常に正であるという条  
件である。6この意味で，二変数の条件が一変数の条件に還元されている。以下，注意7。2の文  

言は「非負」を「正」に読み替えることでそのまま通用するので省略する。条件（ア）（イ）の読  

み替えだけ書いておく。  

（アりg（∬）の次数乃は偶数最高次の係数ゐ犯＞0，  

（イ′）タ（∬）の∬＝0以外の任意の極月、点∬＝宕においてガ（り＞0であり，かつ∬＝0が極小点  
ならば武0）≧0。   

例を挙げよう。   

例臥5例6。3の多項式（川）に対心て，定理臥且の条件（A）（B）（C）（Dりがいつ成り立つかを  

考えてみよう。このうち条件（A）（B）（C）の成立については例臥3において既に確認ずみであ  
る。そこで条件（Dりのみが問題となる。辺71に関しては，（皿皿）の第一式より，∬1∬2≠0の  

とき，ん（∬）＝∬…＋押頂＞0が成り立っている。辺Ⅵに関しては，注意7。2の代りに注意  
8．4を利用して，例7。3と平行した議論を行うことにより，条件（Di）が  

み2（皿，∬2）l。2＝1＝α－1＞m   
さ条件（Dりの方が条件（D）より，ごくわずかに強い．   

8正確にいうと，二変数多項式に対しては両座梼が共に0でない限り，一変数多項式に対しては原点以外の点  

で，常に正ということ。  
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と同値であることが分かる・このことより，多項式（10）が条件（A）（B）（C）（D，）を満たすため  

の必要十分条件が  

α＞1  
（14）  

で与えられることが分かる・条件（13）はα＝1を含むが条件（14）はα＝1を含まない．ここ  

に必要条件（定理6・1）と十分条件（定理8．1）の差違が具体的に見えていることに注意しよう．   

ここで，必要条件と十分条件の差違について，もう一度，注釈を加えておこう．  

注意8・6残念ながら，定理8・1の十分条件（A）（B）（C）（Dl）は必要条件ではない（例8．7参照）．  

一般に，式（6）のように与えられた多項式J（∬）に対して，  

出∬）＝∑α几∬n  
れ∈rnA  

とおき，f（x）の主要部と呼ぶ・7このとき，条件（A）（B）（C）（D）（D，）が主要部f，（x）のみに係  

わるデータを用いて書かれていることに注意しよう．このことは，我々の必要条件（定理6．1）  

と十分条件（定理8・1）には多項式J（£）の主要部存（茫）の情報しか使われていないことを意  

味する・従って，必要条件（A）（B）（C）（D）と十分条件（A）（B）（C）（D，）の隙間にあるような微  
妙な多項式に対しては，主要部以外の情報まで加味しなければ，極値問題が完全には解けない  

こともあり得る．この意味で定理6．1と定理8．1は完壁とはいえない．とか、え，そのよう  

な狭い隙間に横たわる多項式はごくわずかであり8，実際的な適用性においては，やはり，定理  

6．1と定理8．1は非常にいい線を行った定理なのである．   

定理8．1の十分条件が必要条件ではないことを示す例を一つ提示しよう．  

例8・7定理8・1の4条件のうち（A）（B）（C）を満たすが（D，）は満たさず，それにもかかわら  

ず，原点∬＝（0，0）で極小値をとるような多項式の例を挙げる．  

J（∬）＝∬…－2叩2＋∬…＋∬壬＝（∬1－∬2）2＋∬芸．  

この多項式は明らかに∬＝（0，0）で極小値0をとる（実際，それは最小値である）．J（∬）の  

ニュートン多角形P（J）及びこ干－トン図形r（J）は図16のようになる・仲）に対して条件  

（A）（B）（C）が成り立っているのは見やすい．このことは，実際に確かめるのも容易であるが，  

拍）が∬＝（0，0）で極小値をとることと定理6．1からも明らかである．一方，条件（D′）は成  

り立たない・実際，r（J）の辺は2頂点（0，2），（2，0）を結ぶ線分のみであり，土の辺7に付随す  

る多項式は次で与えられる．  

ふ（∬）＝∬…－2叩2＋∬…＝（∬1－∬2）2   

このとき∬1＝∬2≠0に対してふ（∬）＝0となる．従って条件（D′）は成り立たない．  

7ただし△＝△（J）は仲）の台とし，r＝r（J）は仲）のニュートン図形とする・  
8多項式（10）においてはα＝1の場合のみが，この微妙な隙間に入る．条件（13）と（14）を対比せよ．  
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（2，0）  （4，呵  

図16：例臥7の多項式のニュートン多角形とニュートン図形   

9 おわりに   

今回紹介した極値問題の解放において注目して頂きたいのは，その解かれ方である。  

変数低減の原理：二変数の極値問題が，ニコ仁一疇トン図形を仲立ちにして，一変数の極値問題に  
還元されて解かれる．   

この変数低減の原理は，もっと多変数の極値問題にそのまま拡張される。一般に乃変数の極  
値問題は，乃－1次元のニュートン図形を観察することにより，いくつかのれ一1変数の極値  

問題に還元される。そうして得られた，いくつかの和一皿変数の極値問題は，その各々に対す  

る乃－2次元ニュートン図形を観察サることにより，さらにいくつかの和一2変数の極値問題  

に遼元される。このプロセスを次々にたどってくことにより，ついには当初の多変数の極値問  

題が（一般には非常にたくさんの）一変数の極値問題に還元きれて解かれるのである。   

今回の講演内容は，初等的でありながら，一般に流通している文献にはあまり触れられてい  
ないようである。定理臥皿及び定理8。且の原典は論文Ⅴ鮎i且，ev【司である。本稿では上記の論  

文のさわりの部分を噛み砕いて説明した。定理臥皿及び定理臥乱についても証明までは踏み込  

まず，むしろ具体例を使って背景説明を行うことに重点を置いた∴証明に関心がある向きは上  

記の論文を御覧頂きたい。また，田本常による解説としては金子問がある。   

最後に演習問題を提出して本稿を終わることにサる。   

問題凱1αを定数とし，次の多項式ヂ（∬）を考える。  

∫（∬）＝α∬芸一触1∬豊＋叫昭一此用＋7∬雪∬2＋∬晋。  

（皿）J（∬）のニュートン多角形タげ），ニュートン図形がげ）を求め，図示せよ。  

（2）J（∬）が定理6。1の条件（A）（B）（C）（D）を満たすようなαの範囲を決定せよ・  

（3）∫（∬）が定理8。且の条件（A）（B）（C）（Dりを満たすようなαの範囲を決定せよ。  
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