
最適化における共役点理論概要  

川崎英文（九州大学・数東学研究院）  

共役点は変分法における大域的概念であり，従来は微分幾何学の研究対象と見なされてき  
たが，近年，最適制御問題への拡張もなされるようになった．しかしながら，関数を未知数  

とする無限次元空間における極値問題をその舞台とする為か，国内においては準理計画法の  

研究対象という認識は低かった．ところが，ここ数年の研究により，有限次元空間における  
極値問題（非線形計画問題）に対しても共役点理論を展開できることが明らかになった．そ  
れは古典的共役点理論の離散化であり，極値問題に対してゲーム理論的視点を提供する．本  

講演では，この新しい共役点理論の概要を解説する．  

1 共役点の幾何学的意味   

共役点を理解する手軽な方法は，楕円面上の最短路問題（測地線）を考えることである．  
球面を上下方向に伸縮させた楕円面  

＋・＝1・  （1・1）  

の赤道上に2点A，Bが与えられたとき，それらを結ぶ楕円面上の最短路を考察しよう．古  

図1：楕円面上の最短路問題   

典的共役点理論によれば，角AOCがc7T／aである赤道上の点CはAの共役点とよばれる．  

図1ではα＞cなので，赤道を半周する前に共役点が現れる．さらに，終点Bが共役点Cの  

手前にあれば円弧ABは最短路で，Cの先にあれば最短路にならないことが知られている．  

この事実は，図2のような平坦に近い楕円面を考察すると，直感的に分かりやすい．この場  

図2：楕円面上の最短路問題   

合，C打／αは小さく，円弧ABの近くに，それより短い経路（点線）が存在することが納得  

できるであろう．この例のように，  
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曲面上の最短路問題において，終点Bを始点Aから少しずつ遠ざけて行くと，最初は（局所）  

最短路であったものが，ある地点Cを過ぎた途端に局所的にも最短路でなくなることがある．  

その様な点CをAの共役点とよぶ．この現象は，一般の変分間題や最適制御問題においても  

観察され，最適性を論じる際のキーポイントとなる．  

2 古典的共役点理論   

両端点が固定された滑らかな関数ご（f）∈属のうちで，積分汎関数を極小にするものを求  

める問題を変分法の基本問題とよぶ．  

止r  
J（ちご（り，盆（f））d老  Mimimi2；e  

S。t． 諾（0）＝A，∬（r）＝且   

基本問題の極小解坤）はEuler方程式  

刷），帥））＝柚瑚壷（f））  

とLegendre条件  

ム盆（電，豆（れ壷（f））≧0（非負定値）  

を満たすことが知られている．ただし，んは3変数関数′け，∬，祝）の第2変数∬に関する  

偏微分を表し，ふ克孟は第3変数現に関する1階と2階の偏微分を表す．また，  

（鳥甜＋長浦＝た柑＋見通  （2・1）  

をJacobi方程式とよぶ．ただし，鳥孟（t）‥＝h盆（i，5（t），壷（i）），etC．   

初期条件y（0）＝0を満たすJacobi方程式の自明でない解y（壬）が存在して，あるc＞0  

がy（c）＝0を満たすとき，Cをf＝0の共役点とよぶ・共役点を用いると，基本問題に対  

する最適解の精密な判定条件が得られる．   

定理2．1（Jacobi）（J）豆拉）が基本問題の極小解で，エ甲emd柁の強条件（鳥孟（り＞0：  

正定借）を満たすとき，［0，ア）にf＝0の共役点は存在しない・（g）逆に，坤）が仇ger方  

程式，且eタe乃dreの強条件を満たし，［0，r］にf＝0の共役点が存在しなければ，虚け）は極  

小解である．  

3 最適化における共役点理論の可能性   

共役点理論はJacobiにより19世紀前半に確立された古典的理論であるが，Wargaの研  

究［11，1978］を契機に最適制御問題等の複雑な制約をもつ最適化問題への拡張がなされるよ  

うになった．著者も97年から98年にかけて米国に滞在した際，不等式状態制約をもつ変分  

間題に対する共役点の研究を行ったが，その研究の合間に素朴な疑問を抱くようになった．  
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「変分間題にせよ最適制御問題にせよ未知数は関数であり，無限次元空間における極  

値問題ととらえることができる．では，有限次元空間における極値問題  

（1i））Minimize f（x），X∈Rnに対する共役点は何であろう？」  

この疑問に答える前に，極値問題（昂）に対する極値の判定法を確認しておく・   

定理3．1（J）豆が（昂）の極小解ならば，勾配ベクトルJ′（豆）はゼロベクトルで，ガeββe  

行列J′′（豆）は非負定値である．（g）逆に，J′（豆）＝0かつJ′′（豆）が正定値ならば豆は極小  

解である．   

（1）と（2）の違いは「正定値」と「非負定値」だけであり，取り扱う問題が非線形である以  

上，この違いは止むを得ない．しかも，この定理のどこにも共役点は現われないから，極値  

問題（昂）については共役点が活躍する余地は無いようにも思える・ところが，球面上の最  

図3：最短路でない訳   

短路問題を考えると，正反対の見解が得られる．球面の場合α＝Cであるから，始点Aか  

ら半周した点Cが共役点になる．明らかに，A，Cを結ぶ別の大円も赤道半周と同じ長さ  

をもつ．従って，Cを経由して始点と終点を結ぶ二つの経路は同じ長さである．ところが，  

第2の経路は点Cに角をもつので，Cの辺で近道をすることにより，より短い経路を見つ  

けることができる．   

そこで，球面上の最短路問題を離散化した次の極値問題を考えてみよう．  

1．始点A＝（1，0，0）を含む経線をgo，終点β＝（cos了「，Sin了「，0）を含む経線をゼ叫1と  

し，その間に等間隔に経線gl，g2，…，ゼ乃をとる．  

2．各経線gた上に1点ズたを選び，折れ線Aズ1…ズ乃βの長さを最小化せよ．  

図4：折れ線最短路問題   

原点を0とし，0ズたとz軸のなす角をβたとすると，この折れ線最短路問題は，几変数恥，…，‰  

の極値問題になる．この場合もr＞打ならば，C＝（－1，0，0）は基本問題の共役点Cと同  

じ働きをする．実際，AとCを結ぶ別の大円を考え，それと経線ゼたの交点をズたとする  
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と，それらを結ぶ折れ線の長さは赤道に沿った折れ線とほぼ同じである．従って，Cを経由  

して始点と終点を結ぶ2つの折れ線はほぼ同じ長さをもつ．ところが，第2の折れ線は点C  

に角があるので，Cの辺で近道をすることにより，より短い経路を見つけることができる．  

故に，点Cは共役点と考えざるを得ない．   

以上の考察により，我々は以下の2つの問題を解決しなければならないことが分かった．  

1．極値問題（鞠）に対して共役点をどのように定義したらよいか？  

2．共役点の存在を否定するかのような印象を与えた定理3．1において，共役点はど   

こに隠れているのか？  

4（昂）に対する軌班汀方程式とme酢m融e条件   

前節で，極値問題（昂）に対する最適解の判定条件に触れた・それは′（∬）のTaylor展開  

r 
J恒y）＝梱り′（小言yハ擁＋0（‖踊  

を用いれば容易に証明できる．一方，変分法の基本問題についても，積分汎関数  

瑚＝式・r  J（ち∬，盆）dfのTay血展開  

上T  
（ムお＋んy）dま＋  ダ（∬＋y）＝ ダ（∬）＋  

言上r  
（由Tぉ盆カ＋2㌔美加＋yrム甜）df＋0川yll2）  

からLegendre条件を導くことができる・その際，t∈［0，T］を固定して，tの6－近傍上だ  

けでゼロでない値をとるような関数y（ま）を利用する．この手法を模倣すれば（為）に対する  

Legendre条件が得られると期待してよいであろう・   

まず，（昂）で基本問題のfに対応するものは∬＝＝（∬1，…，∬れ）の添え字た∈（1，…，可で  

あり，ゐの十分小さな近傍は1点集合（りに他ならない・近傍（た）上だけでゼロにならない  

y∈月乃はy＝（0，…，恥，…，0）なる形をしているから，2次形式はyアブ′′（∬）y＝ム摘（ご）y羞  
となる．故に，  

（4．1）  ム刷（豆）≧0，た＝1，…，乃  

が（昂）に対するLegendre条件と考えられる・同様に，  

ん刷（豆）＞0，ゐ＝1，…，几・   

が（fb）に対するLegendreの強条件と考えられる・即ち，   

（4．2）  

Legendreの強条件はHesse行列の対角成分が正であると言うことを意味している．に  

すぎず，Hesse行列の正定値性とは隔たりがある．これが前節の最後で提起した問題  
2に対する答えであり，次節で定義する共役点がこのギャップを埋めてくれる．  
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5 Jacobi方程式と共役点   

前節で，（昂）においても共役点の活躍する余地があることを示した．では，共役点をど  

のように定義すればよいであろうか？そのヒントがGelfand－Fbmin［1，p．127jに与えられて  

いる・以下において，簡単のため訂（f）は1次元としておく．   

古典的共役点理論によれば，P（り＞0として，第2変分  

上T  

（勒2＋勒2）df  （5．1）  

がy（0）＝封（r）＝0なる自明でない任意のy（f）に対して正になるための必要十分条件は  

【0，r］に0の共役点が存在しないことである・ただし，対応するJa甲bi方程式は  

（瑚＝勒  

である・そこで，第2変分（5・1）の差分近似を考えることにする・まず，区間［0，r］を0＝  

わ＜fl＜…＜fmとま叫1＝rと几＋1等分し，△f‥＝r／（れ＋りとおく．このとき，第2  

変分（5．1）は2次形式  

帥（  
）2瑚孟〉△f   （5・2）  

yた十1‾3兆  

△壬  

で近似される・ただし，筏：＝P（fた），月た：＝月（玩），yた：＝y（玩），帥＝恥＋1＝0．さらに，  

αた：＝月た△f＋（昂＿1＋昂）／△f，みた：＝一昂●1／△f，y＝（yl，…，仇），  

α1む1  

む1α2  
（5・3）  

A：＝  

ゐ・．l＿1  

みm＿1 αれ   

とおくと，2次形式（5．2）はyrAyと表される．ここで，第2変分の正値性の代りに2次形  

式の正定値性を考えることは自然である．   

定理5・1（Sylvesterの判定法）n次対称行列A＝（aij）が正定値であるための必要十分  

条件は主小行列式IAたl（た＝1，…，m）が正になることである・即ち，  

α
 
 

L
ん
 
 
 
 
 
 
 
た
 
l
 
 
■
・
・
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た
 
 

α
 
 

α
 
 

1
 
 

l
 
 1

 
 
●
■
－
 
，
h
ん
 
 

（5．4）  ＞0  た＝1，‥．，几．   

α
 
 

一方，三重対角行列？主′ト行列式の間には次の漸化式が成り立つ・  

lAたl＝αた1Aた＿1ト境＿1IAた＿2l．  

このとき，変換  

（5．5）  

（△f）頼1tAた  

，た＝1，…，几，  （5．6）   ％：＝0，れ：＝△f，鴇＋1‥＝   
且・‥f㌔  
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により，漸化式（5．5）は  

穐三毎芦 
旦  

一哉－1謳  
（5．7）  ＝月た端．  

と表される．ここで，△f→0とすると，Jacobi方程式  

d（ダy）   

d老  
（5．8）  ＝月y  

が得られる．故に，漸化式（5．5）は2次形式yrAyに対するJacobi方程式と見なされる．従っ  

て，一般のHesse行列に対して主小行列式の漸化式を導くことができれば，それをJacobi  

方程式とよんでよいであろう．   

補選5・1乃次行列A＝（叫）の行列式は，主小行列式IAたlに関して，次のように展開さ  

れる．  
乃－1  

lAl＝∑ ∑ ど（β）鯨Hp（頼）αた瑚（糾刊‥・叫叩（れ）lAたt，   （5・9）  

た＝Op∈5（た＋1，れ）  

ただし，lAoい＝1，g（p）は置換βの符号，β（た＋1，乃）は（ゐ＋1，…，几）上の置換で，どの  

ゼ＞たに対しても，（g＋1，…，乃）上では閉じていないもの全体を表わす・   

定義5．1乃次行列A＝（旬）に対して，恥…，恥に関する差分方程式  

ゐ－1  

仇＝∑ ∑ ど（βわ叫恒1）叫＋2p（購）…α毎錘）臥，庵＝1，‥・，乃  （5・10）  

た0β∈g（た＋1，乃）  

をAに対するJacobi方程式とよぶ．また，初期条件yo＞0を満たすJαCOみ盲方程式の  

解（肌）が，ある番号たで正から非負へと符号を変えるとき，たは1に共役であると言う・  

即ち，  

封0＞0，封1＞0，…，仇＿1＞0，仇≦0・   

定理5．2対称行列Aが正定値であるための必要十分条件は共役点が存在しないことである．   

定理5。3盃∈月れをJ（∬）の停留点とする．豆が極小解であるための十分条件は，J′′（豆）に  

ついて，た＝1の共役点が存在しないことである．  

6 三重対角行列に帰着される極値問題   

ある種の極値問題に限定すれば，Jacobi方程式に差分方程式論を適用することにより，共  

役点が求まる．本節では折れ線最短路問題を一般化した次の極値問題を考察する．  

γl  

（貧）  Minimize f（x）：＝∑fk（xk，Xk＋1）  
た＝O  

subjectto x：＝（xl，…，Xn）∈Rn，   

ただし，∬0と勘叶1は変数ではなく，既知とする・  
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例えば，球面上の折れ線最短路問題は（旦）として定式化できる・このとき，Hesse行列  

A：＝J′′（∬）は  

α1む1  

blα2  
（6．1）  A＝  

むm＿1  

わ几＿1 α乃  

なる三重対角行列になる．ただし，  

∂2Jた＿1（∬た＿1，∬た）．∂2Jた（∬た，ごれ1）  
∂ご芝  

’   
∂ご孟  

∂2尤（ごた，勘叶1）  

∂ごた∂利江1  

一方，αた，ゎたが定数，つまり，α：＝α1＝ ＝α乃，む：＝む1＝ ＝ みm＿1なる場合には，2  

階差分方程式の解を陽に与えることができる．さらにこのとき，次の仮定を設けても一般性  

を失わない．  

（Al）a＞0．（Legendreの強条件）   

（A2）l叫＝1・  

このとき，主小行列式批：＝lAたlは次の2階差分方程式を満たし．，その解は定理6・1で与え  

られる．  

（6．4）  批－α翫＿1＋批＿2＝0，yl＝α1，y2＝α1α－1・   

定理6．1差分方程式作．イノの解は，特性方程式  

y2一喝＋1＝0   

の解α，βを用いて，次のように表される・〃ノα＞2の場合，  

βた－αた βた‾1－αト1  

（6．5）  

（6．6）  三根＝α1  
α  β－α  β－  

作ノα＝2の場合，  

yた＝1＋2た・  

作ノ0＜α＜2の場合，α＝e豆甲（0＜p＜汀）と表すと，  

Sinpcoskp＋（2－COSや）sinkp  

（6．7）  

（6・8）  
Sinp  

この定理を基に，共役点を求めることができる．   

定理6．2（定係数三重対角行列の共役点）特性方程式y2一昭＋1＝0の解をα，βとす  

る．「Jノα≧2のとき，共役点は存在しない・作ノ0＜α＜2のとき，α＝e慮甲（0＜p＜汀）  

とすると，（た＋1）甲・≧汀なる最初の番号たが几以下ならば，それは共役点である・  

－2・1－   
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例6．1（球面上の折れ線最短路問題，固定端）単位球面の赤道上のβ点A：＝（1，0，0）と  

β‥＝（cos71，Sin7「，0）を結ぶ折れ線最短路を考察しよう・ただし，節点弟，…，∬乃は，A，β  

の間に等間隔に並ぶ几本の経線ゼ1，…，ゼれ上にとるものとする・△f‥＝r／（m＋1）とする  

と，節点は0＜Ok＜7Tを用いてXk＝（sinOkCOSk△t，SinOkSink△士，COSOk）と表されるか  

ら，∬た∬机1の長さ九（鮎，鮎＋1）は  

2（1－COS△tsinOk＋1SinOk－COSOk＋1COSOk）  
（6・9）  

となり，折れ線の長さは′（仇，‥．，βJ‥＝∑芸＝0九（鮎，鮎＋1）として表される・ただし恥＝  

∂叫1 ：＝汀／2．そこで，赤道と経線ゼたの交点を克たで表すと，折れ線A皮1…反れβに対応  
する∂＝（軋…，軋）は∂：＝（汀／2，…，汀／2）であり，∂は′（β）の停留点になる・また，  

打  

2c －1   

－1 2c  ′′′（芸，…，芸）＝  c：＝COS△f  
、β二惑  ー1  

－1 2c   

となる．△fが十分小さければ0＜2c＜4であるから，定理β．gにより次の結論を得る．何  

丁＜汀のとき，1の共役点は存在しない．「りr≧汀のとき，（た＋1）ア／（几＋1）≧打なる最  

初の番号たは1に共役である．これは古典的な結果に合致する．  

図5：球面と円柱面上の折れ線最短路問題  

例6。2（円柱面上の折れ線最短路問題，固定端）円柱面∬2＋y2＝1上のg点A＝（1，0，0），  
β＝（cos了「，Sin71，7）を結ぶ折れ線最短路を考察しよう・ただし，△士‥＝ア／（乃＋1）として，  

節点ズ1，…，J㍍は，A，βの間に等間隔に並ぶ乃本の経線‰‥＝（（cosた△ちSinた△f，Z）：  

z∈月）上にとるものとする・節点は，Zた∈月を用いて∬た＝（cosた△f，Sinた△f，Zた）と表さ  

れるから，ズたズ頼1の長さは  

（z頼1－Zた）2＋2－2c，C‥＝CO＄△f  （臥10）  尤（zた，Z妬1）：＝  

となる．よって，折れ線Aガ1…弟βの長さは′（zl，…，Zれ）‥＝∑冨＝0尤（zた，Z頼1）となる・  

ただしzo：＝0，み＋1：＝7．そこで，螺旋z（ま）＝朽／rと経線ゼたの交点を度ゐで表すと，  

折れ線A鬼1…皮乃βに対応するz‥＝（zl，…，Z几）∈月れは乏：＝（7／（几＋1），…，几7／（几＋1））  
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であり，乏がJ（z）の停留点であることが容易に分かる ・また，  

2  －1   

－1 2  
， d：＝72／（几＋1）2（6．11）  Jl乏）＝（2－2c）（2－2c＋d）‾3／2  

ー1  

－1 2  

となる．このとき，α＝2であるから，定理β．gにより共役点は存在しない．これは古典的  

な結果に合敦する  

7 極値問題（昂）に対するRiccati方程式  

Jacobiの共役点理論において，Jacobi方程式とRiccati方程式は密接に関係する．本節  

では，（R））に対するRiccati方程式を考察する・   

変分法の基本問題に対するRiccati方程式を導く際，完全平方のアイディアが重要である  

が，有限次元の場合も完全平方がキーワードになる．最初にAが三重対角行列  

α1わ1  

…
 
 

勘
 
現
 
 

恥
 
 

l
 
 一

 
犯
 
 

几
 
α
 
 

T
八
U
 
 

l
 
 

乃
 
 

T
h
U
 
 

2
 
 

α
 
．
 
 

の場合を考察しよう．まず，2次形式∬rAこ訂のうち∬1を含む項を使い切るように，適当な  

叫≠0を見つけて完全平方の項をつくる・即ち，  

∬T血 ＝ α1∬≡＋2恒1ご2＋α2∬宣＋…＋恥戎  

＝（叫…芝∬2）2＋（α2一帥・…＋α乃∬ま  

次に，∬2を含む項を使い切るように，適当なび2≠0を見つけて完全平方の項をもうひと  

つつくる．この換作を続けて，最終的に2次形式が几個の完全平方の和  

∬r血＝（び直吉∬2）2＋（触憑3）2＋…十戒  

として表されるには，Wたが次の条件を満たせば十分である．  

ぴ≡＝α1，戒＝αた一袈 （た＝2，…乃）  

（7．1）  

（7・2）  

一方，三重対角行列に対するJacobi方程式yk＝akyk＿1－bZ＿1yk－2の両辺をyk－1で割  
ると  

yた  －＝ αた－軋1  

yた－1  

（7．3）   
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となり，（7．2）と（7．3）を比較することにより，対応  

yた  
び＝  （7．4）  

が得られる・つまり，（7．2）が三重対角行列に対するRiccati方程式で（7．4）がJacobi方程  

式の解とRiccati方程式の解の間の変換式と考えられる．これに基づき，一般の行列の場合  

も，Jacobi方程式の両辺をyk＿1で割ることにより得られる漸化式をRiccati方程式と定義  

する．  

定義7・1乃×犯行列A＝（叫）に対して，次の漸化式を戯ccαf盲方程式とよぶ・  

ぴぎ ＝ αu，  

㌔ 罵「∈（両脚）α叫（机）…α榊）  
w孟 ＝α柚＋∑：∑  ，た＝2，…，れ．  

β。，た）  ヰ吼1…び羞－1   

なお，馳は主小行列式IAゐlのことであったから，び孟＝】A刷Aゐ－11はGaussの消去法に  

表れるピボット，軸（pivot）である．  

Jacobi方程式の解馳とmcca七i方程式の解びたの変換公式（7．4）によれば，ある番号た  

について，仇一日几≦0が成立すること，即ち，たが共役点であることとび孟＞0なるぴたが  

存在しないことは同値になり，古典的な場合に似た結果が成り立っ．  

定理7。皿た≧1が1に共役であるための必要十分条件は，月ねcαf盲方程式が非ゼロ解（叫たナ  

をもつが，それをwたまでは延長できないことである．   

定理7。2停留点豆が（昂）の極小解であるための十分条件は，∬eββe行列Jl豆）に関する  

用言ccαf豆方程式が非ゼロな実数解（wた）芸＝1をもつことである・  

＄（βダ）と（昂）の対応関係   

次の表は，（昂）と古典的変分法の基本問題（∫P）に対する最適性条件と方程式の対応関  

係を表す．ただし，A：＝J′′（豆），翫：＝14汗  

∬＝霊（り   ∬＝（∬1，‥．，∬乃）   

f∈［0，r】   た∈（1，‥．，可   

才の十分小さい近傍   
（可   

Euler方程式   んた（豆）＝0 ∀た＝1，…，乃   

Legendre条件   ん職（虎）≧0 ∀た＝1，…，几   

Legendreの強条件  ん刷（豆）＞0 ∀た＝1，‥・，乃   

Jacobi方程式：訂（壬）  主′ト行列式yたの差分方程式   

共役点   yl＞0，‥・，翫＿1＞0，翫≦0   

Ricca七i方程式：W（f）  J′′（豆）のピボットの差分方程式   

■  1〟＝－－   3兆 W羞＝   

〃  
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9 共役点から共役集合へ   

極値問題（昂）において，変数町・‥，∬乃は同じ働きをするから，共役点を定義するのに  

番号1から始める必然性は全く無い・むしろ共役集合とよぶ概念を導入する方が自然であ  

る・即ち，∫＝（わ，・‥，戎た）を（1，‥・，乃）の部分集合とし，Hesse行列J′′（〇）＝（叫）の部分  

行列（旬）壱，脚について，それが非正の主小行列式をもつとき，∫を共役集合とよぶ．さら  

に，共役集合∫のいかなる真部分集合も共役集合にならないとき，Jを極小共役集合とよ  

ぶ・なお，実際の問題では，曲座標のように，慣用的に変数に特定の文字が割り当てられる  

ことが多いので，変数の部分集合（勘）尉も極小共役集合とよぶことにする．  

定理9・1A＝（叫）を2m＋1重対角行列とする．即ち，  

叫＝0 ぴトト」I≧m＋1・  （9．1）  

このとき，極小共役集合の番号は高々mしか飛ばない・特に，三重対角行列の場合，極小  

共役集合は連続した番号からなる．  

例9・1（極小三角形）β1を中心（3／2，0，3／2），半径1／㍉の球面，裁を中心（－3／2，0，3／2），  

半径1／㍉の球面，Cを中心（0，0，月），半径月＞0のyz平面内のリングとする．このと  

き，三角形ズ1弟ズ3の面積を最′J、にするβ点（礼ズ2，ズ3）∈β1×量×C．を求めよ．  

図6：極小三角形1   

目的関数として面積の2乗冊1，れβ2，¢2，瑚：＝‖才1－ズ3）×（ズ2一方3‖2をとることに  

する・だたし，ズ1，ズ2，ズ3は適当な0≦β1≦汀，0≦如＜2汀，0≦β2≦汀，0≦¢2＜2汀，  

0≦β3＜2汀を用いて  

Xl＝（去sin01COS¢1・言，去sinOISin41，去cosol＋言），  

X3＝（0，RsinO3，RcosO3＋R）  

X2＝（去sinO2COS¢2－…，去sinO2Sinh，去co＄02・…），  
と表しておく・ズ3をリングCの最下部の点（0，0，0），ズ1をglの中心とズ3を結ぶ線あが  

glと交わる点（1，0，1），筑の中心と又3を結ぶ線分がぶ2と交わる点ト1，0，1）をズ2とし，  

－25－   
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（斉1，瓦2，度3）が極小解かどうかをしらべることにする．先ず，（∬1，職，∬3）を表すパラメー  

タは♂＝（∂1，∂1，あ，あ滅）‥＝（3打／4，打，3汀／4，0，汀）である．このとき♂は停留点になり，  

0   

－2月  

0   

2月  

8月2－8月  

2
 

一
0
4
0
0
 
 

月
 
 

0
 
3
 
0
 
0
 
2
 
 
 

2
 

4
〇
一
0
0
 
 

0
 
 

0
0
3
 
 

J′′（釣＝  

となる．よって，エ印e乃dreの強条件は属＞1である．次に，∫′′（∂）にG仙郎の消去法の基  

本変形を施すことにより，戯ccα£ま方程式の解明が求まる．  

w若＝4，戒＝3，び書＝3，ぴ2＝3，び言＝8月（2月－3）／3・  

び吉に着目すると，∂は属＞3／2のとき極小解で，月＜3／2のとき極小解ではない・従っ  

て，1＜月＜3／2の場合，ぴ1，…，叫までは非ゼロの実数解が存在するから，球面上の点  

ズ1，∬2だけを度1，皮2から動かしても面積は小さくならず，∬1，∬2，∬3全部を同時に動  

かすことによってのみ面積が小さくなることが分かる．例えば，月＝5／4の場合，ズ1，ズ2を  

水平手前に，ズ3を事前に同じ角速度で動かすか，∬1，ズ2を水平奥に，ズ3を奥に同じ角速  

度で動かすと面積を小さくすることができる．つまり，如，¢2，∂3が極小共役集合である．  

10 制約条件つき非線型計画問題に対する共役点   

2次の最適性条件と制約のない極値問題（昂）に対する共役点理論を組み合わせることに  

より，非線形計画問題（タ）に対して共役点を定義することができる・  

（P）   Minimize f（x）  

Subjecモモ0 ∬∈月乃，  

飢（ご）≦0 盲＝1，・‥，m，  

毎匝）＝OJ＝1，‥・，g・  

記述を簡単にするために，Lagarange関数と非増加方向の空間  

m g  

坤）：＝拍）＋∑入城（∬）＋∑両帝）  
i＝1  j＝1  

（10．1）  

y：＝（y∈属几；ダ；（軸＝0 ∀宜∈∫（豆），呵（軸＝0 ∀力  （10・2）  

を用いると，一次独立制約想定と，狭義相補性の仮定の下で，2次の最適性条件は次のよう  

に表される．  

エ′（豆）＝0，  

yrエ′′（軸＞0 ∀y≠Oiny  
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そこで，1勾配（横）ベクトルタ“虎川∈拒））を縦に並べた行列をタi（盃）（豆）と書くことにする  

と，一次独立制約想定により，  

A：＝（夕雲紆）  
（10・5）  

は最大ランクをも．従って，列ベクトルを適当に並び替えることにより，  

A＝（β，Ⅳ），β：正則   

と分割できる．この分割に合わせてyも番号を付け直しyr＝（∈r，りr）と分割すると，  

Ay＝β∈＋Ⅳりであるから，Ay＝0は  

（三）＝（てⅣ）り  （10・6）  

と同値である．ただし，∫は単位行列を表す．故に，2次の条件（10．4）は次のように表現で  

きる．  

絢：＝榊rβ－W′（豆） （‾βニ1Ⅳ）り＞0∀柳 （10・7）  

ただし，β－rはβ－1の転置行列を表す．   

行列の正定値性，非負定値性はそれぞれ共役点，狭義共役点により特徴づけられるから，  

2次の最適性条件は次のようにまとめられる．   

定理10．1窟を実行可能解とし，一次独立制約想定が満たされているとする．もし入1，…，入m≧  

0と仙…，〝g∈月が存在して，狭義相補性条件とエ′（豆）＝0を満たし，仰・りで定義さ  

れる行列〟が共役点を持たないならば，豆は孤立極小解になる．逆に，豆が極小解ならば，  

入1，…，入m≧0と仙…，〝‘∈月が存在して，エ′（豆）＝0を満たし，〟は狭義共役点を持  

たない．   

例10．1（球面上の折れ線最短路問題，その2）例∂」では，単位球面上の折れ線最短路問  

題を球面極座標を用いて制約のない極値問題として定式化した．ここでは，同じ問題を制  

約のある極値問題として定式化し，共役点を計算する．赤道上のg点A：＝（1，0，0），β：＝  

図7：球面上の折れ線最短路問題2  

（cosT，SinT，0）が与えられたとき，△t：＝T／（n＋1）とおき，X軸に直交する■n個のリング  

月た：＝（（cosた△f，y，Z）；y2＋z2＋cos2た△f＝1）た＝1，…ごれ   （10・8）  
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を用意する．節点∬たが属た上にある折れ線A，∬1，…，J㌦，βのうちで，長さが最小のも  

のを求める問題を考える．節点は∬た＝（cosた△士朗，Zた）と書けるので，目的関数は  

花  

畑，Z）：＝∑  
た＝0  

（帥＋1一恥）2＋（報＋1一之た）2＋（cos（た＋1）△舌－COSた△り2  （10・9）  

である．ただし，（yo，Zo）：＝（0，0），（恥＋1，Z叫1）：＝（sin7’，0）・また，几個の等式制約  

項y，Z）‥＝房＋z羞－Sim2仏土＝0，j＝1，…，れ  

をもつ．このとき，赤道に対応する折れ線は  

（9，乏）‥＝（sin△t，…，Sinn△i，0，…，0）∈R2n   

で与えられ，  

fl（9，乏）＝2sin（sin△t，・・・，SinnAt，0，・・・，0），  

（10．10）  

（10．11）  

（10．12）  

2sin 

△壬 ‥・   0  0 ‥・0  

（10．13）  〟（否，乏）＝  

‥・2sin乃△壬   0 ‥・ 0  

故に朽：＝－Sin翠をとれば，血gmれ卵関数エ：＝J＋∑た1朽毎  について，エ′（否，乏）＝  

（0，…，0）となる．さらに，机否，鳶）左半分の正則な部分行列をβとし，残りのゼロ行列を  

Ⅳとすると，〃β．りで定義される行列〟は  

l
 
 

⊥
－
ん
 
△
 
 
 S

 
 

O
 
C
 
 

（
リ
H
一
 
 

l
 
 

：
．
〇
 
 
 

一
 
 
 

1  

2sin翠  
（10・14）  〟＝エzz（否，乏）＝  

●
 
 
l
 
 

ー1  

2cos△f   

となる．これは例β．Jのガeββe行列と定数倍を除いて同じであり，例β．Jと同じ結論を得る．  

即ち，ゐ△まが最初に汀以上になる番号ゐが存在すれば，それが1の共役点である・  
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