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概要   

分割問題に対し，動的計画法の枠組みにおいてその取り扱いを考える．分割問題と  

は，有限な長さを持つ列を有限な分割点で分割する際，必要となるコストを最小化  
（あるいは得られる利得を最大化）するための最適な分割順序を求める問題である．こ  
こで必要となる動的計画法は確定環境，確率環境のいずれでもなく，いわば非決定性  
環境下のものである．  

1 はじめに   

有限な長さを持つ列に対し，有限個の分割点が与えられているものとする．ある分割点  
を選択した際，もとの列はその点で2つに分割され，またその際にはコストを生じる．そ  

して，可能であればさらに分割を繰り返すが，分割点の存在しない列に対しては終端コス  

トが生じるものとする．このとき，必要となるコストの総和を最小にするためには，いか  

なる順序で分割を行うのが最適であろうか．この種の問題を分割問題と呼ぶ．   

この枠組みで扱われる問題としては，高速道路における「インターチェンジ建設問題」，  

コンピュータにおいてかな漢字変換入力を行う際の「文字列分割問題」；あるいは行列積  

等の計算における「計算量最小化問題」などが挙げらる．   

分割問題は，その構造上，直感的にも再帰性を持つことが予想され，動的計画法【1，6，  

7，12，14】が有効であろうことは容易に想像がつく・動的計画法は「最適性の原理」をその  
基礎とし，離散・連続，確定・確率・ファジィ等を問わず，また様々な評価関数に適用可  

能な強力なツールである［2－5，8－11，13，15］・しかしながら，実際に分割問題へ動的計画法  

を適用するにあたっては，問題を表現する際，通常考え得る状態推移ではその取り扱いが  
困難であった．ここでいう「通常の状態推移」とは「確定的推移」および「確率的推移」  

である．   

そこで，この分割問題に対しては，より一般的な推移を許容する非決定性動的計画の枠  

組みを採用し，問題の解析を行う．   

まず，第2節では用いる記号や用語等を与える．第●3節では，政策と評価関数につい七  
詳しく考えた後，問題を定式化し，第4節で再帰式を導く．そして第5節で数値例を与え，  

－1－   
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第6節はまとめと補足を述べる。  

2 記号と定義   

簡単のため，分割対象の列を  

ふ＝（1，2，…，8，9）  

とおき，これを内部の点2，3，…，8で分割する問題を考える．たとえば，この筑を4で  
分割すると  

（1，2，3，4），（4，5，6，7，8，9）  

へと分割される．さらに前者に対し3でめ分割を考えると，  

（1，2，3），（3，4）  

へと分割される・ここで生じた（1，2，3）はさらに分割が可能であるが，（3，4）について  

は内部に分割点を持たず，これ以上の分割はできない．以上のような換作を，すべての列  

が分割できなくなるまで繰り返すのである．なお，列の長さ，および分割点の個数につい  

ては直ちに一般化可能で，以後の結果はすべて適用できる．   

ここで，連続する要素のみからなる晶の部分集合でかつ2つ以上の要素を含むものの  

族をβであらわす：  

β＝（（戌，豆＋1，‥．，刀ll≦戌＜J≦9）  

このβを状態空間，その要素（戎，盲＋1，…，刀∈βを状態と呼ぶ．また，晶の分割点の  
集合を  

諷＝（2，3，…，8）  

であらわし，これを決定集合と呼ぶ．決定た∈諷は，状態β∈βをたで分割することを  

あらわすものとする・このαは分割点とも呼ばれる・ただし，状態g＝（豆，豆＋1，‥．，刀  

に対し，決定ゐ＝宜＋1，宜＋2，‥．，ノー1以外は無効であり，特定の状態に対し有効な決  

定の集合を  

』（g）＝（戎＋1，戎＋2，…，ノー1），β＝（豆，宜＋1，…，刀∈ぶ  

と定める．   

状態空間βを以下のように2つに分割する．まず，〟（⊂β）をその構成要素数が3つ  
以上であるふの部分集合全体：  

〟＝（（豆，豆＋1，…，カ⊂払い＋2≦刀⊂β  

とし，これを非終端状態集合と呼ぶ．〟は，分割可能な状態全体をあらわしている。〟  

の要素を非終端状態と呼び，次の簡略形を用いて表現する，  

【豆，j卜＝（宜，豆＋1，‥・，刀∈〟（五十2≦J）  

－ 2 －   
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次に，Tをその構成要素数が2つであるふの部分集合全体：  

γ＝（（0，1），（1，2），…，（8，9））⊂ざ  

とし，これを終端状態集合と呼ぶ．丁は，これ以上分割が不可能な状態の全体をあらわ  

しており，Tの要素を終端状態と呼ぶ．〟およびTの定義より  

〟uT＝占，〟nT＝¢  

である．   

状態∫∈〟を分割点た∈A（ぶ）で分割する際のコストをc5（5，た）とし分割コストと呼  

ぶ・また，終端状態g∈Tに対しては終端コストcT（β）を考える．  

3 定式化   

分割問題は，状態ふが終端状態へ分割されるまで分割を繰り返し，分割コストと終端  

コストの総和を最小にする分割順序を求める問題として表される．動的計画問題としての  

定式化のため，まず政策と評価関数の表現について考える．   

写像  

打：〟→（2，3，‥．，8）  

で豆＜打（［豆，州＜ブを満たすものをβ0上の（マルコフ）政策と呼ぶ．以後，次の表現を  

用いる．  

坤誹‥＝打（［乞，刃）  

任意の政策は，非終端状態に対する分割点を与える・すなわち，棉j］＝たは，状態［豆，J】を  

状態（豆，五＋1，…，可と状態（た，た＋1，…，刀へと分割することを意味する・Ⅲ（＝Ⅲ（go））  

で（マルコフ）政策全体を表し，筑上の（マルコフ）政策クラスと呼ぶ．   

任意の政策打（∈Ⅲ）に対し，打から生成される状態と決定の有限交互列ん＝（go，た0，gl，た1，  
…）を初期状態ぶ0に対し政策打が実現する履歴と呼ぶ．すなわち，んが筑に対し打が  
実現する履歴であるとは  

（i）たm＝打（乱）  

（ii）‰＋1が‰のた几による分割の一つ  

を満たす場合をいう．   

例1初期状態ぶ0および政策打が以下のように与えられたとする．  

go＝（1，2，3，4），可1，4］＝2，汀［2，4］＝3  

このとき，ふに対し打が実現する履歴は  

（［1，4］，2，（1，2））  

（［1，4］，2，［2，4】，3，（2，3））  

－ 3 －   
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（【1，4］，2，【2，4］，3，（3，4））  

である．   □  

履歴んは  

T（ん）：＝mim（れ≧0：‰∈γ）  

で定まる一意な終了時刻丁（ん）（1≦丁（ん）≦7）をもつ。したがって，履歴は  

ん＝（晶，た0，ぶ1，ゐ1，…，ふ＿1，ゐ丁－1，み），丁＝丁（ん）  

とあらわされる．   

定義（1）より，  

丁（ん）＞乃 ⇔ 烏∈〟 払r O≦f≦れ，  

丁（ん）＝乃 ⇔ 筑∈γ 払r O≦f≦れ－1，  

昂l∈T   

（1）  

である．政策打に対し丁（ん）のとりうる値をい＋1，…，祝（1≦g≦視≦7）とするとき，  

状態推移の様子を表したものが図1である．  
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図1Streamofstates丘omSototermination  

政策打を固定したとき，部分履歴ん几＝（β0，た0，51，た1，…，㌫＿1，た乃＿1，‰）で第乃期の状  

態乱が非終端状態集合に含まれるもの，および終端状態集合に含まれるものをそれぞれ  

仇（〟）：＝（ん乃lん乃：実行可能巨‰∈〟） 0≦れ≦祝－1  

軌（T）：＝（んれlんれ：実行可能，‰∈γ）  g＜れ＜祝  

＝（叫ん：履歴，T（ん）＝れ）  

と定義する．ここで，実行可能性は，各0≦m≦m－1に対しj㌦＋1が風花（∈〟）の分  
割点たm＝汀（㍍）による分割の一つであることを表す・実行可能な部分履歴を実行可能  

－ 4 －   
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部分履歴と呼び，仇（〟）および仇（T）をそれぞれ非終端状態をもつ可能部分履歴集合，  
終端状態をもつ可能部分履歴集合と呼ぶ．このとき，各可能部分履歴集合に対し，次の2  
種類のコストを考える：  

・時刻れ（0≦m≦祝－1）における分割コスト  

∑cg（乱，た乃）  
九n∈ガれ（〟）  

・時刻乃（g≦乃≦祝）における終端コスト  

∑cγ（＆）  

九れ∈ガれ（T）   

ただし，（部分）履歴ん乃＝（ふ，た0，…，乱＿1，た乃＿1，‰）に関する和は，んmの最後の状態乱  
に関してとられることを意味するものとする．   
次に，初期状態ふと政策汀∈nから導かれる総コストノ（打；ふ）を  

u－1 tl  

坤；ふ）‥＝∑ ∑cβ（‰，た乃け∑ ∑cr（鋸，  
乃＝0九n∈ガれ（〟）  れ＝＝h∈仇（T）  

と定める．ただした乃＝打（㌫）である・ここで，ん乃∈仇（〟）は丁（ん）＞乃と同値であり，  

またん乃∈仇（T）は丁（ん）＝れと同値であることより，次式が成り立つ・  

祝－1 11  

坤；ふ）＝∑ ∑ c5（㌫，た乃巨∑ ∑ cr（乱）   （2）  

m＝0 九れ：T（九）＞乃  乃＝～ノ㍍：丁（九）＝乃  

以上より，初期状態ふに対する最適分割問題は次の最小化問題として定式される．  

P（So）   minimize J（7r；So）subjectto 7T∈Ⅲ  
（3）   

ここで，政策が（∈Ⅲ）に対し  

J（が；β0）≦J（打；ふ） ∀打∈Ⅲ  

のとき，がは最適であるという．我々の目的は最小値J（が；go）を与えるマルコフ政策  
が∈Ⅲを見つけることである．  

4 再帰式   

問題『（β0）の部分問題群への埋め込みについて考える・任意の非終端状態5＝【豆，丑（∈  

〟）をえらび，5を初期状態とみなした問題『（ぶ）を，gOを初期状態としてもつ問題肝（ふ）  

と同様に定義する．  

P（S）   minimize J（7T；S）subjectto 7T∈rI（S）  
（4）   

－ 5 －  
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ただし，n（g）は町）に対するマルコフ政策全体－すなわちβに対する分割を定める政  
策全体－とする．さらに，状態ぶと政策汀（∈Ⅲ（卵）から定まる総コストJ（訂；β）は（2）  
と同様に定義されるものとする。この町）を部分問題と呼ぶ・なお，政策弁（∈n（g））  
は問題肝（5）の最小値を与えるときにgで最適という・   

値関数γ（g）で問題肝（ぶ）の最小値をあらわす・  

V（g）‥＝ 
汀） 

また  

γ（ぶ）：＝Cr（β） β∈T  

とする．   

このとき，次の再帰式が成り立つ．  

定理4。且  

＝［c榊）叫㈹）＋岬′（た））〕5∈〟  
（5）  

＝Cr（5）  g∈γ  ｛：；；ミ  

ここでg＝恒】に対しぶ′（た）＝［刷，ぶ′′（た）＝【た，j】である・  

5 例題   

ここでは，50内の各点に対し，そのコストをヨス睦関数  

c：β0→属1  

で与える．そして，状態β＝（豆，宜＋1，…，力∈〟を分割点た∈誹（β）で分割する際のコ  
ストを  

c5拍，丑た）＝C（豆）c（た）c（ブ）  

とおき，終端状態β＝（戎，豆＋1）∈γに対しては  

cr（（豆，カ）＝C（ま）c（戌＋1）  

とおく．なお，コスト関数については，以後省略形q‥＝C（豆）を用いる・   
まず，簡単な例について分割の様子をツリーで表し，前節までの諸定義に対し例を与  
える．  

5。1 もe氏most＄p胤i七   

最も単純な分割規則のひとつとして1eftmostsplit（図2）が考えられる・このツリーは  

政策汀：  

坤，9】＝戎＋11＜ま＜7  

一 6 一   
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で与えられ，高さ7の最も高いツリーをあらわす．総コストは   

7 8  

c9∑c織．1＋∑c宜C机  
豆＝1  壷＝1   

となる．  

State  

★：initial  

J（，）‥terminal  
●［，】‥nOn－terminal  

decision  
ヰ＝ 乃  

［1，9］  
ナ  

紆 【2，9】  卜＼  

CIC2C9  

（1，2）  
CIC2  

C2C3C9  

…ヰ＝＝タ  

∫＼ 
［3，9】  

S
 
 
 

．
1
 
 
 

r＼  （2，3）  
C2C3  

C3C4C9  

肯 ［4，9】  （3，4）  
C3C4  

C4C5C9  

章ヰ＝∂  

l＼ ［5，9］  
（4，5）  

C4 

9 

【6，9］  

C5C6  
≠＝ 7  

［7，9］  
｛ 

㍉卜          ト幸＝ β  

J＼8，9｝  
C7C8C9  

（7，8）   

図2Theleftmostsplit  

C7C8   C8C9   

一 7 －  
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この1eftmostsplitは次の8つの履歴をもつ・なお，各履歴の右端の数字は停止時間T（h）  
の値である．  

【1，9】2（1，2）：1  

［1，9］2【2，9】3（2，3）‥ 2  

【1，9】2【2，913【3，9】4（3，4）‥ 3  

［1，9】2【2，9］3【3，9］4［4，9】5（4，5）：4  

［1，9］2【2，9］3【3，9］4【4，9】5【5，9］6（5，6）：5  

【1，9］2【2，9】3【3，9】4【4，9】5【5，9］6【6，9】7（6，7）：6  

【1，9】2【2，9】3［3，9】4【4，9］5［5，9］6［6，9］7［7，9】8（7，8）：7  

【1，9】2【2，9］3［3，9］4【4，9］5［5，9】6［6，9］7［7，9】8（8，9）‥ 7  

このとき，停止時間丁は1，2，…，7をとり，可能部分履歴集合仇．（〟），仇（丁）は以下で  

与えられる．  

昂）（〟）＝（【1，9】）  

玖（〟）＝（【1，9】2［2，9】）  

仇（T）＝（【1，9］2（1，2））  

坑（〟）＝（【1，9］2［2，9］3［3，9】）  

ガ2（T）＝‡【1，9］2t2，9〕3（2，3））  

島（〟）＝（【1，9］2【2，9］3【3，9］4［4，9】）  

琉（T）＝（【1，9］2【2，9】3【3，9］4（3，4））  

仇（〟）＝（【1，9】2［2，9】3【3，9】4［4，9］5【5，9］）  

仇（T）＝（【1，9】2【2，9］3【3，9］4［4，9】5（4，5））  

筏（〟）＝（【1，9］2【2，9】3【3，9］4［4，9］5［5，9】6【6，9］）  

筏（T）＝（〔1，9】2【2，9】3【3，9】4【4，9】5【5，9】6（5，6））  

琉（〟）＝（［1，9】2【2，9】3【3，9】4【4，9］5【5，9］6［6，9］7［7，9］）  

琉（γ）＝（【1，9］2【2，9】3【3，9】4【4，9］5【5，9】6［6，9］7（6，7））  
ガ7（γ）＝（【1，9］2【2，9】3【3，9】4［4，9］5【5，9］6［6，9］7［7，9］8（7，8），  

，［1，9］2［2，9］3【3，9］4【4，9］5【5，9］6［6，9】7［7，9】8（8，9））  

5．2 Mid－CenterSplit   

次に政策げ：  

可1，9］＝5；可1，5］＝3，可5，9］＝7；  

可1，3】＝2，可3，5】＝4，可5，7】＝6，可7，9］＝8  

－ 8 －   
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で与えられる分割規則Mid－CenterSplit（図3）を考える．この分割規則は，高さ3の最も  
低い左右対称なツリーをあらわす．  

State  

★：initial  decision  
乃 ＝＝＞  ，）：terminal  

non－terminal  

7＝＝〉室  

C5C7C9  

2＝＝字書  

ノ雪3  

∂ ＝＝〉  ／て7ノて9  

（1，2） （2，3）（3，4） （4，5）（5，6） （6，7）（7，8） （8，9）  
CIC2  C2C3  C3C4  C4C5  C5C6  C6C7  C7C8  C8C9  

図3Themid－CenterSplit  

総コストは  

8  

ぐこぐ：－二   CIC5C9＋cIC3C5＋c5C7C9＋cIC2C3＋c3C4C5＋c5C6C7＋c7C8C9＋  

で与えられ，次の8つの履歴をもつ．  

［1，9】5［1，5】3［1，3］2（1，2）：  

［1，9】5［1，5】3［3，5］4（3，4）：  

【1，9］5［1，5］3［3，5］4（4，5）：  

［1，9］5［5，9］7【5，7］6（5，6）：  

［1，9］5［5，9］7［5，7］6（6，7）：  

［1，9］5［5，9］7［7，9】8（7，8）‥  

【1，9】5【5，9】7［7，9】8（8，9）：  

3
 
3
 
3
 
3
 
3
 
3
 
3
 
 
 

－ 9 －  
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ここでは，すべての履歴が共通の停止時間3をもつ．よって，可能部分履歴集合は  

月も（〟）＝（［1，9】）  

玖（〟）＝（［1，9】5［1，5】，［1，9】5［5，9】）  

ガ1（T）＝ ¢  

蛾（〟）＝（［1，9］5匪5］3【1，3］，【1，9］5〔1，5］3［3，5】，…，［1，9］5［5，9】7【7，9］）  

ガ2（T）＝ ¢  

蛾（〟）＝（【1，915【1，513【1，3】坤，2），［1，9］5【1，5】3【1，312（2，3），…，【1，9］5【5，9】7【7，918（8，9））  

で与えられ，総コストは次のようにあらわされる．  

C5“1，9〕，可1，9］）  

＋c5（［1，5］，可1，5】）＋cg（［5，9】，可5，9］）  

＋c5仙3】，可1，3］）＋cg（［3，5］，可3，5】）＋c∫（［5，7】，可5，7］）＋c∫（【7，9】，可7，9】）  

＋cr（（1，2））＋cγH2，3））＋…＋cγH8，9））  

∑cg（ふ，α（β。））＋ ∑c5（β1，J（gl））＋ ∑ c5（筑，♂（β2））＋ ∑cr（品）  
九。∈仇（〟）  九1∈机（〟）  九2∈ガ2（〟）  厄∈塙（T）  

5。3 再帰式の計算   

再帰式（5）を用いた計算の概要を示す。実際，この場合の再帰式は次のように表現さ  

れる．  

∴J日  

W領）＝豆【c瑚＋妬可＋び鋸）］1＜豆＜汗1＜ブ≦9  
（6）  

w（豆，豆＋1）＝C壷q十11＜戌＜8  

ただし，ここでは次のコスト関数を用いるものとする．  

C盲＝C（戎）＝豆1≦乞≦9  

また，非終端状態g＝恒】に対し，△＝ゴー戎と定める。この△を増加させながら計算  
は進められる．  

ぴ（1，2）＝CIC2＝1・2＝2  

ひ（2，3）＝C2C3＝2・3＝6  

ひ（8，9）＝C8C9＝8・9＝72  

ぴ（1，3）＝1讐装【cICたC3…（1，た）＋ぴ（た，鋸  
＝ CIC2C3＋w（1，2）＋w（2，3）＝1・2・3＋2＋6  

＝14， ポ（1，3）＝2  

－10－   
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崎4）＝忍装［c2CたC4抽（2，可＋w（た湖］  
＝ C2C3C4＋ひ（2，3）＋w（3，4）＝2・3・4＋6＋12  

＝ 42， が（2，4）＝3  

ひ（7，9）＝忍誌［c7C拍＋可7，たぃw（た，9）］  
＝ C7C8C9＋ひ（7，8）＋ひ（8，9）＝7・8・9＋56＋72  

＝ 632  

ぴ（1，8）＝1警誌［cIC摘抽（1，可＋叫，8）］  
＝ min【cIC2C8＋ひ（1，2）＋可2，8），CIC3C8＋ぴ（1，3）＋可3，8），  

CIC4C8＋w（1，4）＋∽（4，8），CIC5C8＋ひ（1，5）＋ぴ（5，8），  

CIC6C8＋ぴ（1，6）＋可6，8），CIC7C8＋w（1，7）＋可7，8）］  

＝ min【604，642，760，736，620，334］  

＝ 334， 打＊（1，8）＝7  

可2，9）＝2賢覧［c2C拍抽（2，た）…（た，9）］  
＝ min【c2C3C9＋可2，3）＋w（3，9），C2C4C9＋ひ（2，4）＋ひ（4，9），  

C2C5C9＋ぴ（2，5）＋ぴ（5，9），C2C6C9＋w（2，6）＋w（6，9），  

C2C7C9＋可2，7）＋ぴ（7，9），C2C8C9＋ぴ（2，8）＋ひ（8，9）］  

＝ ふin【朋2，1134，1314，1238，1076，802］  

主 802， 汀＊（2，9）＝8  

△＝8  

ぴ（1，9）＝忍誌［c脇C9＋ひ（1，た）＝（た，9）】   
＝ min【cIC2C9＋w（1，2）＋w（2，9），CIC3C9＋ひ（1，3）＋w（3，9），  

Clと4C9＋ぴ（1，4）十W（4，9），CIC5C9＋ぴ（1，5）＋ぴ（5，9），  

CIC6C9＋Ⅷ（1，6）＋w（6，9），仁1C7C9＋ぴ（1，7）＋ひ（7，9），  

CIC8C9＋ぴ（1，8）＋ひ（8，9）］  

＝ min［1・2・9＋2＋802，1・3・9＋14＋892，1・4・9＋38＋1020，  

1・5・9＋78＋1122，1・6・9＋138＋938）1・7・9＋222＋632，  

1・8・9＋334＋72］  

＝ min［822，933，1094，1245，1130，917，478】  

＝ 478， が（1，9）こ8．  

一11－   
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以上より，最小分割コスト可1，9）＝478，および最適政策が‥  

ポ［宜，jl＝ゴー1  

を得る．  

5．4 行列積の計算順序最適化  

分割問題の具体的応用として，複数の行列の行列積に関する計算順序最適化を考える・  
A豆（戌＝1，2，3，4）をm五行m糾列の行列とし，その積  

AIA2A3A4  

を考える．簡単のため，計算量の尺度として，必要となる積演算の回数を考える・左から  
順に計算した場合  

mlX・m2×m3＋mlXm3×m4＋mlXm4×m5  

であり，右から順に計算した場合は  

m3×m4×m5＋m2×m3×m5＋mlXm2×m5  （7）  

である．一般に，計算順序によって必要な積演算の回数は異なり，計算効率を上げるため  
には積演算回数の最小化問題を解く必要がある・この問題が分割問題として定式化される  

ことを示す。   

まず，初期状態を  

β0＝（1，2，3，4，5）  

とする．各豆∈ふに対するコスト関数を  

C慮＝mi  

とおき，終端コストはcr（（豆，戌＋1））＝0とおく・また，決定は行列積の分割場所のことで  
あり，た∈A＝（2，3，4）はAたの前で分割することをあらわす。すなわち，AlX…×Aた－1  
とAた×‥・×A4を分けて計算した後，両者の積を取ることを意味する・このとき，問題  
叩0）は積演算回数最小化問題となっており，定理4・1の再帰式を如、て解を求めること  
ができる．  

例2 政策  

可1，5】＝2，汀担，5］＝3，可3，5］＝4  

は，右から順に積を計算することをあらわす・実際，この政策から定まる可能部分履歴集  
合は  

（【1，5］）  
（［1，5】2［2，5］）  

（［1，5囲1，2］）  
（［1，5］2【2，5】3［3，5］）  

（【1，5】2【1，2］3［2，3］）  
（［1，5】2【1，2】3【3，5】4【3，4］，［1，5］2［1，2榊3，5］4［4，51）  

常）（〟）＝  

ガ1（〟）＝  

ガ1（γ）＝  

月ら（〟）＝  

筏（丁）＝  

ガ3（T）＝  

ー12 －   
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で与えられ，総コストを次のように定める．  

∑c5（ふ，汀（晶））＋ ∑ c5（gl，汀（gl））＋ ∑c5（52，汀（量））  
ん0∈ガb（〟）  ん1∈gl（〟）  ゐ2∈仇（〟）  

＋ ∑cT（β1）＋ ∑cr（銭）＋ ∑cr（量）  
ん1∈ガ1（丁）  九2∈g2（T）  九3∈耳3（丁）   

＝ C5（【1，5】，2）＋c5（［2，5】，3）＋ぢ5（【3，5］，4）  

＋cr（（1，2））＋cr（（2，3））＋（c了「（（3，4））＋cγ（（4，5）））   

＝mlm2m5＋m2γ乃。m5＋m3m4m三＋0＋0＋（0＋0）  

＝ mlm2m5＋m2m3m5＋m3m4m5  

これは（7）に一致する．  

6 おわりに   

ここで扱った分割問題は，行列積の計算順序最適化問題等への応用が可能なものではあ  

るが，極めて基本的のものである．ただし，ここでの目的は分割問題に対して動的計画法  

の枠組みを与える先鞭をつけることであり，実際，非決定性動的計画という枠組みの中で  

問題を定義し，解法を導くことができた．   

今後，実問題への応用範囲を広げていくためには，あるいは分割問題の本質を掘り下げ  

ていくためには，より一般的な問題を扱えるよう拡張する必要がある．例えば，部分履歴  

ん乃＝（晶，た0，ぶ1，た1，…，‰）に対し，次の重み関数を導入する．  

勒（んれ）＝β（ふ，た0，gl）β（β1，た1，競）…β（乱＿1，たm＿1，乱）  

ここで，β（g，た，T）は，非終端状態ぶをた∈A（β）で分割した際，状態丁へ分割される  

際の重みとする．このとき，重みつきの総コスト：   

Ⅶ－1 1▲  

坤；ふ）‥＝∑ ∑勒（ん乃）γ（乱，た乃）＋∑ ∑勒（帰c（島）  
れ＝0叫∈仇l（〟）  n＝ヱんれ∈‰（丁）  

をもつ問題などは，考えるに値する問題であろう．また，履歴の停止規則やコスト関数に  

ついても考える必要があると思われる．  
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