
非線形計画法アルゴリズムの実装と応用  

（株）数理システム 田辺隆人  

非線形計画法（NLP）の適用について実装上の観点からまとめた．まずアルゴリズムを概括し，実装にお  

いては線形計画法（LP）の高速化技術がNLPの場合にも有効であることを示す．つづいて複雑なNIPに  

いおいては関数値とその微係数の計算手段が計算効率上重要となることを示し，その実装としてモデリン  

グ言語と連動した自動微分法を紹介する．最後にNLPが用いられる具体的な応用分野について述べる．  

1．アルゴリズム  

M求解アルゴリズムで現在主流なものとしては，逐次二次最適化法（SQP）と内点法の二つが知られて  

いる．SQPの反復は現在の反復点のまわりで目的関数・制約式をそれぞれ二次・一次関数で近似した二次  

計画（QP）問題を解くことであり，通常の実装ではQPの解法として厳密解法である有効制約法が用いら  

れる．有効制約法は解においてactiveな（等式として満たされる）制約式の集合を「ピボッティング」と  

呼ばれる換作によって入れ換えながら解を探索するという性質上，aCtiveな制約の集合があらかじめ正確  

に得られている場合には求解が高速化される．SQPの各反復では性質の似通ったQPを連続して解くこと  

になるが，各反復でact緑eとなる不等式制約の集合を次回の反復で利用することによって全体を高速化す  

ることが可能である．有効制約法はLP用の単体法の拡張と考えられるため，基底の更新・プライシング・  

基底行列の分解などの操作において単体法の実装技術をそのまま活かすことができる．そのためいくつか  

の手続きを共用する形で単体法と有効制約法を同一のプログラム内に共存させることは自然に可能である．  

次はポートフォリオ選択問題においてリスク尺度（ポートフォリオの評価基準）を分散で行った場合と絶  

対偏差【2】で行った場合の実行速度の比較である．前者は目的関数が二次関数となるのでQPに，後者は絶  

対値となるのでLPになるが，変数∫の絶対値の最′j、化を定式化するにあたって  

最小化l∫l⇒最小化∫1＋∫2，ただし∫＝∫l＋∫2，∫l，∫2≧0  （1）  

という書き換えを行っているので変数の数は異なる．以下では実行速度はピボットの数が少ないQPの方  

がむしろ高速という結果になっている．これは類似した性質を持っLP・QP問題ならば，QPであるがた  

めに特段実行速度が低下することはないということを示している．  

QP十有効制約法  LP＋単体法  

銘柄数  変数  制約  ピボット  計算時間  変数  制約  ピボット 計算時間  

1000  1060  62  111   0．25秒   1120  62  453  0．49秒   

5000  5060  62  72  0．91秒  5120  62  332  2．09秒  

10000 10060  62  69   1．86秒  10120  62  303  3．60秒  

（利用マシンPentiuml．5GMHz＋1Gバイトメモリ ソフトウエア：NUOPT5．2．1）  

例えば【1】に紹介されている内点法の算法では特に大規模問題においてLP・NLP（QP）いずれの場合にも  

次の構造の対称不定値行列を左辺とする一次方程式解法に大部分の計算時間が消費される．   

［ご‾ご‘］  （2）  

ただし，問題は標準形：  

変数：ズ∈R”最小化′（∫）  

制約：g（ズ）＝0，ズ≧0，g（ズ）∈R〝’  （3）  

に変形されているとし，dは制約式のヤコピ行列（d≡下な（ズ）∈R佃）G∈R〃×〝はラグランジュ関   
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数（上＝′（ズ）－d‘γ一文‘z）のヘッセ行列あるいはその近似，行列か∈Rn親は主・双対変数の値か  

ら生成される対角行列である．  

一万変数を超えるサイズの問題で一次方程式解法は全求解時間の約75％以上の時間を占めることから，一  

次方程式解法が内点法の実装技術の最も重要な部分と言える． 王pの場合にはαが零であることからこの  

行列の左上部分は対角行列となる．その場合には一次方程式の左辺を   

［ヱ‾ご‘］⇒ト洲  （4）  

と変換することができる【3】．この変形は特にdの行の数（制約式の数）が少ない場合の行列サイズの削減  

による高速化や，正定値であることを利用した行列分解手法の簡略化などのメリットがある．反面，』が  

非零要素を多く含む列（densecolumn）を持つときには行列の疎行列性を破壊する結果を招くので，（1）  

の要素を並べ替えてから（2）の変形を部分的に行う方法AugumerltedSystemApproach［4］が提案された．  
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（5）  

ここでト4はdの各列のうち，非零要素の多いもののみから構成された行札」軋はそれに対応する対  

角要素である・4，のぶはその残りの列に対応する・この方法がG≠0である一般のNLPの場合に拡張  

可能であることは明らかである・例えばβ∫に対応する部分のG・（G∫と書く）が対角行列（あるいは専  

行列）となり，D∫＋qの対角要素が零にならないことが保証できる場合にはDs→D∫＋吼とするこ  

とでこの変形がそのまま利用できる．実際のNLPでは多くの線形制約を含み，また，スラック変数など制  

約式の線形項にしか現れない変数も多いことから，この方法は有効であることが確かめられている．  

この方法の難しさは変形の結果現れた（5）の右辺の正定値性が保証できないため，行列の分解にピボッ  

ト選択が必要になる点である．Lpの場合には』がmw－hnrankであるなどの適当な仮定の下で（5）  

の右辺行列の分解時に零のピボットが現れない（分解が破綻しない）ことを保証できる［3】が，その保証が  

成たたないNLPの場合にはピボット選択を行うBunch－Palette七分解を行う必要がある．ピボット選択を  

常に行うと計算量が増大するので，内点法の各反復では，前回の反復で得られたピボット選択順序を再利  

用して計算効率を上げる方法が考えられる．実際内点法によって解かれる行列は急激に性質が変化しない  

のでこの方策はおおむね成功し，実際に分解が破綻してピボット選択をやり直す必要は一つの問題（反復  

回数：20～50回前後）に対しておおむね1回以下であることが実験的に確かめられている．ピボット  

列が固定されている場合の一般構造を持つ対称行列の分解の効率化については例えばLPの内点法による  

解法【51や構造解析，シミュレーションの文脈でノウハウが蓄積されている．本稿ではその詳細を述べるこ  

とはできないが，一般に効果的なものを挙げると  

1． 分解後の行列の非零要素数減少のためのオーダリング  

2．SupernOdalアルゴリズムとノードamalgamation  

3． BLAS3カーネルの利用によるマシン特性の利用  

のようになる【10】．特に3・については高品質で安価なBM3カーネル【6】がW血dowsを含めた多くの環  

境においてフリーで提供されるようになったために計算速度の向上に大きく貢献している．次は大規模な  

mP，NLp問題について2．および乱 の効果を実測したものであり，これらが内点法のLP，N軋P問題の  

解法に等しく貢献していることがわかる．  

間題種別  変数   制約  2，3あり   2，3なし  

LP（大規模ポートフォリオ）  12230  6072  75秒  150秒  

NLp（非線形ネットワーク）   112769  44757  2102秒  8828秒  

（利用マシンPemtillml．5GMHz＋1Gバイトメモリ ソフトウエア：NUOPT5．2．1）   
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2．モデリング  

式の次数が限られているLPやQPの場合は式を制約式の係数行列やヘッセ行列という形で汎用的に表現  

することができるが，Mは式の次数や関数形に制限がないので，行列に代わるものとして計算グラフと  

呼ばれる新しい形式による表現を考える．計算グラフは式（中間変数）の計算の各ステップを初等的な演  

算（四則演算や初等関数）に分割，各ステップによって計算される値をグラフのノード，ノード間の依存  

関係をグラフの有向アークで表現したものである．問題全体を一つの計算グラフとして考えた場合，制約  

式や目的関数（以下総称して「関数」）からその依存しているノードを辿ってゆくと最後には変数に行き着  

く．NLPの複雑さは問題を記述した計算グラフのノード数として計測することができる．逆に変数からそ  

の寄与しているノードを逆に辿ると制約式に行き着く．ノ自動微分算法を用いるとこのような計算グラフの  

横断を行うことによって任意の関数，任意の変数に対する微係数を求めることができる．  

計算グラフの作成は式の記述に等しい．行列の場合と同様に，大規模で複雑な計算グラフを手動で生成す  

るのは一般に困難なので，モデリング言語などの問題入力支援ツールが必要となる．例えばあるプラント  

最適化問題では変数の数440，制約式の数294と比較的小規模であるのにも関わらずモデル記述には約一  

万行を必要とし，そこからノード数62574個の計算グラフが生成される．例えば汎用のモデリングツール  

であるSIMPLE【叩まモデルに現れる繰り返し構造をまとめて記述する文法を持ち，LP，QPの記述に対し  

ては行列を，Mの記述に対しては計算グラフを生成，自動微分アルゴリズムによって非線形関数の微係  

数を提供する．非線形最適化では，この微係数の計算時間が実際の計算に影響する．LPやQPでは制約式  

の係数行列（ヤコピ行列に相当）や目的関数のヘッセ行列は不変であるのに対して，非線形関数の場合に  

はそれらは変数の値に依存して変化するので，アルゴリズムが変数値を更新するたびに微係数の計算が必  

要となるためである．先のプラント最適化問題では最適化全体に必要な時間130秒のうち，微係数の計算  

に全体の114秒（88％）の時間を消費している．  

微係数の計算手法はアルゴリズムの選択にも影響を及ぼす．次は信用リスクを含む債券の価格付けの際に  

解かれる推移確率行列推定問題で，与えられた非対称行列玖仰の52乗根となる行列で●特定の条件を満  
たすものを求める問題である【8】．  

変数：e∈Rl掴8 最小化t19叩r－9521トフロペニクスノルム  

制約‥∑銑＝1，銑≧0  
ノ  

（6）  

次は上記の問題を二つのアルゴリズム（直線探索捷・信頼領域法）で求解した場合の計算時間である．こ  

の間題の場合にも先のプラント最適化問題と同様に，変数・制約式の数に比較して計算グラフのノード数  

が46901個と規模が大きなことから目的関数の微係数の計算に多くの時間を所要する．直線探索法は1階  

微係数のみを必要とするのに対して信頼領域法は2階微係数をあわせて必要とする．2階微係数の計算に  

は多くの時間を所要するので，1回あたりの反復では直線探索法が高速だが，信頼領域法は2階微係数を  

用いているので，直線探索法に比べて収束が速く，全体の計算時間では信頼領域法が有利となっている．  

直線探索法  信頼領域法  

変数 制約 反復  計算時間  反復  計算時間  

324   18  337   2125秒  78  1616秒  

（利用マシンPentiuml．5GMIiz＋1Gバイトメモリ ソフトウエア：NUOPT5．2．1）  

次も類似の格付け推移確率行列の期間構造の推定問題の例（計算グラフノード数65316個）であるが，類似  

の状況が発生している．  

直線探索法  信頼領域法  

変数 制約 反復  計算時間  反復  計算時間   

72  841 389  875秒  63  393秒  

（利用マシンPentiuml．5GM壬Iz＋1Gバイトメモリ ソフトウエア：NUOPT5．2．1）   
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最初に述べたプラント最適化の問題と同様に上記の二例でも信頼領域法を適用した場合には自動微分演算  

には全体の90％以上を所要しており，総じて変数や制約式の数が比較的少ない複雑な非線形最適化の高速  

化には自動微分の高速化が重要と言える．  

モデリング言語や自動微分の実行効率は実装の方法に大きく依存する．期間構造の推定問題においては，  

自動微分法の実装を変数が行列の形をしているという構造を活かしてチューニングしたところ，計算効率  

は約40倍になったという報告【9】がある．一般に最適化問題の記述には添字付けを用いた繰り返し構造が  

現れることから計算グラフや自動微分算法そのものにもこの構造を取り入れることによって計算効率を上  

げる試みを試行中である【皿牲  

3．NLPの具休例  

NLPが現れる局面としては例えば以下がある．  

1． 混合問題の一般化  

2． 金融工学の応用例  

3． プラント解析  

は混合前の物質の物性と混合後の物性の非線形性より，2．は金利計算に現れるlog／exp関数。分布関数の  

関数形より，3．は物性を記述する方程式の非線形性よりNLPでのモデリングが必要となる．特にさ．で  

は機器の運転を表す0－1変数をあわせて含むことにより，組み合わせ問題としての性質も備えるのでさ  

らに複雑である．これらの問題に対するNLPの具体的な適用例については当日会場にて示す．  
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