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1 はじめに  

近年SupportVectorMachine（SVM）を用いた判別法が，文書の分類t6，9］や画像の認識【4，14，13］といった  

さまざまの分野に応用され，非常に有力な判別法と考えられるようになってきている．SVMは従来の判別法と  

比べると，最適化問題を解く必要があるなど計算が複雑で，特に大規模データに対しては実用的な意味で適用で  

きないと考えられていた時期もあった．しかし，計算機能力の進歩と様々の最適化技術を取り入れた高速アル  

ゴリズムの登場で，データマイニング手法の一つとして，最近ではマイニングパッケージにも取り入れられるよ  

うになってきている．   

本稿では，まず次節において，Vapnikによる標準的なSVMの定式化を示すとともに，現在まで提案されてい  

る幾つかのバリエーションを紹介する．これらに共通して用いられているアイディアは，ridgeあるいはIa弘0  

と呼ばれる回帰分析の分野では古くから用いられているものであることを紹介する．第3節では，特に線形判  

別関数を構成する場合に注目し，大規模データにも適応可能なアルゴリズムについて述べる．4節では，これら  

のアルゴリズムを非線形な判別にも適用する方法について考える．  

2 SVMによる判別  

Ⅳ次元空間RⅣに〟個のデータ（点）が与えられているとする・各点j＝1，2，・‥，〟には2値のラベル  

紡∈（－1，＋1）が与えられている．このとき，ラベルの値にしたがって点を判別する2クラスの判別問題を考え  

る．〟偶の点は〟行Ⅳ列の行列Aにより表されているとする．すなわち各データjをAの第メ行ベクトル  

Ajと表すことにする・また，各ラベルの値を要素とする〟次元ベクトルをy＝（yl，y2，…，y〟）r，これを対角  

成分とする〟次対角行列をyと定義する．   

SVMでは線形関数を用いた判別を行う．Ⅳ次元の法線ベクトルひおよび実数むで定まる線形関数をJ（∬）＝  

∬rぴ－ぁとすれば，SVMの目的は与えられたデータAおよびラベルyにしたがって，   

〈 

f（Aj）＝AjW－b 再2，‥・，〟  
1，  

となるJ（∬）を導出することである．   

一般的には，与えられた点が線形関数で完全に分離できるとは限らないので，非負のスラック変数も≧0，j＝  

1，2，…，〟を導入し，以下の制約条件  

4卿－む＋ら≧1if 鋸＝1，  

Ajぴ－わ→ら≦－1if 恥＝－1  
（2・1）  

のもと，スラック変数の総和∑笠1もが最小となる線形関数を考える・一方で，SRM原理【17】によれば，llwll  

の大きな関数を構成すると，汎か能力の低い判別となってしまう恐れがあるとされている．そこで，Vapnik【171  

は，∑笠1らとtt叫l双方を最小化するために，次の二次計画問題を解きベクトルぴ∈RⅣぉよび♭を求めるこ   
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とを提案した．  

〟  

最小化腑＝茎＋C∑ら  
メ＝1  

制約 y（Aw－♭e）＋！≧e，∈≧0，  

（2．2）  

ここで，∈＝（∈1，ど2，‥．，！〟）r∈政〟，eは要素がすべて1のベクトル，またCはあらかじめ設定された正の定  

数で，11叫ほと∑笑1らとのバランスをコントロールするパラメータである・   

通常は，この間題の双対問題f5，17】を考え最適化を行う・行列∬を財次の対称行列で∬＝AATとなるも  

の，α∈政財を双対変数とすれば，問題（2．2）の双対問題は  

最大化一芸αry肝α・erα  

制約 yrα＝0，0≦α≦Ce  
（2・3）  

と書くことができる．   

今，式（2．1）を   

（2．4）もニmin（0，トー姉（4γ－わ））＝min（0，損（防－J（Aメ）））  

と考えれば，らは，データAブが誤って判別された場合に与えられるペナルティであり，   

（2・5）J（£）＝粘  

となる関係（J¢）＝0ではない）からの差に相当していると見なすことができる・   

ペナルティの与え方によって，次のようなバリエーションが提案されている・例えば，ll叫ほとスラック変数  

の2乗の総和∑笑1与要を考えるならば，次のような最小化問題が得られる・  

財  

最小化IIw嶋＋C∑古書  
j＝1  

制約 y（Aw－わe）＋モ≧e・  

（2．6）  

このように定式化をすればもの非負制約は不要となる・ゆえに，この双対問題は  

最大化一αr叩＋岬α十eγα  

制約 yrα＝0，0≦α  
（2．7）  

となる．ただしJは単位行列である．双対問題（2．3）と比較すると，目的関数の二次項が∬十さ∫となり，また，  

∈の非負制約が無いことで，αの上限の制約がなくなっている・   

さらに，式（2．5）を満たすよう′を定めるのであれば，単純に差の二乗和の最小化が考えられ，  

〟  

最小化＝里購十C∑ぢ  
j＝1  

制約 y（Aひ－be）十！＝e  

（2，8）  

を得る．等式制約よりぞが消去できるので，この間題は，単に二次関数  

Ilて刷…＋Clly－（Aひ－あe）順  

の最小化となる．これはridge回帰囲と呼ばれるもので，回帰の予測能力や結果の説明力を高めるために古く  

から用いられている手法である．最初に示したSVMの定式化（2・2）は，ridge回帰のペナルティ項（モ）を二乗誤   
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差から式（2．4）で与えられるような1次関数に置き換えたものと見なすことができる．また，tlび昭を1ノルム  

Il叫llに置き換えた  

Il叫ll＋C11y－（At〃一♭e川…   

は1asso（LeastAbsoluteShrinkageandSelectionOperator）［15】と呼ばれ，やはり汎か能力向上の効果がある  

とされている．先ほど同様に，ペナルティ項を式（2．4）のタイプの線形関数に置き換えるのなら，  

〟  

最小化 仙ll＋C∑ら  
j＝1  

制約 y（Aぴ－♭e）＋∈≧e，∈≧0，  

（2・9）  

と線形計画問題が得られる．  

3 SVMに対する最適化手法   

問題（2．3）などはいずれも凸二次計画問題であり，一般的には内点法【16】などにより効率的に最適化が可能で  

あると考えられる．しかし，データマイニングに見られる問題では，データの次元（Ⅳ）はさほど大きくないもの  

の，データの数（〟）が極めて大きな場合を扱わなくてはならない・例えば双対問題（2・3）では，〟×〟の大型  

で桐密な行列∬を扱わなくてはならない．〟が数万を超えれば，∬を主記憶に配列で保持することはできな  

くなってしまう．また，問題（2．3）の最適解では多くの変数が0であることが期待されるので，このような特殊  

構造を用いることが効率的解法の鍵となると考えられ，幾つかの手法が提案されている【10，12，3トニれらのア  

ルゴリズムは，最適解での0の要素の減少に伴い効率が低下すること，また，高い精度で最適解を得ることが困  

難であるなど問題点もあるが，実用的観点からは効率的な手法であると考えられる．   

現実の問題の中には，〟は大きいものの，それに比べてⅣが′小さな問題も存在する，このような場合には双  

対問題（2．3）を解く事が必ずしも得策ではない．ここでは，データの次元Ⅳがデータ数〟に比べ非常に小さい  

場合有効であると考えられるLagrangia．nSupportV占ctorMachine（LSVM）［11］について簡単に述べる・   

まず，定式化（2．6）をさらに変形させ，目的関数に♭2を加えた  

肘  

最小化IlぴIt…＋む2＋C∑∈言  

j＝1  

制約  y（AⅧ－わe）＋∈≧e．  

（3・10）  

を考える．この場合，目的関数はstrictlyな凸となり，また双対問題は，  

最大化一三αTy（AAr＋eer＋）yα＋eTα  
2  

制約  0≦α，  
（3．11）  

と凸二次関数を非負象限で最適化する問題となる．以降簡単のため，〟行Ⅳ＋1列の行列をガ＝y【A－e】，ま  

たQ＝茸が＋吉と置き，問題（3・11）を最小化問題として   

最小化〈去αr恥－erα－α≧0 
〉  

と書くことにする．このときKKT条件から，次の反復式   

（3・12）α妬1＝Q‾1（e＋max（0，Qαた－e－αた〃））   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



を導くことができ，実数〝を適当に定めれば，点列（αた）は最適解α攣に収束することが示されているtllト   

ここでポイントとなる点は，反復を行うためにはQ＝ガ∬r＋去の逆行列を1回計算すればよいこと，さ  
らに，  

（3・13）Q－1＝（好＋汀1＝C（ト中∬甘1が）  

となる関係を使えば，茸rガ＋吉の逆行列，すなわちⅣ次行列の逆行列を計算すればよく，データ数〟が大き  

くてもQ‾1を算出することが可能である．また，反復計算（3．12）の実行には行列茸を主記憶に保持すればよ  

く，∬の疎性（もしあれば）も利用可能である．   

さらに，Ⅳが′卜さい状況ならば，たとえ財が相当に大きな場合でも，線形計画問題（2．9）であれば，標準的な  

単体法や内点法で解くことも可能である．また，∬＝AArとなることを使えば，二次計画問題（2．3）を内点法  

で解くことは，線形計画問題（2・9）を解く場合と計算上大きな差はなく，大規模問題にも十分適応可能である【7】．  

4 力中ネルを使った非線形な判別関数の構成   

SVMが多くの問題に対して高い判別力を示すことができるのは，双対問題（2．3）などを用いて非線形な判別  

関数を構成できる点にある．非線形な判別関数を構成するためには，まず，適当な非線形写像¢：RⅣ→アを使  

い各データAブをより高い次元の特徴空間アへと射影する・射影されたアの元¢（Al），¢（A2），‥．，¢（4沫＝こ対  

して最適化問題（2．3）を解けば，ア上での線形な判別関数が得られる．これをもとの空間で見れば結果として非  

線形な判別が行われることになる．ここで双対問題（2．3）を見ると，ア上の内積からなるグラム行列に∈股〟×財  

が必要でり，特徴空間の元¢（Aj）は定式化の中に陽には現れてこない．   

そこで，SVMではカーネル関数と呼ばれる特殊な関数を用い∬，芯′∈取〃から直接，アの元¢（訂），¢（∬）の内  

積〈¢（訂），¢（∬′））を求め，双対問題の最適化により非線形の判別を実現する．よく用いられる代表的なカーネル  

関数として，pOlynomialkernelK（x，X，）＝（xTェ′＋1）d，RBFkernelK：（x，X′）＝eXp（－L［x－X，”2／q2），あ  

るいはsigmoidkernelK（x，3′）＝tanh（pcxTx′－O）（ただしdは自然数のパラメータ，q，PC，e）は実数のパラ  

メータである），などがあり，さまざまの分野【4，14，91で用いられ，有効であると考えられている．   

このように，SVMでは非線形の判別関数を構成するためには，双対問題（2・3）や（2．7）のように定式化される  

二次計画問題の最適化が必要で，しがって桐密で大規模なグラム行列紀を持った最適化問題を解かなくてはな  

らない・また，LSVMの場合でも式（3．13）を使うことができず，Q‾1を陽に保持しなくてはならない．そこで，  

¢（Aプ）を低い次元の実ベクトルとして近似的に表現し，線形判別のアルゴリズムを用いることを考える．   

そのために，まずグラム行列疋と非線形写像¢との関係について考える．実数入1≧入2≧…≧入〟≧0を  

疋の国有値，またpl，p2，‥．，p財∈隠〟を対応した固有ベクトルで長さ1に正規化されているものとする．こ  

のとき，0でない固有値の中から，大きなものβ（＜〟）個とそれに対応する固有ベクトルを使い，財行β列の  

行列   

β5＝［舟1Jら2…Jらg］  

を定める・行列かぶβ言はランクがぶの行列で恥obeniusnorm－の意味でにの最良の近似となっている．   

かぶの各要素と空間アの間には次のような関係を導くことができる・行列かぶの仁た要素をdメたとし，以下  

の様にして定まるアの元  

∑笠1djた¢（Aj）  
（4・14）祐＝   ゐ＝1，2，‥．，ざ  

入た   

を考える．このとき次の補題が成立する．   
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補題4・1特徴空間アの内積をく・，・〉と書くことにする・アの元（仇，嶋，…，晦）は正規直交基底となる．   

証明 行列βgの第た列ベクトルをdた∈R〟とする．このとき，簡単な計算により，任意のた，た′＝1，2，…，g  

に対して   

〈…）＝忘姜姜抽〈勅），棚〉＝志紬  
と変形できる・明らかに，もした≠た′ならばd右にdた＝0となるので，く帖，峨′）＝0であり，考にdた＝  

入たIld刷2＝入芝より〈職，帖〉＝1を得る・  口  

そこで，基底   

（4・15）V＝（Ⅵ，域，…ルs）   

で張られるアの部分空間をア云と表す・このとき，任意のAj，ブ＝1，2，…，〟に対してベクトル¢（Aj）のヂ盲  

への射影は   

（4・16）く¢（Aブ，Vl〉仇＋〈¢（AJ），城）城＋‥・＋く¢（Aブ），帖〉Vs   

と表現することができる．また，ベクトル（4．16）の基底V（4．15）に関する座標ベクトル  

（〈¢（Aゴ），Vl）く¢（Aブ），鴫）…く¢（Aメ），lち〉）   

はβ5の第ブ行ベクトルに他ならない．   

さらに一般的に，任意の点〇∈R〃に対し，非線形写像¢（∬）の基底Vに関するg次元の座標ベクトルを【れ，  

すなわち  

【可v＝（く¢（∬），仇〉〈綽），域〉…〈¢（ェ），帖〉）r∈R5   

と記すことにする・【可vの第た成分は  

∑笠1dメたに（∬，Aj）  ∑笠1句た¢いメ）  

〈  

（4・17）〈¢（∬），祐〉＝   ¢（∬），   
入た  入た  

と関数¢（ヱ）を陽に定めることなく，カーネル関数に（〇，Aj）のみより求めることが可能である．  

以上のように，カーネルから作られたグラム行列にの固有値と固有ベクトルを使えば，アの元裾4）をぶ次  

元の実ベクトル【Aj】vとして近似的に表現することが可琴なり，このg次元空間で線形判別を求めることで，結  

果的にもとのⅣ次元空間での非線形判別を行うことが可能となった．筆者等は，データとしてAの代わりに  

βgを用いg次元空間での線形判別を線形計画問題（2．9）を解き求めところ，通常のSVMによる非線形判別に  

近い判別力のある関数を，効率よく構成できることを確認している【19トまた，LSVMによる定式化を使うので  

あれば，式（3．13）の最終項の逆行列部分が  

（跡耳＝（［望］…す1＝（［ 莞‾封＋打1  

となるが，固有ベクトルの性質よりβ冨βぶ＝Jであることを使えば，逆行列の計算も容易に行うことができる．   
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5 おわりに  

本稿では，SVMのいくつバリエーションをその定式化とともに紹介した．V瓦pnikの提案したSVMでは，カー  

ネルを用いた非線形判別を行うため，二次の双対問題（2．3）が導入された．しかし，線形な判別を行うのであれ  

ば，必ずしもこの二次計画問題を解く必要はなく，より単純な問題（3・11），あるいは線形計画問題（2．9）でも十  

分に能力高い判別関数を構成することが可能である．さらに，上で説明したように特徴空間の元を低い次元に  

近似的に表現することを行えば，非線形な判別関数もLSVMや線形計画法の最適化によって構成可能である．   

本稿では，2クラスの判別問題のみを取り上げたが，3クラス以上の多クラスの分類問題に対しても区分的に  

線形な判別関数【1】を定めることで，2クラスの場合とほぼ同様な定式化が可能である．双対問題が凸二次計画  

問題【2】として定式化されることを使い，非線形な多クラス判別を行うM－SVMという手法も提案されている．  

しかし，M－SVMで使われる二次計画問題は（2．3）より複雑で，問題（2．3）の場合のような特殊なアルゴリズム  

の構築は望めない・そこで，特徴空間アの元をぶ次元の点で近似的に表現し線形判別を行えば，例えば，線形計  

画問題を解くことで非線形な多クラスの判別が可能となるt18ト  
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