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Abstract：WbmakeasurveyoffuzzydynamicprogrammingonthebasisofBellmanandZadeh’s  
Seminalpaper“Decision－makinginafuzzyenvironment”．OurprinCipleisthatanydynamicpro－  

grammlngmuStgenerateanOptimalsolutiontoaglVenprOblem．Fromthisviewpoint，WeprOpOSe  

dynamicprogrammingmethodondeterminstic，StOChastic，andfu2；2；ySyStemS・Onthestochasticsys－  

tem，itisformulatedasamaximi2；ationproblemofexpectedvalueofminimumcriterionnotoverthe  

conventionalMarkovpolicyclassbutoverthreenewbrvadpolicyclasses．Ⅵ屯presentthreedynamic  

programmingapproaches－（1）membership－parametricmethod，（2）history－？arametricmethod，  

and（3）decisiontree－tablemethod－，Whichyieldacommonoptimalpolicylnabroad（9enerYll  

policy）class・AcompletesetofoptimalsolutionsforBellmanandZadeh’smodelisillustrated・Two  
COnditionaldecisionprocessesareintroduced，OneOfwhichturnsouttobetheBe11manandZadeh’s  

decisionprocessonstochasticsystem．Further，athresholdrmembershipcriterionproblemissoIved  

throughfuzzydynamicprogrammlng．   

Keywords：dynamicprogrammlng，decision－making，minimumcriterion，fu2：2；yenVironment，eX－  

pandedMarkovpolicy，generalpolicy，primitivepolicy，1nVariantimbedding，membershipaccumu－  

1ation，Stateaugmentation  

1Introduction   

SinceBellmanandZadehhavepublished“Decision－makinginafuz2；yenVironment”【4】，therehasbeenawide－  

rangingstudyonfuzzydecisiontheoryanditsapplications【1，5，24－28，34】・BellmanandZadehhaveoriginated  

deterministic，StOChasticandfzLZZySyStemSOnmultistagedecisionprocessesinthefuz2；yenVironment【4，§4，5］・  

Wbfocusonthethreesystems．   

ItiswellknownthatthereexistsanoptimalpolicywhichisMarkovfortheadditivecriterion［7，32】・However，  

asforthemnimumcriterion，theredoesnotalwqeXistanoptimalpolicyinMarkovpolicyclass［11－14，16－23】・  

ThisfactralSeSaqueStion．Whatisfu2；21ydynamlCprOgramming？  

Inthispaper，Wediscussカ↓ZZydynamicprogranningonthethreesystems・Ourviewpointfordynamicpro－  

grammingisthatsequentialoptimizationa5SureSSmultaneousone【2，33】・Dynamicprogrammチnghastoyield  

anoptimalsolutiontotheorlglnalproblemwheneveritisapplied・AlthoughwediscusSdynamlCprOgrammlng  
onrepectivesystemsonebyone，Wedirectourmainattentiontostochasticsystem・Wedevelopthedeter－  

ministic“finalstatemodel”【4，33】tothestochastic“finalstatemodel”・Theba5icideaisimbeddingbystate  

augmentation，Whichincorporatesthemembershipaccumulationprocessintoanadditionalstatedynamics・   

Insection2，Wegiveabriefsurveyoffuzzydynamic／programmingondeterministicsystem・Section3is  

devoted tofuzzydynamicprogrammingon stochasticsystem・’Threenew－e3PandedMarkov，9enerYLland  

primitive－pOliciesarede丘ned．Introducingthreeequivalentmethods－（1）membership－parametermethod，  

（2）history－parametermethod，and（3）multi－StageStOChasticdecision・tte㌣tablemethod－，WeShowthatthe  

threemethodsyieldacommonoptimalpolicyingeneralpolicy（1arge）class・Wbalsoillustrarestheoptimal  
policyonthr恍－StatetWO－decisionandtwo－Stage・mOdel∴nlrther，itisshownthattheredoesnotexistanoptimal  

policyinMarkovpolicy（small）class・Insection4，fuzzydynamicprogramTingonfuzzysystemisdiscussed  

underthefuzzy（minimax）expectation・Section5introducestwo（aposteriorlandapriori）conditionaldecision  
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PrOCe占sesonsもOChasticsystem．ⅥねshowthattheBellmanandZadeh’sdecisionprocessonstochasticsystem  

in［4】turnsouttobe七heaposterioriconditionaldecisionprocess・Finally，insecもion6，WeSOIveathreshold－  
membershipcriteTionproblemthTOughfuzzydynamicprogTamming．   
Wbusethenotationsandterminologyim【4，13，15，30，叫・   

2 のe七e『minis七温cSy＄もem  

Afuzzydecisionprocesson deterministicsystemisthefbllowingmulti－Stagedecisionprocesswithminimum  
criterion（Be11manandZadeh［4］）：  

Max 伽（和，伽0）∧机（ご1，．叫）∧…∧〃Ⅳ－1（笹Ⅳ－1，叫Ⅳ－1）∧〃G（∬Ⅳ）  

（1）  Do（恥）   s．t・（i）勘叶1＝∫（諾m，視れ）  

（ii）む沌∈打  

几＝0，1，…，Ⅳ－1   

Onthede七erminisもicsystem，an aCtionun∈Uat statexn E Xde七erminesuniquely anex七StateXn＋1＝  

f（xn，un），Wheref：XxU→Xisastatedynamics・FLn：XxU→【0，1］isamembershipfumctionof舟zzyset  

月萄On．方×打：  

陶（諾，‰）＝拘‰（∬，可．  

pG：X→【0，1】isamembershipfunctiomofカムZZy90al（餌zzyset）GonX・Thenthemulti－Stagedecision  

PrOCeSSmaXimi2；eSthemembership舟nction  

仏和∩月1∩…∩月〃＿1∩（コ（和，叫，∬1，叫，・‥，和一1，叫Ⅳ－1，∬Ⅳ）  

＝ 擁（ご0，叫）∧損（諾1，叫）∧…∧〝Ⅳ＿1（ご〃＿1，‰Ⅳ＿1）∧〃c（ごⅣ）   

ofintersectionRonRln‥・nRN＿1nG．   

Wbconsideraclassofpolicies．Amapping汀n：X→Uiscalledn－thMarkovdecision舟nclion．Åsequence  

OfMarkovdecisionfunctions汀＝（7To，7rl，・・・，汀N－1）iscal1ed肋rkovpolicy・Ⅵ屯denotethesetofal1Markov  

policiesbyⅢ，Whichiscal1edMarkovclass．   

Thenwehavethebackwardrecursive払rmula（［33］）：  

℡heorem2。乱作egJmα乃α乃dgαdeゐ〟〟  

即几（∬）＝惣【恥（∬，伽）∧叫叶1（柚瑚】∬∈∬，0≦m≦Ⅳ－1  

町Ⅳ（ご）＝〃G（∬） 諾∈∬  
（2）   

NowwesoIve七herecursiveequation．IJetⅣ芸（x）beamaximizerin（2）・ThenwehaNeboth maximum  

valueJunctions（vn）FandanOPtimalpolicyが＝（砿）㌃‾1inMarkovclassn．Thedesiredmaximumvalueof  
Do（xo）isvo（xo）・Itsmadmumpointu辱＝（uS，u；，…，t瑞＿1）i8givenbyuseoftheoptimalpolicyが，七hestate  

dynamicsfandtheinitialstatexothroughtheconveniionaldynamicprogramming：  

訂岩（訂0）＝祝岩→∫（∬0，祝岩）＝∬；→汀；（ポ）＝髄；→′（∬；，祝；）＝∬芸→  

汀芸（∬芸）＝祝芸→J（諾；，祝芸）＝電→ ‥・→J（：瑞＿2，一端＿2）＝瑞＿1→  

訂ん＿1（端＿1）＝砿＿1→∫（瑞＿1，祝㌫＿1）＝訂ん，  

（3）  

WherethecorrespondingsequencOfstaもesx＊＝（xo，X；，・・・，鴫）isalsouniquelydeterminedbythetriplet  

（が，f，Xo）．Thisisafuz2；ydynamlCprOgrammingfbrthedeterministicsystem・Herewenotethatinminimum  

criteripnthefunction9n：XxUxRl→Rldefinedby9n（x，u；h）：＝Pn（3，u）∧hisnondecreasinginthe  
third argumenも．Thusthe minimum criもerion enjqys the monotonicity，andiもCOnnOもes七he sqparabilityin  

itselり2，8－10，33】・   

NowletussoIvetheBellmanandZadeh，sthree－State，tWO－decision，tWO－StagemOdel［4，pP．B153】：  

Max陶（叫）∧机（叫）∧楯（ェ2）  

S．t．ごれ＋1＝J（∬れ，視れ），≠れ∈打 m＝0，1   

wherethedata五s恥blel：  

一銅－   
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〝G（霊2）  ∬t＼勒  α1 α2  

0．3  β1  

1．0  β2  

0．8  β3  

β1 β2  

β3  β1  

β1 β3  

Tablel‥   （抽，机）  J（諾t，叫）   〝G  

W占soIvetherecursiveequation：  

γ2（ご2）＝ 〃G（諾2）∬2∈ズ  

机匝1）＝盟頼1（叫）∧γ2（J伍，叫））】ご1∈ズ  

叫（ご0）＝0（叫）佃1（J向，叫川ご0∈ズ・  

ThenthedynamicprogrammlngSOlution，Whichconsistsofapairofsequenceofoptimalmembershipfunctions  
（vo，Vl，V2）andoptimalpolicy7T＊＝（7T岩，7T；），isshowninTable2‥  

諾几  叫（和）汀岩（£0）  γ1（∬1）汀；（∬1）  γ2（∬2）   

β1  0．8  α2   0．6  α2   0．3   

β2  0．6  α1，α2   0．8  α1   1．0   

β3  0．6  α1，α2   0．6  α2   0．8  

Table2‥（叫，γ1，γ2）が＝（汀岩，打；）  

Thustheorlglnalfuzzydecisionproblemhastheoptimalsolutionasfo1lows：  

（i） 霊0＝β1→祝岩＝α2→エ；＝β2→祝；＝α1→諾芸＝β3＝⇒γ0（β1）＝1・0∧1・0∧0・8＝0・8  

（ii） ご0＝β2→祝岩＝α1→諾；＝β3→祝；＝α2→ご；＝β3＝⇒γ0（β2）＝0・7∧0・6∧0・8＝0・6  

0r祝岩＝α2→諾；＝β1→鮎；＝α2→£；＝β3＝⇒叫（β2）＝1・0∧0・6∧0・8＝0・6  

（iii） ご0＝β3→祝岩＝α1→∬；＝β1→祝；＝α2→ご；＝β2＝⇒γ0（β3）＝0・7∧0・6∧1・0＝0・6  

0r祝岩＝α2→ご；＝β3→祝；＝α2→£；＝β3＝⇒叫（β3）＝1・0∧0・6∧0・8＝0・6   

3 Stochastic System  

Nowletusconsiderafuzzydynamicprogrammingonsiochasticsystem．Thisenablesustodiscussbothmono－  

tonicityandseparabilityforminimumcriterioninstochasticsense．Thefo1lowlngreSultsprovideastochastic  

dynamicprogrammlngWithnonadditivecriterion．   

Wbbegintointroducealargeclassofpolicies，Whichdependnotonlyontoday’sstatebutalsoonstate－tO－  

date・LetXn：＝XxXx…×XbedirectproductofnstatespacesX・AmapplngJn：Xn＋1→Uiscalledn－th  
9en？raldecision舟nction，Whosesequenceq＝（qo，ql，…，qN－1）constitutesa9enerYLIpolicy・Thesetofall  

generalpoliciesⅢgiscalledgeneralclass・Wheneachgeneraldecisionfunctionqndependsonlyonthelast（＝  
Current）state，thegeneralpolicyreducestoaMarkovpolicy7T＝（7To，7Tl，…，7TN－1）・Thuswehaveaninclusion  

relation：Ⅲ⊂Ⅲg・   

ThもfuzzydecisionprocessBe11manandZadeh［4】haveproposedisthemaximizationproblemofexpected  
valueofminimumcriterionoveraMarkovdecisionprocess（Xn）訂withatransitionlawp＝（p（・F・，・））onstate  
SPaCeXanddecisionspaceU［14，16－19，22，23］：  

Max β㌫【榊∧机∧…∧〃Ⅳ⊥1∧〃C］  

So（xo） s・t・（i）n Xn＋1～P（・lxn，un）  
0＜れ＜Ⅳ－1  

（ii）n祝乃∈打  

WhereE㌫istheexpectationoperatoronhistoryspace   

鮎：＝ズ×打×ズ×打×・‥×打×ズ（2Ⅳ＋1）－払ctors  
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inducedthroughaninitialstatexo，theMarkovtransitionlawpandageneralpolicyo．（∈Ⅲg）・  

・Ingeneral，MarkovclassⅢisnotenoughfornonadditivecriteria［22］．Sowemaximizetheexpectedvalue  

OVergeneralclassⅢ9・Anygeneralpolicyq（∈I19）determinestheexpectedvalueinSo（xo），Whichisthemultiple  
Sum：  

耳㌫［陶∧…∧伸一1∧〃G】＝ ∑∑…∑【伸∧‥・∧仰－1∧匪壷opl…抑－1・  （4）  

（〇1，〇2，…，〇〃）∈ズ×ズ×…×ズ   

where  

仇＝侮（∬几，視れ），〃c＝〃C（ごⅣ），恥＝p（∬れ＋1l∬m，現れ）．  

Furtherthesequenceofdecisions（uo，ul■，…，uN＿1）isuniquelydeterminedthroughgeneralpolicyq＝  

（Jo，・‥，¢〃●1）鮎bllows：  

叫＝α0（和），叫＝Jl（和，諾1），…，叫Ⅳ－1＝¢Ⅳ－1（∬0，諾1，．‥，∬Ⅳ－1）．  
（5）   

ThusourproblemSo（xo）istofindthemaximvmvaluehnctionvo＝Vo（xo）andanoptimalpolicyq＋（∈rIg）  
whichattainsthemaximum：  

叫（諾0）＝咤【榊∧…∧帖1∧楯】＝舎月㌫偏∧‥・∧〃腑∧栂】∬0∈ズ・ （6）  

Thisiscalled9eneralprvblem．   

3．1 Membership－parametericmethod  

NowweimbedSo（xo）intoanewclasspfadditionalparametricsubproblems【3，29］・Firstwedefinethepast－  
Valued作umulative）randorT”ariables（An）upton－thstageandthepast－Valuesets（An）theytake：  

△
二
 
△
ニ
 
 

ん
五
 
 

l
 
 

抑（ズ0，仇）∧…∧〃れ＿1（J㌦＿1，〔ん＿1）1≦乃≦Ⅳ，  （7）  

Ao会（1）  

A几全（入m】入m＝〝。（∬。，叫）∧…∧仇＿1（諾m＿1，祝m＿1），  
（諾0，叫，…，£れ＿1，乱れ＿1）∈ズ×打×…×∬×打）1≦れ≦Ⅳ．   

The minimum crit．erionisterminalnow：  

伽（ズ0，仇）∧…∧仰＿1（J㍍＿1，打Ⅳ＿1）∧〃c（ズⅣ）＝ ÅⅣ∧〃C（ズⅣ）．  

Ⅵ屯have   

Lemma3．1作brぴα畑作用rβねe舟rm祝heノ  

Ao＝1  

Å叫1＝Åれ∧擁（J㌦，軋）0≦㍑≦〃一1．  

Ao＝（1）  

Aれ＋1＝（入∧〝れ（∬，刷入∈Am，祝∈打） 0≦m≦Ⅳ－1．  

Fhrther，WeeXpandtheorlglnalstatespaceXtoadirectproductspace：  

㍍ ズ×Aれ   0≦m≦凡   

（8）  

（9）  

（10）  

（11）  

（12）  

AnyMarkovpolicy7＝（Ⅶ，71，・・・，7N－1）ontheexpandedstatespaces（㍍）isasequenceofMarkovdecision  
hlnCtions  

7几：㍍→U O≦乃≦Ⅳ－1．  
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Wecal17an e叩andedMarkovpolicy．Thesetofa11expandedMarkovpolicesisdenotedbyrI．Wedefine’a  
fem血αgmemむeγβ九豆p♪JmC如mrby  

r（∬；入）入∧〃c（ご）（ェ；入）∈拓  

andanonstationaryMarkovtransitionlawq＝（qn）by  

（13）  

全〈言（y■ご’祝）  

if入∧仇（∬，祝）＝〝   

otherwise．   
q几（（y；〟）l（£；入），祝）  （14）   

Then（（Xn，Ån））㌃isaMarkovdecisionprocessonstatespaces（YL）anddecisionspaceUwithtransition  
lawq．Weconsideraterminalcriteriononthenewdecisionprocess：  

Max 且訂AⅣ∧〝C（ズⅣ）】  

S・t．（i）n Xn＋1～P（・Lxn，un）   

（i）こ Å叫1＝Åれ∧仇（ズふ，軋） 0＜乃＜Ⅳ－1   

（ii）nl▲れ∈U  

To（yo）  

（15）  

Whereyo＝（xo；1）isaninitialstate・TheexpectationoperatorE＆isbasedupontheprobabilitymeasure  
f認，Whichisuniquelydeterminedthroughtheinitialstateyo，aneXpandedMarkovpolicy7andtheMarkov  
transitionlawq［23】・   

Nowwetakeasubprocesswhichstartsatstateyn＝（xn；入n）（∈㍍）onn－thstageandterminatesonthe  
finalN－thstage：  

Max 吼【A〃∧〃C（ズ Ⅳ）】  

s・t・（i）m，（i）L，（ii）m n≦m≦N－1・  
Tれ（yれ）  

Letun（xn；入n）bethemaximumvalueofTn（yn）forO≦n≦Nll，Where  

祝Ⅳ（紺；入〃）全入Ⅳ∧〃C（和）（紺；入Ⅳ）∈拓・  

Thenwe havethe backward recursive relat，ion：   

Theorem3・1仲卸andedMarkovclass）  

祝Ⅳ（ご；入）＝入∧〃C（∬）   ∬∈ズ，入∈AⅣ  

祝m（∬；入）＝慧哲∑祝叫（γ；入∧仇（ご，祝））p（ylご，祝）ご∈ズ，入∈Aれ，0≦れ≦Ⅳ－1・ （16）  

y∈ズ  

Nowlet7ニ（x；入）bethesetofa11maximizersin（16）・Thenwehaveanoptimalpolicy7＊＝（7蒜，7；，…，成＿1）in  

expandedMarkovclass丘［23，Thm4．2］．Theoptimalpolicy7＊leadstoageneralpolicyq＊＝（q岩，J；，‥．，qん－1）  
throughthetransformation［13，§3］・（AnillustrativetransformationwillbegiveninSubsection§§3・9・）Then  

thepolicyJ＊isoptimalingeneralclassⅢg・Further，themaximumvalueoverexpandedMarkovclassnisequal  
tothemaximumvalueovergeneralclassⅢg［23，Thm6・1］‥  

祝0（諾0；1）＝叫（訂0）．  （17）  

3．2 History－parametericmethod  

Inthissectionwemaximizetheexpectedvalueover 
bolicyisobtainedinthelargre（general）class・   

NowtheexpectationproblemoverrIpis：  

Max β芸。【抑∧机∧…∧仰－1∧〝G】  

Ho（諾0） s・t・（i）。みl＋1～p（・l∬几，視れ）  
0＜乃＜Ⅳ－1．   

（ii）n祝m∈打  

ー91－  
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Thisiscalledprimitiveproblem．Wenotethatthesequenceofdecisionsuo，ul，．・・，uNisdeterminedbythe  

precedingdecisions：  

叫＝叫（ご0），勘＝レ1（訂0，叫，諾1），…，伽Ⅳ＿1＝レ〃＿1（∬0，叫，ご1，勘，…，視Ⅳ－2，ごⅣ－1）・   （18）   

Wbconsiderthesubprocessstartingat“history”hn＝（xo，uO，．．．，Xn＿1，un＿1，Xn）（∈Hn）onandaftern－th  

Stage：  

Max βgれ【抽∧…∧伸一1∧〃c］  

S．t．（i）m，（ii）m n≦m≦N－1，  
H几（九れ）  

wherez／＝（z／n，Z／n＋1，．．．，Z／N＿1）isaprimitivepolicyduringthestage－interval［n，N］・Thesetofa11suchprimitive  

policiesisdenotedbyrIp（n）・Letwn（hn）bethemaximumvalueoverIIp（n）forO≦n≦N－1，Where  

ぴ〃（ん〃）会 川（弥勒）∧…∧仰－1（諾m－1，軸－1）∧栂（和）・  

Thenwehavethebackwardequation：   

Tbeorem3。2げわm豆如ecぬββノ  

勒（ん）＝惣∑勒・1（九，叫y）p（yl諾，祝） 九∈‰0≦乃≦Ⅳ－1                       y∈ズ  
ひⅣ（ん）＝擁（和，㍑0）∧…∧匹Ⅳ＿1（∬m＿1，祝Ⅳ＿1）∧〃c（笹〃） 九∈恥・  

（19）   

LetOn（h）denotethesetofa11maximiersin（20）・Thenwehaveanoptimalpolicyb＝（Do，Dl，・・・ー1）  

inprimitiveclassⅢ9［23，Thm4・4］・Furthermore，theoptimalpolicy隼eneratesageneralpolicyq＝  

（∂0，∂1，・‥，∂N＿1）throughthetransformation［13，§4】・（ThistransformationlSalsoi11ustratedinnextSubsec－  

tion§§3・3・）Thenthepolicy∂ispptimalingeneralclassr‡9・Finally，boththeoptimalsolutionofHo（xo）and  

theoptimalsolutionofTo（yo）colnCide【23，Cor5・2】：  

ひ0（諾。）＝γ0（ご0）＝視0（ご0；1），J＝げ＊．   

3．3 Bellman and Zadeh9s Model  

LetusreconsidertheBellmanandZadeh，sthree－State，tWO－decision，tWO－StagemOdel［4，pp．B154］：  

Max 且㌫【伽（仇）∧仇（仇）∧〃c（為）］  

S・t・（i）。ズ几＋1～p（・lごm，視れ）  
（ii）。祝m∈び  乃＝0，1  

wherethenumericaldatais：  

川（α1）＝0．7 ′▲0（α2）＝1．0  

机（α1）＝1．0／Jl（α2）＝0．6  

〝c（β1）＝0・3／叱（β2）＝1・0 〟c（β3）＝0・8  

（22）  

（23）   

p（霊元＋1l諾几，α1）  p（ご几＋1lごれ，α2）  

∬几＼諾れ＋1  β1  β2  β3   

β1   β．β β．J β．J   

β2   仇β β．J β．タ   

β3   仇β β．J β．J   

β1  β2  β3  

∂．J β．9 β．β  

仇β β．J 仇J  

β．J 仇♂ 仇タ  
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Inthissubsection，WeSOIvethismodelbyboththemembership－parametricmethodandthehistory－parametric  

method．Firstthebackwardrecursion（16）yieldsanoptimalsolutioninexpandedMarkovclass丘－apairof  
asequenceofoptimalvaluefuctions：  

祝0＝㌦（和；入0），祝1＝㌦（∬1；入1），祝2＝祝2（ご2；入2）  

andanoptimalpolicy：  

7＊＝（璃（£0；入0），7；（∬1；入1））・  

Fbrinstance，Whenul＝ul（xl；入1）iscalculated，uO（sl；1．0）and7岩（sl；1．0）areobtainedasfo1lows：  

㌦（β1；1・0）＝【ul（β1；0・7）0．8＋‰1（β2；0．7）0．1＋㌦（β3；0．7）0．1】∨【㌦（β1；1．0）0．1＋㌦（β2；1．0）0．9＋㌦（β3；1．0）0．0】  

＝【0・57×0・8＋0・7×0・1＋0．57×0・1】∨【0・57×0．1＋0．82×0．9＋0．57×0．0】  

＝0．583VO．795  

＝0・795  7蒜（β1；1■0）＝α2・  （24）  

ThesimilarcalculationyieldsthefirstoptimalvaluefunctionuO＝uO（xo；入0）togetherwiththefirstoptimal  
decisionfunction偏＝偏（xo；入0）・ThusweobtaintheoptimalsolutioninT嵐ble3：  

祝コ（諾2；入2）  ㌦（諾1；入1）7；（ご1；入1）  祝U（∬0；入0）7苗（ご0；入0）  

諾れ＼入れ         0．6 0．7 1．0   P・7  1・0   1．0   

β1   0．3 0．3 0．3  0．57 α2  0．57 α2   0．795  α2   

β2  0．6 0．7 1．0  0．7 α1 0．82 α1   0．595  α2   

β3  0．6 0．7 0．8  0．57 α2  0．57 α2   0．583  α1  

恥ble3：Optimalvaluefunctions（uO，ul，u2）andoptimalpolicy7■＝（76，7；）   

Nowwederivean optimal（general）policyq’＝（cr岩，q；）fromtheoptimal（expanded Markov）policy  

7’＝（璃，7；）as払1lows：  

J岩（和）‥＝ 7ぷ（ご0；1・0）  

叫：＝偏（ご0；1・0），入1‥＝陶（叫）  

J；（諾0，勘）：＝ 7；（∬1；入1）・  

Thefirstdecisionfunctionq苗（・）becomes  

J岩（β1）＝偏（β1；1・0）＝α2，グ岩（β2）＝偏（β2；1・0）＝α2，J岩（β3）＝偏（β3；1・0）＝α1．  

Theseconddecisionfunctionq；（・）isobtainedasfo1lows：  

J；（β1，β1）＝7；（β1；1・0）＝α2， α；（β1，β2）＝7；（β2；1．0）＝α1， J；（β1，β3）＝7；（β3；1．0）＝α2  

J；（β2，β1）＝7；（β1；0・7）＝α2， α；（β2，β2）＝7；（β2；0・7）＝α1， J；（β2，β3）＝7；（β3；0．7）＝α2  

J；（β3，β1）＝7；（β1；0・7）＝α2， J；（β3，β2）＝7；（β2；0・7）＝α1， J；（β3，β3）＝7；（β3；0・7）＝α2．  

Wbseethattheoptimalpolicyq’happenstobeMarkov．Ingeneral，thereducedq＋isnotnecessarilyMarkov．  

Itis9eneγαl［22］，aSisshownin§§3．5．  

Second，therecursiveequation（20）forprimitiveclassrIpgivesoptimalvaluefunctions（wo（xo），Wl（xo，uO，Xl），  

W2（xo，uO，Xl，ul，X2））andanoptimalpolicyD＝（Do（xo），bl（xo，uO，Xl）））・ForinstanCe，aCOuPleofwo（sl）  

andDo（sl）iscalculatedbyuseofwl＝Wl（xo，uO，Tl）asfo1lows：  

【ひ1（β1，α1，β1）p（β1恒，α1）＋ひ1（β1，α1，β2）p（β2Iβ1，α1）＋ぴ1（β1，α1，β3）p（β3lβ1，α1）】  

∨【wl（β1，α2，β1）p（β1lβ1，α2）＋ぴ1（β1，α2，β2）p（β2向，α2）＋wl（β1，α2，β3）p（β3恒，α2）】  

【0．57×0．8＋0．7×0．1＋0．57×0 

0．583VO．795  

0・795  毎（β1）＝α2・  

ひ0（β1）  

（25）  

Simi1arywegetthe丘rstoptimalfunctionwo＝Wo（xo）togetherwiththe丘rstoptimaldecisionfunctionDo＝  
Do（xo）・ThustheoptimalsolutionisshowninTables4，5and6．  
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≠0  α1      α2  ・∬2＼叫  α1 α2  α1  α2  β1  0．3 0．3  0．3 0．3  β2  0．7 0．6  1．0 0．6  β3  0．7 0．6  0．8 0．6   諾1  Wl（塑，α1，〇1）ら（塑，α1，ご1）  Wl（塑，α2，ごl）ら（塑，α2，£1）   

β1   0．57  α2   0．5ア  α2   

β2   0．7  α1   0．82  α1   

β3   0．57  α2   0．57  α2  

Thble4‥W2（塑，uO，聖，ul，X2）  恥ble5‥Wl（xo，uO，Xl）Dl（xo，uO，Xl）  

Wherethe叩derlinedenotesanindependence・Fbrinstance，Wl（塑，al，Xl）＝0・57for∀co＝Sl，S2，S3・  

Wo（恥）毎（ェ0）  

0．795  α2  

0．595  α2  

0．583  α1  

1もble6：叫）（和）毎（和）   

Nowtheoptimal（primitive）policy O＝（Do，Dl）generates ageneralpolicy3＝（30，31）throughthe  

tranSformation  

も（∬0）：＝ 毎（〇0）  

∂1（諾0，∬1）：＝ れ（∬0，叫，諾1）wbere 叫＝毎（∬0）・  

Infact，6becomesasfo1lows：  

如（β1）＝α2， 如（β2）＝α2， 軸（β3）＝α1  

∂1（β1，β1）＝α2， ∂1（β1，β2）＝α1， ∂1（β1，β3）＝α2  

∂1（β2，β1）＝α2， ∂1（β2，β2）＝α1， ∂1（β2，β3）＝α2  

∂1（軸，β1）＝α2， ∂1（β3，β2）＝α1， ∂1（β3，β3）＝α2．   

Wbseethatboththegeneralq＊and∂coincide．Thisidentificationisalsoverifiedthroughthefollowing  

two－Sta9eStOChasticdecisiontree－tables（Figuresl，2and3），Whichisthethirdmethod．   

3．4 DecisionTree，Tゝble Method  

Amultista9eStOChaslicdecisiontree－tableconsistsofapalrOfdecision－treeanddecision－table．Itcontainsina  

Sheetaproblem－Statementthroughsolution－SpeCi丘cationviabackward－Calculationprocess，Whichisbasedupon  

atotalenumerationmethod．   

Accordingto progression ofprocesses，itallocates the problem－data．Italso tabulates theintermediate  

recursive computationalresults．Thusallpossible histories to thefinalstage are evaluated by cumulative  

membershiptogetherwithitsprobability．Itgivesanoptimaldecisiononeachsubhistory．Inthissense，the  

tr恍－table methodis totally enumerative．Ftom thetree－tableweseethat how optimalprimitivepolicyis  

COnStruCtedandthatinsomesituationithappenstobegeneralorMarkov．Thetr紗tablemethodappliesto  

anystochasticoptimizationproblem－itisobjectivefunctionfree．   

Inthefollowingthreetr恍－tables，Wehavethesimpli丘ednotationsasfollows：  

山story＝勘）〃0／叫）pO∬1担ル1pl∬2 揮  

Wbe陀仰＝仰（叫），pO＝p（れ匝0，叫），担＝槻（机），pl＝p（∬2匝1，祝1），揮＝〝G（£2）  

mini＝minimumvalue＝Po（uo）∧FLl（ul）∧pG（x2）  

卯肋＝押町叩血刷物＝p（れ匝0，叫）p（ご2lヱ1，仇）  

朗止一昭α・＝朗止一昭αfdγ血e＝∑偏（叫）∧〃1（勘）∧〝G（∬2）】p（小0，叫）p（擁1，祝1）  
才2  

foねト叩eC■＝ねねg叩eCfd血e＝∑∑【仰（叫）∧仰向）∧揮（ェ2）】p（抽0，叫）p（小川1）・  
正1：石2  

Theitalicmeansprobabilities，andbolddenotesaselectionofthelargerofthetwo；theupperexpectedvalue  

andthelower．Wbseethatthedecision－tree－tablemethodreali2；eSthecomputationalprocessfor“priplitive”  

recursiveequation．Thisappliestoanycriterion．  
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Wo（β1）＝難革【仙（瑚∧机（町∧陣（為‖  

Figurel：Two－StageStOChasticdecisiontreかtable丘omstatesl   

Thetree－table（Figurel）showshowthemaximumvalueswo（sl），Wl（sl，uO，Xl）togetherwithoptimal  

decisionsDo（sl），Dl（sl，uO，Xl）arebackward－reCurSivelycalculated：  

㌦（β1，α1，β1）＝0■456，ひ1（β1，α1，β2）＝0・070，‥．，Ⅷ1（β1，α2，β3）＝0，．㌦（β1）＝0．795  

れ（β1，α1，β1）＝α2，ら（β1，α1，β2）●＝α1，…，ら（β1，α2，β3）＝αiorα2， 砧（β1）＝α2．  
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叫（β2）＝禁兜β㌫【拘胸）∧出世）∧陣（材】  

Figure2：Two－StageStOChasticdecisiontr恍－tablefromstates2   

Thecalculationproceedsindecisiontable－treeaSfo1lows：minimum→Pathprobability→minixpath→  
Sub－eXpeCtedvalue→tOtal－eXpeCtedvalue．Thusthetree－tablemethodisnothingbutthethetwo－StagereCur－  

sivecomputation（20）．  
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叫（β3）＝空舞β芸【榊（瑚∧両町∧〃G（為）】  

Figure3：Two－StageStOChasticdecisiontreかtablefromstates3   

Tbconclude，WehaⅧShownthatthethreemethods－（1）membership－parametricmethod，（2）history－  

parametricmethodand（3）multi－StageStOChasticdecisiontree－・tablemethod－yieldacommonoptimalsolution．  

Thisnewtripletisaverypowerfultoolforoptimizingabroardclassofstochasticdecisionprocesseswherethe  

Criterionisnotnecessarilyadditivebutassociativethroughutilityfunction（see【4，5，24】）・  
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● 3．5 MarknvpolicylSnOtenOugh  

LetusCOnSiderthefo1lowingIwamoto，TsurusakiandFujita，sdata［22］：  

抑（α1）＝0．9 拘（α2）＝0．6；机（α1）＝1・OIJl（α2）＝0・8  

〃¢（β1）＝0．5’〝G（β2）＝0．2 〝G（β3）＝0．8  

p（ごれ＋1れ，α1）  p（∬n＋1l諾m，α2）  

エn＼∬n＋1  β1  き2  β3   

β1   仇イ 仇5 仇J   

g2   仇β 仇β β．g   

β3   仇β β．J 仇β  

β1  β2  β3  

β．J 仇β β．β  

仇7 （7．g 仇J  

β．タ β．β β．イ  

JO（∬0；汀）＝ ∑【榊（叫）∧机（叫）∧揮（材】p（∬1向，叫）p（諾2h，勘）  
（〇1，エ2）∈ズ×∬  

Table7：allexpectedvaluevectorsJO（汀）＝  ，Where汀＝（qo，訂1）isMarkⅣ  

訂ぎ1  （……） （……．） （……） （……） （……） （……） （……） （……）   
圃  （…三………川三………川；………）（…；………川三………）（…；…；…川‡………川三………）   

圃  （…‡………川‡………川‡………川；……；川‡…壬；川‡………川；………）（…；………）   

圏  （…三………川；………）（…‡………）（；；………川；………）（…‡……川；………川；………）   

圃  （…；………川；………川；………川；………川；…壬…川；………川；………川；………）   

圃  （…；………川；…‡…川；………川；………川‡………川；………川‡………川；………）   

圃  （…；………）一（…；…≡川；………川；………川………川；………川；………川；………）   

圏  （……………）（…；………川‡………川………川………）（…！………川………川‡………）   

圃  （；三………川三………）（…；………川………川………川‡………川………川‡………）   
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Theneachprecedingmethodyieldsanoptimalsolution．Theoptimalvaluevectoris  

vo＝（≡馴＝（芭器）・  

Theoptimalpolicyisq’＝（q言，q；），Where  

J岩（β1）＝α2，J言（β2）＝叫，J岩（β3）＝α1  

J；（β1，β1）＝α1，打；（β2，β1）＝α2，α；（β3，β1）＝α2  

J；（β1，β2）＝α2，J；（β2，β2）＝α2，J；（β3，β2）＝α2  

J；（β1，β3）＝勘，J；（β2，β3）＝α1，ペ（β3，β3）＝α1．  

（26）  

（27）  

Notethat  

J；（β1，β1）≠J；（β2，β1）・  

Tlmstheoptimalpolicyq＊isnotMarkovbutgeneral．AsThble7shows，anyMarkovpolicycannOtattainthe  

optimalvaluevectorVO・HenceMarkovpolicyisnotoptimalinfuzzydynamicprogrammlng・   

4 Fu2；2；ySystem  

WbproposeadynamicprogrammingmethodonBellmanandZadeh’sfLLZZySyStem．Letusconsideramaxi－  

mizationproblemoffu2izyeXPeCtedvalueofminimumcriterion：  

Max 環【拘∧仇∧‥・∧〃Ⅳ－1∧〃c】  

Fo（∬0）   s．t・（i）J㌦＋1ニヒ〃（・lェm，祝几）  

（ii）祝n∈打  

（28）  
乃＝0，1，‥．，Ⅳ－1   

HereIL＝（p（yIx，u））isafuzzytransitionlawwhichcontroIsafuzzystateonXforapairofcurrentrealizedstate  

Xandappliedcontrolu・Thatis，foranygien（x，u）∈XxU，FL（・Ix，u）isamembershipfunctionoffuzzySet  

X（x，u）onX．AmembershipdegreeofmovlngtOneXtStateXn＋1fromstatexnunderdecisionunonthen－th  

Stageisp（xn＋1Lxn，un）（0≦p（xn＋1lxn，un）≦1）・Thusthedegreethatthefuz2＝yStateVariableXn＋1belongsto  

thefuzzySetX（xn，un）isrepresentedbyFL（ごn＋1lxn，un）・Wbwritethisfuzzytransitiona5Xn＋1＝ヒFL（・lxn，un）・  

Fbrther，insteadofthesocalledexpectationE［・・・］bymultiplication－additionoperationthroughprobability  

measure，Wetakeafu2；ZyeXPeCtationF［・‥】byminimi2；ation－maXimi2；ationoperationthroughfuz2；ymeaSure  

［4，6，16］．Let九（xo）denotethemaximumofthefuzzyeXpeCtedvalueoverMarkovclassrI．Thenwehavea  

backwardrecursiveformula－Similartooneinstochasticsystem－aSfo1lows：  

Theorem4・1仲〟αm¢わαれd∫柁ねゐγ戎c九βq〃  

以ご）＝聖恕∨【仇（∬，可∧（ん1（y）∧両極ザ1年∈ズ，0≦乃≦Ⅳ－1  
y∈ズ  

ん（∬）＝〝c（諾） 諾∈ズ．  
（29）  

5 ConditionalDecision Processes   

Inthissectionweproposetwotypesof”conditional”decisionprocessforthe“unconditional”decisionprocess  
discussedin Section3．Oneis an“a posterioriconditionaldecision process”and theotheris an“apriori  

COnditionaldecisionprocess．”Theaposterioriprocessisformulatedthroughtakingateachstagebackward  

COnditionalexpectationofremainingprocessaPerperformingtake－aCtionfoTtheregulardecisionprocess・The  
aprioriisthroughtakingateachstagebackwardconditionalexpectationbdb代tak＆aCtion．  
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5．1 Aposteriorconditionalprocess  

Firstwetake，ateaChstage，backwardconditionalexpectationofremainingprocess埴erperformingtake－aCtion  
fortheregularstochasticdecisionprocessSo（xo）（Figure4）．Thisgeneratesanaposterioricondiiionaldecis  
PrOCeSS（cdp）asfo1lows：  

Max 陶（和，叫）∧屈託h（£1，叫）∧…∧β芸ご二紬Ⅳ－1（笹Ⅳ－1，祝〃－1）∧餞昔ユ匪汗…】  

（30）  S．t．（i）ズ几＋1～p（・l諾陀，視れ）   

（ii）視れ∈U  
m＝0，1，．‥，Ⅳ－1   

whereE芸FLisaconditionalexpectedvalueoffunctionFL＝P（・）throughprobabilitydistributionp（・lx，u）together  

withn－thMarkovdecisionfunction7Tn：  

環〃＝∑〃（y）p（y恒）祝＝灯れ（ご）・  （31）  

y∈ズ  

Letwo（xo）denotethemaximumvaluein（30）overMarkovclassⅢ・Thenwehavethebackwardrecursive  
equation：   

Theorem5．1「βellmanarz・dZadeh〟］，IzJ）amOtO，TsurusakiaγZ・d爪ditaPl］）  

刷＝惣ト）∧（嘉び叫（y）仙） 
W〃（ェ）＝〝c（ご） ご∈ズ・  

）］  

∬∈ズ，0≦れ≦Ⅳ－1  

（32）   

ThisistherecursiveformulaBe11manandZadehhaveproposedonstochasticsystem［4】．   

Let us now soIve the Bellman and Zadeh’s multistage decision on stochastic systemfor the three－State，  

two－decision，tWO－Stagedata［4，pp．B154】・ThecorrespondingrecursiveequationissoIvedasfo1lows・First，We  

bave  

W2（β1）＝0．3，Ⅷ2（β2）＝1・0，ぴ2（β3）＝0・8・  

WhileBellmanandZadeh［4，pp．B154】give  

Wl（51）＝0・6，Wl（β2）＝0・82，ひ1（β3）＝0・6  

打；（β1）＝α1，ポ（β2）＝α1，ポ（β3）＝α2，  

ひ0（β1）＝0・8，ひ0（β2）＝0・62，ぴ0（β3）＝0・62  

甘言（β1）＝α1，ポ（β2）＝α10rα2，汀岩（β3）＝α1  

IwamotoandFujita［19］specifytheexactvalueofwo（xo），汀岩（xo）asfo1lows：  

ひ0（β1）＝0・798，ぴ0（β2）＝0・622，叫）（β3）＝0・622  

汀岩（β1）＝α2，甘言（β2）＝α10rα2，∬岩（β3）＝α1・  

Infact，theexactvalueisalsoverifiedthroughthemulti－StageStOChasticdecisiontree－tablemethod【15，  

pp．146－149］・ThetrueOptimalsolutionistabulatedinTable8：  

ごれ  Wo（∬0）汀岩（ご0）  ひ1（∬1）訂；（ご1）  W2（£2）   

β1   0．798 α2   0．6  α1   0．3   

β2   0．622 α1，α2   0．82 α1   1．0   

β3   0．622 α1   0．6  α2   0．8   

Table8：（wo，Wl，ぴ2）∬＝（汀岩，汀；）  
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expectationpoint   

′■  
一一′α1  

、－、αた  

Figure4：Conditionalexpectationaftertake－aCtion  

expectationpoint  一  
′   

′■   
一′′α1  

J′′   

∬れく：                              、  
、  
、  、  

、－、αた  ヽヽ  
、  、  

Figure5：Conditionalex9eCtationbeforetake－aCtion   

● 5．2 Apr10rCOnditionalprocess  

Second，bqfbreinturnperformngtake－aCtionforregulardecisionprocess，Wetakeateachstagebackward  
COnditionalexpectationofremalningprocess（Figure5）・Thisgeneratesthefo1lowingaprioricdp‥  

Max 昭［仙（∬0，叫）∧軍ル1（∬1，叫）∧…∧旦㍑ニル〃－1（笹Ⅳ－1，祝Ⅳ－1）∧〃Gj…】】  

（33）  S・t・（i）ズれ＋1～p（・lごれ，乱れ）   

（ii）視れ∈ぴ  
れ＝0，1，…，Ⅳ－1   

WheretheconditionalexpectedvalueE芸【pn（x，u）∧p］isapriori：  

昭【侮（諾，可∧〃］＝∑【仇（ご，可∧〝（y）】p（由，祝），祝＝灯れ（∬）0≦れ≦Ⅳ－1・  （34）  

y∈ズ   

Letl％（xo）denotethemaximumvaluein（33）overMarkovclassrI・Thenwehavethebackwardrecursive  
equation：  
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Theorem5．2「んamoto，Tsurusakiand瑚itaPID  

帆（ェ）＝聖恕【仇（諾，可∧帆＋1（y）猷由，祝）  

岬Ⅳ（諾）＝〃C（ご） 霊∈ズ・  

ご∈ズ，0≦m≦Ⅳ－1  

（35）  

6 Threshold Probability Criterion 

Nowweconsidertheproblemofmaximizingathresholdprobabilitythat totalmembersh如isgreaterthanor  
equaltoagivenlower9rudeα∈【0，1】：  

Max f認（抑∧〝1∧…∧仙－1∧栂≧α）  

Po（xo） s・t．（i）nXn十1～P（・1xn，un）  
（ii）n祝m∈打  0≦れ≦Ⅳ－1  

Wherej認isthe（discrete）probabilitymeasureonhistoryspaceHNinducedthroughaninitialstatexo，the  
MarkovtransitionlawpandaMarkovpolicy7T（∈rI）．   

WbmaximizethethresholdprobabilityoverMarkovcla5SrI．AnyMarkovpolicy7T（∈rI）determinesthe  
thresholdprobabilityinPo（xo），Whichisa“partial”multiplesum：  

環（抽∧机∧…∧仰－1∧〃G≧α）＝ ∑∑‥∑popl…伸一1（pれ＝p（㌫叶汗㍍，視れ））（36）  
（∬1，∬2，…，ご〃）∈（＊）  

wherethedomain（＊）isthesetofall（xl，X2，…，XN）∈XNsatisfying  

榊（和，叫）∧机（ご1，叫）∧…∧〝Ⅳ－1（笹Ⅳ－1，叫Ⅳ－1）∧〝C（笹Ⅳ）≧ α・  （37）  

Herethesequenceofdecisions（uo，ul，…，uN－1）in（36），（37）isuniquelydeterminedthroughMarkovpolicy  
汀＝（汀鋸…，汀Ⅳ－1）：  

叫＝汀0（ご0），勘＝打1（∬1），…，祝Ⅳ＿1＝打Ⅳ＿1（材Ⅳ＿1）・  （38）  

Asforcontrollingthresholdprobability，Markovclassnisnotenoughforadditivecriteriabutgeneralclass  
rI9isenough［13］・However，inthissection，Wedaretomaximizethethresholdprobabilityforminimumcriteria  
overMarkovclass．   

ThusourproblemPo（xo）istofindthemaximumvaluehnclionvo＝Vo（xo）andanoptimalpolicy7T＊（∈Ⅲ）  
whichattainsthemaximum：  

叫（ご0）＝咤（川∧…∧伸一1∧〃G≧α）＝盟常（仙∧…∧伸一1∧〝G≧α）諾0∈ズ・ （39）  

Thenwe havethebackwardrecursiverelation：   

Tbeorem6・1「点ec祝rβねe句祝α知れノ  

刷＝（三笠f㌶。≧α  ∬∈ズ  

≧α町1（y）紬’ 
γ几（諾）＝巨 

豆 

諾∈ズ，0≦れ≦Ⅳ－1．  

（40）   

Nowletustakeanypair（n，X）・Ifitsatisfiespn（x，u）≧α，thenlet¶・芸（x）denoteau＊∈Uwhichattains  

themaxilPumin（40）・Otherwise，1etlrニ（x）denoteanyu∈U■Thenwehaveanoptimaln－thdecisionfunction  

訂ニ：X→U．ThusWeCOnStruCtanOptimalpolicyが＝（7T岩，…，1Tん＿1）inMarkovclassIl（【18】）・  
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