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鱒要：現実の意思決定状況を数理計画問題として定式化すれば，多くの場合，多数の変  

数と制約を含む大規模な問題となり，しばしば，角型構造とよばれる特殊構造をもつ．  

ところで，このような特殊構造をもつ数理計画問題は，なんらかの工夫により，いく  

つかの小規模な問題に分割して解くことができれば，計算に必要な時間および記憶容  

量の削減が期待できる・このような観点から，1960年代のはじめにG．B．Dantzigと  

P．Wblfbが角型構造の線形計画問題に対する分解原理を提案して以来，角型構造の非  

線形計画問題をはじめ，多目的の角型構造の数理計画問題などに関する研究が活発に  

行われるようになってきている．本稿では，このような大規模計画問題においてよく  

知られた特殊構造の一つである角型構造に注目し，意思決定者のあいまい性を考慮す  

るためのファジィ目標を考慮した角型構造の多目的線形計画問題および多目的0－1計  

画問題について考察する．  

1． はじめに   

環境管理計画問題，水資源計画問題，土地開発計画問題，生産管理計画問題などの現実  

の多数の変数と制約を含む大規模な最適化問題を数理計画問題としてモデル化すれば，し  

ばしば，角型構造とよばれる特殊構造を有する数理計画問題として定式化される．   

ところで，このような特殊構造をもつ数理計画問題は，なんらかの工夫により，いくつか  

の小規模な問題に分割して解くことができれば，計算に必要な時間および記憶容量の削減  

が期待できる・このような観点から，1960年代のはじめにG・B・DantzigとP．Wbl呵2，3】  

は角型構造の線形計画問題に対する分解原理を提案している．また，角型構造の非線形計  

画問題に対しては，L・S・Lasdon［12】による双対分解手法やA・M・Geofffion［4，5，6］による  

主分解手法が提案されている．その後，これを契機として，一目的のみならず多目的をも  

考慮した，角型構造の大規模数理計画問題に対する数多くの研究が活発に行われるように  

なってきている［18，21］．   

本稿では，このような大規模計画問題においてよく知ちれた特殊構造の一つである角型  

構造に注目し，ファジィ目標を考慮した角型構造の多目的線形計画問題および多目的0－－1  

計画問題について考察する．  
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2。大規模多目的線形計画問題に対する謬アジィ計画法   

本稿では，次のような角型特殊構造の多目的線形計画（block angularmultiobjective  

linearprogramming‥BAMOLP）問題を考える・  

minimize cIX＝ CllXl＋…＋ cIpXp  

minimize ckX＝ CklXl＋・‥＋ ckpXp  
subjectto Ax＝ AIXl＋‥・＋ Ap∬p ≦あ0  

β1ガ1  ≦あ1  
（皿）  

ちごp ≦古p  

塑≧¢，プ＝1，…，p   

ここで，旬，哀＝1，…，た，J＝1，・‥，pは乃メ次元係数行ベクトル，∬メ，ブ＝1，…，pは  

乃ブ次元列ベクトルの決定変数である。制約式A屈＝AlⅡ1＋…＋也鞄≦あ0はmo次  

元ベクトルからなる結合制約で，4はmox氾jの係数行列である。さらに，卑∬ブ≦あブ，  

j＝1，…，pはガゴに対するmJ次元ベクトルからなる制約式で，塾はmJXれブの係数行  
列である。簡略化のため，問題（且）の制約領域を∬と書き表すことにする・   
このような構造の問題はブロック角型構造をもつといわれ，現実の大規模な多変数の多  
目的線形計画問題にしばしば現れる。例えば，いくつかの事業部をもつ製造会社の利潤の  

みならず環境汚染などをも考慮した生産計画の問題を多目的線形計画問題として定式化  

すれば，このような構造になるであろう。というのは，製造会社の各事業部ごとに，それ  
ぞれ独自な利用可能な資源の最大量が与えられており，これらの各事業部は，さらに，会  
社全体としての利用可能な最大量に制限のある共通の資源をわけあって利用しなければな  

らないという制約によって結ばれ，これらの制約のもとで全体の利益を最大にし，汚染物  
の排出量を最小にするなどの複数の目的が存在しているような状況が，多目的線形計画問  
題としての定式化に反映されるからである．   

このような多目的計画問題の目的関数はベクトル値になり，通常のスカラー値の目的関  
数をもつ単一目的の場合の最適解と同様に議論することはできないので，ある目的関数の  

値を改善するためには少なくとも他の一つの目的関数の値を改悪せざるを得ないような  

解の概念が，経済学者Paretoによって初めて定義され，パレート最適解（Paretooptima皿  

solution）【13，14］とよばれている・  

定義1（パレート最適解）   

が∈ズに対してq∬≦qが，豆＝1，…，た，で，しかもあるJについてりガ＜町がと  

なるような∬∈∬が存在しないとき，がをパレート最適解であるという．  鮮   

定義からも明らかなように，パレート最適解は一般には唯一には定まらず，ある集合と  
なることに注意しよう．パレート最適解は，他より劣っていない解という意味で，非劣解  
（noninferiorsolution）ともよばれている・パレート最適解は，通常，多目的線形計画問題  

を何らかの工夫により単一目的の最適化問題に変換して，その最適解をパレート最適解に  
対応づけるというスカラー化手法（scalarizationmethod），例えば，（1）重み係数法，（2）  

制約法，（3）重みづけミニマックス法などにより求められるが，詳細は文献［13，14】など  

を参照していただければ幸いである。  

－64 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



図1：ファジィ目標を規定するメンバシップ関数  

さて，このようなベクトル最小化問題として定式化される角型構造の多目的線形計画  

問題（1）に対して，意思決定者（decisionmaker：DM）の人間としての判断のあいまい  

性を考慮するために，各目的関数に対するファジィ目標を導入すれば，一般化された角  

型構造の多目的線形計画（generalizedblockangularmultiobjectivelinearprogramming：  
GBAMOLP）問題は次のように表される．  

fuzzymin qxi∈Il  
hzzymax q諾 豆∈ム  

fuzzyequalc，Xi∈I3  

Subjectto x∈X  

（2）  

ただし，Jlリノらリノ3＝（1，2，…，り，ムnJJ＝¢，豆，j＝1，2，3，豆‡Jである・   

ここで，fuzzyminciXは「ciXをだいたいある値以下にしたい」，fuzzymaxciXは  

「ci∬をだいたいある値以上にしたい」，hzzyequalq牒は「c盲∬はだいたいある値ぐら  

いにしたい」というファジィ目標を表し，それぞれ図1のようなメンバシップ関数によ  

り規定される．   

意思決定者のファジィ目標としてhzzyequalc五£が含まれる場合には，q諾の大小関  

係に基づいて定義されているパレート最適解の概念をそのまま適用することはできない．  

そこで，目的関数の代りにメンバシップ関数の大小関係に基づいて定義されるパレート最  

適解の概念が導入され，特にM－パレート最適解（M－Paretooptimalsolution）とよばれて  

いる［14ト  

定義2（M－パレート最適解）   

諾＊∈ズに対して拓（q諾）≧拘（q諾＊），豆＝1，…，たで，しかも，あるJについて  

朽（q諾）＞朽（q諾＊）となるようなご∈ズが存在しないとき，∬＊をM－パレート最適解で  

あるという．  ●   

意思決定者が一般化された角型構造の多目的線形計画問題（2）の各目的関数q諾に対  

して，各目的関数の個別の最小値と最大値の範囲内で，自己の満足度を考慮して，主観的  

にメンバシップ関数擁（ci∬）を決定すれば，一般化された角型構造の多目的線形計画問題  

（2）はた個のメンバシップ関数の多目的最適化問題と〔て，次のように表される・  

i），〃2（c2∬），…，〃た（cた∬）） 

〉   

（3）   

この間題（3）において，R．E．BellmanとL・A・Zふdeh［1］のファジィ決定における最大化  

決定に従えば，解くべき問題は次のように表される．  
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（4）  
mize仇（q牒）  

虚た  

ここで，補助変数γを導入すれば，．この問題は次のように変換される．  

‾‾‾ 

＝＝二   
（5）   

便宜上，fuzzyminとfuzzyequalの右側の強意単調減少のメンバシップ関数をdiR（ciX），  
i∈IlUI3，fuzzymaXとfuzzyequalの左側の強意単調増加のメンバシップ関数をdiL（ciX），  
乞∈ちUJ3と表せば，問題（5）は次の問題（6）と等価になる。  

maXlmlZe lノ  

Subjectto q牒＝ qlⅡ1  ＋…＋ qpガp ≦磁（γ），  
豆∈Jlリブ3  

＋…＋ qp勒 ≧碇（γ），  
豆∈ちUJ3  

＋‥。＋ み鞄 ≦あ0  

≦あ1  

q∬＝ ql∬1  

A∬＝ Al∬1  

β1∬1  

（6）   

ち∬p ≦転  

句≧の，プ＝1，…，p  

ここで，磁（）と雇（）は次のように定義される擬逆関数である・  

砿（ん）＝Sup（yldi月（y）≧可  

雇（ん）＝inf（yldi月（y）≧可  

この間題（6）の吼皿に関する制約式の右辺は，一般に非線形となるが，γが固定され  
れば線形となる．さらに，問題（6）の最大のγを求めることは，制約領域が存在する最  
大のvを求めることと等価である。したがって，2分法（bisectionmethod）と線形計画法  
の第1段（phaseone）に基づくアルゴリズム【13，14］により解くことができる・この際，  

問題（6）は角型構造の線形計画問題となるので，Dan七zig－Wblfeの分解原理［2，3】が適用  
可能であることに注意しよう．   

さて，問題（6）において，制約領域が存在する最大のγの値γ＊が求まれば，問題（6）  
にγ＝γ＊を代入した後，対応する解を求めるために，最も重要と考えられる目的関数  
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（ここではcl∬とする）を用いて，次の線形計画問題を解く．  

mlnlmlZe CIX  

Subjectto ciX＝ CilXl  十‥＋c豆p諾p≦扁（γ＊），  
乞∈ム∪ん，乞キ1  

＋…＋ cip∬p ≧雇（γ＊），  
乞∈J2∪†3，壱キ1  

＋…＋ Ap諾p ≦bo  

≦む1  

q∬＝ Cil£1  

（9）   A諾＝ Al諾1  

β1諾1  

βp諾p ≦bp  

彗≧0，プ＝1，…，p  

この問題（9）においても線形性と角型構造が保持されているので，Dantzig－Wolfeの分  

解原理［2，3］が適用可能であることに注意しよう・   

ところで，問題（4）の最適解，すなわち，問題（6）の最適解と一般化された角型構造の  

多目的線形計画問題（2）のMパレート最適解との間には次の定理1が成り立っ・  

定理1．（マックスミン問題と一般化された角型構造の多目的線形計画問題との関係）   

もし∬＊∈ズがマックス ミン問題（4）の一意的な最適解であれば，がは一般化された  

角型構造の多目的計画問題（2）のMパレート最適解である・  ■   

定理1からもわかるように，問題（4）の最適解諾＊が一意的でなければ，∬＊が一般化  

された角型構造の多目的線形計画問題（2）のMパレート最適解であるとは限らないので，  

次の間題を解くことにより，Mノ〈レート最適性のテストを行う．  

た  

maximize∑Ei  
豆＝1  

Subjectto ciX ＋ Ei＝CiX＊，i∈IlUI3R  

－ どょ ＝q諾＊，乞∈ちUJ3エ  

A諾 ≦む0  

年ダ ≦bj，ブ＝1，…，p  

ど壱≧0，豆＝1，‥．，た  

諾j≧0，プ＝1，…，p  

q牒  
（10）  

ここで，七月＝（豆l豆∈ム勅（c挿＊）＝d豆月（c盲が））およびムェ＝（乞一章∈ち，朽（c五が）＝  

diエ（c挿＊））である・   

この問題（10）め最適解盃，豆に対して，次の定理が成り立つ・  

定理2（M－パレート最適性のテスト）   

Mパレート最適性のテスト問題（10）の最適解虎，豆に対して  

（1）豆＝0であれば，£＊は一般化された角型構造の多目的線形計画問題（2）のMパ  

レート最適解である．  

（2）豆‡0のときは，諾＊は一般化された角型構造の多目的線形計画問題のMパレー   

ト最適解ではない．このとき，盃がマックスミン問題●（4）に対応したM－パレート最  

適解となる．  
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■   

この問題（10）に関しても，線形性と角型構造が保持されているので，Dantzig－Wblfbの  

分解原理［2，3】の適用により容易に最適解が求められることに注意しよう・   

ここまでに述べてきた角型構造の多目的線形計画問題に対するファジィ計画法のアルゴ  

リズムをまとめると次のようになる．  

ヲアジィ大規模多田的線形計画法のアルガロ』ズム  

手順皿 問題（1）の与えられた制約領域における各目的関数の個別の最小値z㍗inと最   

大値zFlaXをDantzig－Wblfeの分解原理の適用により求める。  

手順2 意思決定者は，これらの値を考慮して，各目的関数に対する意思決定者のファ   
ジィ目標を表すメンバシップ関数を決定する。  

手順3 問題（6）を2分法と線形計画法の第1段を用いて，実行可能解が存在する最大   
のv＝V＊を求める。この際，問題（6）は角型構造の線形計画問題となるのでDantzig－   

Wblkの分解原理の適用が可能である。その後，問題（9）を解いて，この㌦に対応   

するがを一意的に定める．ここで，問題（9）も角型構造の線形計画問題となるので   

Dantzig－Wolfeの分解原理の適用が可能である。  

制贋4 得られた最適解がに対するMパレート最適性のテスト問題（10）をDantzig－   

Wblfb 

を考慮した角型構造の多目的線形計画問題に対する意思決定者の満足解となる．   

本節では，大規模線形計画問題に対するファジィ計画法について概祝してきたが，詳細  

や具体的な数値例および対話型意思決定やファジィパラメータを含む場合への拡張に関し  

ては坂和らの一連の論文【15，16，17，20］を参照していただければ幸いである・  

乱 ヲアジィ大規模0ロ皿計画法   

本節では，角型構造の多目的0一皿計画（blockangularmultiobjectivezero－OneprOgram－  

ming：BAMOZP）問題に対して，分解手続きを含む遺伝的アルゴリズムを用いたファジィ  

計画法について述べる．   

次のような角型構造の多目的0一皿計画問題を考えよう。  

minimize cIX＝ CllaUl＋…＋ cIpXp  

minimize ckX＝ CklXl＋…＋ ckpXp  
Subjectto Ax＝ AIXl＋・・・＋ Apxp ≦あ0  

β1∬1  ≦あ1  
（11）  

βpだp ≦缶p  

塑∈（0，1）れゴ，ブ＝1，…，p   

ここで，旬■＝1，…，た，j＝1，…，pは几ゴ次元費用係数行ベクトル，∬j，J＝1，‥・，pは  

0－1決定変数のmj次元列ベクトル，A諾＝Al∬1＋…＋Ap∬p≦あ0はmo次元結合制約，  

Aj，J＝1，…，pはmoxれブ係数行列，卑∬J≦勒，ブ＝1，…，pは塑に関するmj次元  

のブロック制約，卑，j＝1，…，pはmブ×mJ係数行列である。ここでは，0－1計画問題の  

中でも代表的なナップサック型の問題に特に焦点をあてるため，AJ，句および勒の各要  
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素はすべて非負であると仮定する．また，簡略化のため，問題（11）の制約領域をズと  

書き表すことにする．   

この間題（11）において，意思決定者の判断のあいまい性を考慮すれば，意思決定者は  

問題（11）の各目的関数に対してあいまいな目標を持っていると考える方が自然であると  

思われる．そこで，ファジィ目標を導入すれば，一般化された角型構造の多目的0－1計画  

（generalizedblockangularmultiobjectivezero－OneprOgramming‥GBAMOZP）問題は次  

のように表される．  

fuzzymin zi（x）i∈Il  

山zzymax zi（諾）豆∈ム  

hzzyequalz乞（∬）豆∈ム  

Subjectto x∈X  

（12）  

ここでムリノらUJも＝（1，2，…，り，ム∩ち＝¢，豆，ブ＝1，2，3，戌キメである・   

意思決定者が一般化された多目的0－1計画問題（12）の各目的関数c五諾に対して，各目  

的関数の個別の最小値と最大値の範囲内で，自己の満足度を考慮して，主観的にファジィ  
目標を規定するメンバシップ関数FLi（ciX）を決定した後，R．E．BellmanとL．A・Zadeh［1］  

のファジィ決定における最大化決定に従えば，解くべき問題は次のように表される．  

maximizeik（pi（ciX）‡  

Subjectto Ax＝ AIXl＋…＋ Apxp ≦bo  
β1諾1  ≦む1  

（13）   

βp諾p ≦bp  

£j∈（0，1）れj，j＝1，‥・，p  

ところで，問題（13）は0－1計画問題であるので，問題の規模が大きくなるにつれて，厳  

密な最適解を求めることは一般に困難となる．   

近年，さまざまな種類の組合せ最適化問題に対する有力な近似解法として，）．H．Holland［8】  
により提案された自然の進化過程を模倣したモデルである遺伝的アルゴリズムが注目さ  

れてきている［19］・   

遺伝的アルゴリズムを最適化問題を適用する際には，図2のように，問題の決定変数  
ベクトル∬と対応づけられた文字列Sを個体と考え，この個体の集合である個体群を進  
化させていくことにより最終的に近似最適解を得る・個体中の文字勺はブ番目の遺伝子  

である．遺伝子自体は数字や文字を表し，そのとりうる値を対立遺伝子という．また，一  
般に，個体Sは遺伝子型，対応する∬は表現型と呼ばれ，この遺伝子型Sと表現型諾  
の対応づけ（コーディングとデコーディング）が遺伝的アルゴリズムの探索能力に大きな  

影響を与えることに注意しなければならない．   

自然界では，増殖・淘汰と染色体の変形を通して生物種は進化していくが，遺伝的アル  
ゴリズムにおいても，図3に示されるような遺伝的操作と呼ばれる個体に対する操作が  
用いられ，これらを繰り返し適用することにより個体群を進化させる．  
再生個体群中の各個体の数を，その適合度と呼ばれる評価値に応じて，増減させる．  
交叉個体群中から二つの個体を無作為に抽出し∴交叉率と呼ばれる確率p。で，各個体  
の一部を他方の一部と交換する．  
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決定変数ベクトル∬‥・（∬1，ズ2，．‥，ズい…，ズ〟）  

個体＄ ‥・  

図2：決定変数ベクトルと個体の関係  

突然変異  

図3：遺伝的換作   

突然変異突然変異率と呼ばれる確率pmで，遺伝子を対立遺伝子に置き換える・   
遺伝的アルゴリズムの一般的な手順をまとめると次のようになる・  

手順0 あらかじめ定められた個数の個体をランダムに発生させ，初期個体群とする・  
制駒皿  個体群の中の各個体の適合度を計算する。  
手順2 終了条件が満たされていれば，手順を終了し，現時点までの最良の個体の表現   
型を近似最適解とする。そうでなければ，手順3に進む・  
手順3  再生の操作を行う。  

手順4  交叉の操作を行う。  

手順5  突然変異の操作を行った後，手順1へ戻る．   

最適化問題への遺伝的アルゴリズムの適用においては，その対象とする問題によって，  
さまざまなコード化およびデコード化，再生，交叉，突然変異の方法が提案されている  
が，紙数の都合上詳細は参考書［19］を参照いただければ幸いである・   
いま，解くべき問題（13）が角型構造を保持していることを考慮すれば，図4のよう  
に，個体Sを各ブロック制約句勘≦あjに対応する部分個体sj，ブ＝1，…，pの集まりと  
して捉えるのが自然のように思われる．   

このような観点から，加藤ら［9］は，部分個体を図5のような3重構造文字列により表  
現し，それに対応したデコード化アルゴリズムを用いた遺伝的アルゴリズムによる解法  
を提案してきている．この手法においては，個体Sの集合である個体群を部分個体sj，  
j＝1，…，pの集合である部分個体群に分解し，図6七示されるように，これらp個の部  
分個体群ごとに再生，交叉および突然変異を行うことにより，効率的な解の導出が可能と  
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第1ブロック第2ブロック  第〝ブロック  

／  ＼  

＝ ト・闘  ■ ＝   
部分個体  部分個体   

sI  s2  

図4：個体表現   

＼  

■錮・・・■   

部分個体  

Sク  

… ブロックの優先順位   

・‥ 変数の添字   

‥・変数の値  

図5：3重構造文字列   

なる．   

以下に，3重構造文字列表現を用いた分解手続きを含む遺伝的アルゴリズムの手順を  

示す．  

手順1 初期個体群として，あらかじめ設定されている個数の3重構造文字列型の部分   

個体をもつ個体を乱数により発生させる．  

手順2  各個体（部分個体）の適合度を遺伝子型からデコ∵ドされた表現型に基づいて   

計算し，終了条件が満たされていれば，終了（このとき，最大適合度をもつ個体が最適   

個体とみなされる）．そうでなければ，手順3に進む．  

手順3† 部分個体単位で再生を行う．  

手順4† 交叉率p。にしたがって，部分個体単位で交叉を行う．  

手順5† 突然変異率pmにしたがって，部分個体単位で突然変異を行う．  

手順6  交叉率p。にしたがって，個体単位で交叉を行う．  

手順7  突然変異率pmにしたがって，個体単位で突然変異を行う．その後，手順2に   

戻る．   

上記のアルゴリズムにおいて，†のついた手順は，部分個体単位で独立に実行するこ  

とができ，効率的な計算が可能となる．ここでは，この3重構造文字列表現を用いた分解  

手続きを含む遺伝的アルゴリズムの詳細については述べないが，興味のある読者は加藤ら  

の論文［9】を参照いただければ幸いである・   

さて，これまでに述べてきた角型構造の多目的0－1計画問題に対する遺伝的アルゴリズ  

ムを用いたファジィ計画法のアルゴリズムをまとめると次のようになる．  

遺伝的アルゴリズムを用いたファジィ大規模多目的0－1計画法のアルゴリズム  

手順1 問題（11）の与えられた制約領域における各目的関数の個別の最小値z㌢inと最   

大値z㍗弧を3重構造文字列表現を用いた分解手続きを含む遺伝的アルゴリズムの適用   

により求める．  

手順2  意思決定者は，これらの値を考慮して，各目的関数に対する意思決定者のファ   

ジィ目標を表すメンバシップ関数を決定する．  
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図6：個体群の分解  
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手順3  問題（13）を解く．この際，問題（13）が角型構造の0－1計画問題であるので，3   

重構造文字列表現を用いた分解手続きを含む遺伝的アルゴリズムの適用が可能となる．   

そして，得られた解がファジィ目標を考慮した角型構造の多目的0－1計画問題に対する   

意思決定者の満足解となる．   

本節では，大規模0－1計画問題に対する遺伝的アルゴリズムを用いたファジィ計画法に  

ついて述べてきたが，詳細や具体的な数値例および対話型意思決定やファジィパラメータ  

を含む場合への拡張に関しては，加藤らの論文【9，10，11］を参照していただければ幸いで  

ある．   

4．おわりに   

本稿では，大規模多目的ファジィ計画法として，大規模計画においてしばしば見受けら  

れる角型特殊構造を有する多目的線形計画問題と多目的0－1計画問題に焦点をあて，各目  
的関数に対する意思決定者の人間としての判断のあいまい性を考慮するためのファジィ目  

標を導入し，BellmanとZadehのファジィ決定における最大化決定に基づく解を求める  

ための問題を定式化したのち，この間題が角型構造を保持していることに注目して，特殊  

構造を利用したDantzig－Wblfeの分解手法に基づく解法と分解手続きを含む遺伝的アル  

ゴリズムによる解法について解説した．   
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