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概要：ファジィOR延いてはファジィ組合せ最適化は際物という人もあるようですが、  
これは最近の社会情勢から必然だと思っています。個々人の価値の多様化、社会状況  
の不確実、不確定性の下で、意思決定する際には、多様な情報の下で最適化が必要に  
なってくる。 

ゐ役割が重要に写り、ファジィ理論とORのマッチングが行われなければな－らない。  
本来、ファジィ理論は制御よりもORこそ相性がよい筈であるが、これまではそうは  
意識されて来なかった。データの精度、基準の融通性、環境変化に対応して最適化が  
これからは必要であるからである。 まず、ファジィ理論の基礎と組合せ最適化に導  
入すべきファジィ概念について述べ、その後、ネットワーク理論、スケジューリング理  
論のおさらいをした後、幾つかのファジィ組合せ最適化問題についてその解法も含め  
て述べる。その際、ファジィ概念化する幾つかの要素について、その妥当性と意味に  
ついて考える。確率計画法の時もそうであるが、情報をモデルに皐り入れる時は、最  
適化の意味も重要となるからである。最後にこれからの展望について述べたいと思う。  

1．はじめに   

ファジィ組合せ最適化については1995年春に行われたOR春季大会での第33回シンジ  

ウムでお話しており、くしくも中国・四国支部での開催であった。そのときは、まだファ  
ジィOR自身もあまりOR学会のなかで認知されていなかったのですが、最近は40周年記  
念事業でファジィORの本が刊行されるなど、だんだん認知されてきているのは嬉しいか  
ぎりです。この6年の間にいろいろな研究も行われたので、前回とは違う部分を中心にお  
話したいと思います。我々がファジィ組合せ最適化を研究し始めた動機はChanas－et／よl  
によるファジィ容量の概念【6，7】であった。彼らはこのようなファジィ概念のfで、 
フロー最小カットの定理が拡張できることを鮮やかに示したのであ．る。我々はこれがファ  
ジィ組合せ最適化の始まりであると思っている。ファジィOR延いてはファジィ組合せ革適  
化は際物という人もあるようですが、これは最近の社会情勢から必然だと思っています。  

個々人の価値の多様化、社会状況の不確実、不確定性の下で、意思決定する際には、多様  
な情報の下で最適化が必至引手なってくる。このような情報をうまく利用しなければならな  
い状況では、ますますORの役割が重要になり、ファジィ理論とORのマッチングが行わ  
れなければならない。本来、ファジィ理論は制御よりもORこそ相性がよい筈であるが、  
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これまではそうは意識されて来なかった。データの精度、基準の融通性、環境変化に対応  
して最適化がこれからは必要であるからである。 まず、ファジィ理論の基礎と組合せ最  
適化に導入すべきファジィ概念について述べ、その後、ネットワーク理論、スケジューリ  

ング理論のおさらいをした徽幾つかのファジィ組合せ最適化問題についてその解法も含  

めて述べる。その際、ファジィ概念化する幾つかの要素について、その妥当性と意味につ  
いて考える。確率計画法の時もそうであるが、情報をモデルにとり入れる時は、最適化の  
意味についても重要となるからである。最後にこれからの展望について述べたいと思う。  

慧。謬アジ碓理論⑬基礎と関連ずる謬訝ジ宵概念  

肛謬アジィ集合】 m．A．Za鮎払は且965年通常の集合（ファジィ集合との対比からクリス  
プ集合といわれる）の概念を一般化してファジィ部分集合を定義した。先駆者の常として  
最初は受け入れてもらえずに苦労したようである。また、彼の集合は従来客観性こそもっ  
とも優れたものだという西洋の科学観を打ち破り、主観をもとり入れるものであった。こ  
の点で、東洋人たる我々にはあまり違和感なくうけいれられるものであると思われる。従  
来の集合（クリスプ集合）は、ある要素がその集合に属するか、属さないかがはっきりし  
ており、この帰属性を属するときは且、属さないときは0で示す。この集合を表す0また  
は皿の関数時特性関数と呼ばれている。この帰属性を一般化し0と皿の間の連続畳とした  
のがメンバシップ関数（図2．且参照、これは下限つきファジィ容量の例）と呼ばれるもの  
で、このメンバシップ関数で定義される集合がファジィ部分集合である。・すなわち、クリ  
スプな全体集合∬があって、次の順序射で定義されるのがファジィ集合Aである。  
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A＝（（∬，侮（∬））l∬∈g‡。これに対してクリスプ集合は特性関数仇（∬）  

で示される。ファジィ部分集合は通常”部分”をとってファジィ集合と呼ばれる。  
ファジィ集合とクリスプ集合を閑適づける概念として，αd膨礪』』集合と呼ばれるクリスプ  
集合が次のように定義される。   

α．、いべ．f；．・集合   

全体集合gにおけるファジィ集合Aについて，Aのメンバシップ関数侮（∬）が任意の  
実数α∈【0，叫以止となるような£∈∬のクリスプ集合をα－レベル集合Aαというq 

Aα＝（∬∈劃板（£）≧α）（0≦α≦且）  （且）  

αルづル集合を定義することにより，ファジィ集合を通常の数学体系で取り扱うことが可  
能となるが，クリスプ集合間の数学的関係（写像）をファジィ集合に拡張した概念として  
拡張原理（extem如np血cip呵が存在する。   

拡張原理   

写像′：∬→y（∬，yはクリスプ集合）に関して，∬におけるファジィ集合Aのプによ  
る俊才（A）は，yにおけるファジィ集合としセ次のようなメンバシップ関数によって定義  
される。  

s叩侮（∬）（f‾1（y）≠¢）  
y＝∫（∬）  

O O （f‾1（y）＝¢）  

（2）   町（A）（封）＝  

ドアざ・5一∵廃棄］  

－ 2 －  
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d   ∬  0  α あ  c  

図2．1 ファジィ集合   
通常、関係を考えるとき，2つの対象の間の関係が基本となる。特に、∫人間関係や社  
会的関係を考えるときは、この様な1対1の関係から全体の関係が構成されていること  
が多いが、これを2項関係という。勿論、一般には、れ個の対象を同時に考え尋こともあ  
り、れ項関係という。∬とyの間に関係Rが成り立つとき，坤yで表す。・‥∬が属する集  
合ズとyが属する集合yが異なる場合も・ズ＝yの場合もあるd通常の2項関係ほ牙  

とyの直積集合ズ×yの部分集合（（∬，y）l∬鞄，∬∈ズ，y∈y）を与えるこ七と等価であ  
る。そしてズ±yの場合，・・Rをズ上の2項関係というが，・ORではこの場合をファジィ  
概念化した1ズ上のファジィ2項関係を考えることが多い。このファジィ関係は∴各要素  
（∬，y），∬，y∈ズに対して，関係の成り立つ度合いとしてのメンバシップ関数侮（∬，y）を  
与える事により定義される。これは直積集合上のファジィ部分集合と等価である。また、  
有限集合上の2項関係はグラフとレて表現できるが、同様に有限集合上のファジィ関係は  
アニクの存在度合いをメンバシップ関数とするファジィグラフとなる∴ファジィ組合せ最 ’ 

1 適化への応用としては、スケジューリング問題での仕事間の先行関係のファジィ概念化と  
してのファジィ先行関係が考えられる。ズ，yが有限個の要素からなろ場合は以下のよう  
な関係行列で表されることが多い。こめ行列の各要素（五，がま 
の関係の度合いを表している。例えば（1，1）要素の0．7はこの関係の度合いが0・7である  
ことを示している。  

0．7 0．4 0．3  

．1．0 0．8 0．6   

0．5 1．0 0．7  

0．10．9 0．▲6  
一1   

【ファジィグラフ】  

－ 3 －  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



これはファジィ関係の特別な場合とも考えられるが、点と枝からなるグラフ（通常の2  

項関係を示すもの）（後述）をファジィ概念化したものと考えることができる。点豆，ブの  

間に枝が存在する可能性〃（豆，ブ）は、点乞，ブで表される要素間に関係がある度合いを表し  

ている。さらに、点の存在可能性を考慮したものもあり、要素自身からなるファジィ集合  

上のファジィ関係を表している。ファジィグラフの点や枝に長さ、容量などの数値を付随  

させたものをファがィネッ睦撃血夕という。さらには以下にのべるファジィ数を長さとし  

て考えるものもあり、これらはファジィネットワーク最適化問題の構成要素として重要と  

なる。  

【ファジィ数】   

通常実数のファジィ概念化がファジィ数といわれ、だいたいmぐらい、若干名、40名  

程度などのおおよその数や推定された値、さらには人数に少しぐらい融通が利く状況で  

用いられる。例えば、入学定員などは成繚が良い学生が多ければ∴募集人員より少し余分  

にとることもある一方、レベルが低ければ、少なくしか取らない場合もある。このような  

データの曖昧性を表すファジィ概念はORなどの数理的意思決定には非常に有用であり、  

これからどんどんモデル化に使われるあるいはもっとも用いられるぺきファジィ概念であ  

る。以上のイメージから数学的には以下のように定式化される。   

ファジィ故   

実直線止で定義された正規かつ凸ファジィ集合で、メンバシップ関数が区分的に連続な  

ものをケァジイ数という。ただし、正規性はメンバシップ値の上限が1であることをいい、  

ファジィ集合Aが凸であるとは、∀∬1，∬2∈∬，0≦∀ス≦1に対して  

侮（入∬1＋（1一入）∬2≧m血（侮（∬1），〝A（∬2））  
が成り立つことをいう。ここで正規とはメンバシップ関数板（。）の最大値が1であること  

を意味している。また凸性はそのα レベル集合が単一区間になることと等価であり、上  

記のような性質をもつ関数を準凹関数という。屈1止に拡張原理を適用すれば，2項演算＊  

を2つのファジィ数ガ，Ⅳの2項演算㊤に拡張することができ，そのメンバシップ関数は  

伽㊤Ⅳ（z）＝S叩m車m（甚財（∬），伸（y））  
Zニ＝∬禅骨  

（3）   

となる。特に，2項演算として＋，－，×，÷を考えれば，2つのファジィ数〟，Ⅳの和，差，  

積，商については次のようになる。  

加法ノば⑳Ⅳ：   

滅法ノば0Ⅳ：   

乗法〟⑳Ⅳ：   

除法ノば◎Ⅳ：  

紬紳（z）＝S叩min（伽（可，〃Ⅳ（め）  
Z＝∬＋y  

伽帥（z）＝S叩mim（〝〟（∬），神（y））  
Z＝∬－y  

伽⑳Ⅳ（z）＝S叩min（糎（∬），神（め）  
g＝∬×y  

伽甲Ⅳ（z）＝SⅧpmin（〃財（∬），伸（y））          Z＝ご÷y  

（4）  

（5）  

（6）  

（7）   

しかし，各々のファジィ数のメンバシップ関数が複雑になると，これらを実際に求める  

ことは非常に困難である。そこで，ファジィ数の演算を計算機を用いて効率よく行うため  

に，DuboisとPrade【14］はLoR謬アがィ緻（L－RnlZZynumbeT）を導入した。   

ムー月プアジィ数  

－ 4 －   
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次のようなメンバシップ関数に制限されるファジィ数〟をエー月ファジィ数と呼ぶ。  

）（∬≦m，d＞0）  m－∬   

〝〟（∬）＝  （8）  

）  

（∬≧m，β．＞IO）   

ただし，L，．朗ま以下の条件を満たすよう定義される型関数（shapefunction），であろ。  

・・阜（．∬）′＝エ（丁∬），月（∬）＝月（丁∬）  

・上（0）千句0）＝1  

・エ回，j毎）はto，呵で非増加  
また，mは平均（mean）と呼ばれノてラメ一夕α，βはメシバシップ閑疲の横方向へゐ如†  

り（spread）を表す。これらによってL－Rファジィ数は  

〟＝（叩，α，β）上月  （9）  

と表すことができる。・（9）のエー月フ≠ジイ数〟は，例えば図2．2で示されるメンバシップ  

関数によって制限される。 エー月ファジィ数の基本演算に関して，加法，減法に対する次  

〃〟  

m  

図2．2〟＝（m，α，β）上月のメンバシップ関数〃〟  

のような公式がDub 

加法：（m，α，β）上月⑳（乃，7，∂）上月＝（m＋m，α＋7，β＋∂）上月・  （10）  

減法一：（m，α，β）上月0（m，7，∂）鮎＝（m－れ，α＋7，β＋∂）上月・ （11）   

これらは拡張原理からも明らかである。  

また型関数エ‖が月‖と向じセメンバシップ関数か血醜数であるとき、特にエフアジイ  
数といい、（m，α）ェで示される。  

【様相性とその尺度】   

様相性とは古くから様相論理学（血odallogic）で扱中れている“可能性”，“必然性”をさ  

し，これら両者は双対な関係た・ある。・すなわち，命題Pに関して  

－ 5 －   
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Pは“可能”である⇔Pでないことが“必然”でない  

Pは“必然”である⇔Pでないことが“可能”でない   

が成立する。   

この様相性に対して数理的な解析を行うために，ファジィ理論ではファジィ数〟を可能  

性変数〟と解釈し，そのメンバシップ関数〃〟を〟の可能性分布関数打〟と同一視する。  
可能性は確率と同様“40％（0．4）”等のように表現されるため，日常では無意識のうちに混  
同されている場合が多いが，この違いを示すためにZadehによる以下の例を考える【62］。  

“今日，ハンスは朝食に何個の卵を食べたかという質問に対して，ハンスは毎朝必ず卵  
を食べるので，正解∬。はズ＝（1，2，…）のなかにある。この際の各∬∈ズに対する可能  
性を表す可能性分布関数訂（∬），確率p（∬）は，例えば次のようになる。  
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この例から，“確率”，“可能性”は以下のように区別されるものであると解釈できる。  

確率 …事象の生起に関するもの  

可能性・‥事象生起能力に関するもの   

さらに，各々の総和に関して“確率”と“可能性”で最も異なる点は  

∑p（∬）＝1  
エ∈ズ  

であるのに対し，基本的に  

∑訂（∬）≠1  
∬∈．方  

（12）  

（13）  

となる点である。これらのことから“確率”，“可能性”について，例えば次のようにイメー  

ジすることができる。   

●＜確率についてのイメージ＞  

ハンスが朝食時に食べる卵の数を統計にとると，1個の場合が最も多く，2個以上の  

場合は徐々に少なくなる。   

●＜可能性についてのイメージ＞  

ハンスが任意時点において，簡単（平気）に食べられる卵の数は4個迄で，5～7個で  

は徐々に苦しくなり，8個目は全然食べられない。  

したがって，“確率”と“可能性”の関係が以下のように整理される。  

確率が高い  ＝＝争 可能性も高い  

可能性が低い ＝＝≠ 確率も低い  

可能性が高い ≠争 確率も高い  

確率が低い ≠〉 可能性も低い  

－ 6 －   
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また，双対関係より，必然性について変換すると  

必然性が高い ＝＝＞ 確率も高い  

確率が低い  ＝＝＞ 必然性も低い  

確率が高い ≠｝ 必然性も高い  

必然性が低い ≠争 確率も低い  

Zよdehはこれらの関係を可能性／確率調和原理と呼んでいる。   

様相測度   

確率論においては確率測度が基礎として定義されているように，あるクリスプ集合に関  

する様相性の程度を表す尺度として，様相測度が定義されている。  

（可能性測度1）次の（1）～（3）の性質を満たす集合関数Ilを可能性測度（possibility  

measure）と呼ぶ。  

（1）Ⅲ：∀A⊆ズ→【0，1】  

（2）Ⅲ（¢）＝0，n（ズ）＝1  

（3）口（Auβ）＝maX（Ⅲ（A），n（β））（∀A，β⊆ズ）  

また双対関係より，必然性測度も次のように定義できる。  

（必然性測度1）次の（1）～（3）の性質を満たす集合関数Nを必然性測度（necessitymea－  

sure）と呼ぶ・  

（1）〟：∀A⊆耳→【0，．1】  

（2）〟（¢）＝．0，〟（ズ）＝1  

（3）〟（Anβ）＝min（〟（A），〟（β））（∀A，β⊆ズ）  

定義の内容からわかるように，様相測度については一般の測度のような加法性が必ずしも  

要求されているわけではない。   

これらは確率測度の場合と同様，対象とする集合の各要素∬が制限される可能性分布関  

数打（∬）を基に考えられ，実際には次のような等価な定義が多く用いられる。  

（可能性測度2）ズを空でない集合とする・Ⅲがズ上の可能性測度であるとは  

（14）  Sup打（∬）＝1  
エ∈．方 

を満たす由数打‥ズ→【0，1】が存在して  

Ⅲ（A）＝Sup打（∬）（∀A⊆ズ）  
∬∈A  

となることをいう。また，必然性測度については，可能性測度との双対性を利用して  

〟（A）＝1－Ⅲ（AC）（∀A⊆ズ）   

とすることができる。すなわち   

（必然性測度2）ズを空でない集合とする。〟がズ上の必然性測度であるとは  

〟（4）＝inf・（1一打（∬）l∬∈AC）（∀A⊆ズ） 

・（15）  

（16）  

（17）   

－ 7 －  
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となることをいう。特に対象となる集合がファジィ集合の場合，Ⅲ，〟はそれぞれ  

Ⅲ（A）＝Spmin（q（x），PA（x））  

〟（A）＝infmax（1一打（∬），板（∬））                                                ∬  

として定義される。   

これらの様相測度を用いることにより，DuboisとPradeはZadehによる定性的な原理，  

可能性／確率調和原理を次のような不等式で表現した［34】。  

〟（A）≦P（A）≦n（A）（∀A⊆ズ）   

【ファジィマックス順序】【19］   

2つのファジィ数A，βに対して  

（20）  

（α）m≦れ  

Or  

（わ）m≦∃d≦乃‥  

〃A（∬）≧侮（∬），∀∬＜d  

〃A（∬）≦〃β（∬），∀∬＞d   

A－くβ⇔  

m，mはそれぞれ，ファジィ数4βの平均を表す。上の定義は表現は異なるが，一般に用  

いられているDuboisとPrade【14］が提案したファジィマックス順序と同値である。  

定理2．1【19】   

2つのエフアジイ数A＝（m，α）ェ，β＝（れ，β）ェに対して  

Aゴβ⇔m－m≧壬olα－βl  

ここで，foは（叫（f）＝0）として定義され，エの零点と呼ばれる。  

【ファジィランダム変数］   

ファジィランダム変数は1978年にKwakernaak［42］によって導入され，その後，Puriと  

Ralescu［49］によって理論的な土台が構築された。ファジィランダム変数とは確率変数の  

実現値がファジィ数となっている変数である。Kwakernaakによる定義は多値論理の立場  

より導出されたものであり，ランダム集合を拡張したPuri－Ralescuによる定義とは少し  

違いがあるが，Puri－Ralescuの定義のほうがより一般的である。また，両者の定義がある  

条件の下では一致することも知られている［63］．   

ファジィランダム変数の定義にはその他にもいくつかある［18，39，46，57】が，本研究で  

はWatanabe［58］の定義を紹介することにする。この定義は従来のファジィランダム変数  

の包括的な定義であると同時に，ここで用いるファジィランダム変数と深い関わりを持っ  

ている。   

ファジィランダム変数［58］   

nを標本空間，Aをファジィ集合の族とし，βn，βAをそれぞれのグー集合体，Pを確率  

測度とする．（n，βn，P），（A，βA）をそれぞれ確率空間，可測空間とするとき，nからAへ  

の可測写像ズをファジィランダム変数という。  

－ 8 －   
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このヱとは任意のA∈βAに対して（叫ズ（u）’∈A）∈βnが成り立つことを意味する。   

次の定理は上記ファジィランダム変数の定義の十分条件になってし）ることが示されて  

いる。  

定理2．2【58】  

∬を確率空間（n，β。，ぞ）から可測空間（r，み）への可測写像とし，ズをわか 

写像とする。もし全単射ん：A→rが存在すれば，可測空間（A，βA）と（n，βn，P）から  

（A，βA）への写像ズはファジィランダム変数である。   

この定理か∫ら次の系が成り立つ。  

系2．1【58］   

ズをnからAへの写像とする。∀u∈nに対して，ファジィ集合ズ（n）のメンバシップ  

関数板（u）がある関数ル；β）に対して〃叩）（祝）＝J（叫∬（u））と表されるとする。ここ  

で∂に関してβ1≒β2のときJれ鋸≒Jれβ2）が鱒り立つならばズはフiジイランダム  

変数である。   

ファジ」ィ集合ズのメンバシップ関数がパラメータによって決定され∬が確率変数なら  

ば，系2．1からズはファジィランダム変数である。系2．1における条件はかなり強いが，こ  

れを満たすものは応用上有用であり，本研究で導入するファジィランダム変数もこの条件  

を満たしている。また，Kau血Iannとqupta［34】によって導入されたハイプリット数や  

PuriとRalescu［49］による正規ファジィランダム変数やこの条件を満たす。 

【ファジィ目標】   

目的関数に“だいたいふ”以下にしたいということをあらわすファジィ集合でヾそのメ  

ンバシップ値は満足度を表す。これは主観的に考えられることを多く、例えば“線形のメ  

ンバシップ関数”であれば、以下のようなメンバシップ関数となるム  

1，Z≦ふ  

，ム≧z≧ふ  
0   

0，Z≧ム   

逆に“だいたいふ以上にしたいというファジィ目標も考えられる。  

3．スケジューリングとは   
一般的に、スケジューリング問題とは、処理すべき対象（仕事とという）とそれらを処  

理すべき機械（場合によってはプロセッサーという）があるときに、仕事をどういう順序  

に処理していくのが最適かという計画問題のことをいう。スケジューリング問題は機械の  

台数とそれにかけられる順序の制約のあるなし、あったときはその形でいくつかの場合に  

分けられる。まず、   

1．機械が1台の場合   

2．機械が複数台の場合にわけられ、複数台のときは並列型とショップ型に分かれる。並  

列型はその機械が、同一の時は等価並列型、⊥様に処理速度に差がある一様並列型、  

仕事によっては得手不得手がある非一様並列型がある。ショップとはもともと機械が  

－ 9 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



並べてある所を意味し、各仕事は複数の部分作業からなっていて、各部分作業につい  
てはそれを処理する機械が決まっている。このとき、  

（a）複数の機械にかける順序があらかじめ決まっていて各仕事で同じであるフローショッ  

プ（流れ作業）型  

（叫順序があらかじめ決まっていな‘くて厩由性があるオープンショップ型  

（c）複数の機械にかける順序があらかじめ決まっていて各仕事毎にそれが異なっている  

ジョブショップ型   

に分類できる。   

最近はさまざまな工具（恥0りを使い餅ナて処理を行う『MS（別ex弛1eMan血c七血ng  

Syもems）に糾ナる問題などを考えるための一般化が考えられている。すなわち仕事はいず  
れの機械においても処理を行うことができるが，定められた工具を必要とする。芦れを  
モデル化したものを多機能機械（MⅦ損一飢叩OSeMa血豆mes：M『■M）と呼ぶ【5，29トまた一抗J  
の要素である全ての機械がの査，ブを処理する際に同時に用いられるようなときも考えられ  
ており，そのような問題は多機械処理（M山七五脚OCeSSOrT誠呵【2，3，皿且，2且，叫。   

スケジューリング問題を決定する要因は仕事については飽璽暗闘、納期、先行関係、衆  
源、低率⑬分割⑬圃蕾，巌畢開始可能暗闘等がある。処理時間は仕事の処理を完了するの  
に必要な時間を意味し、納期はその時点までに仕事を完了すべき時刻、先行関係は仕事間  
の処理順の制約、楽源とは入園やⅡ具，空間，賓金，エネルギーなどのことである。現実  
的なスケジュールを考えるためにはこのような賓源の制約を考慮する必要があり，またそ  

れ臥体が目的関数となるととも多い。資源はその属性によって離散畳と連続畳または再  
生可能か再生不可能という2つの方法で分類される。離散畳と連続畳という分類は資源の  
単位の屈性によるものである。そ・の仕事を処理するに当たり必要とされる資源量である。  
仕事の分割の可否は仕事の処理を分割して行えるかどうかで、時間分割処理のように、何  

個かの連続しない時間区間で処理ができるかである。突然重要な仕事が入ったから学生と  

のゼミをやめさせられてあとで続きをする（実際は忘れることが多いですが）とかであ  

る。当然分けることが可能である方が以下述べるスケジュールの基準をよくする。最早開  

始可能時間は、その仕事の処理が開始できるもっとも早い時間である。実際、一般には最  
初から、全ての仕事が来ているわけでは途中から入ってくるのが自然である。また、スケ  

ジュールの基準としては、以下のような目的関数がよく使われる。  

各仕事碗の完了時間の現に対する何らかのコスト関数f（q）で評価される場合が多い。  
このような関数fの要素として処理時間凱だけではなく，γゎ納期み重み叫などがよ  
く用いられる。今ある実行可能なスケジュール打が存在し，仕事碗の処理の完了時間が  
qであるとする。そのとき以下のように表わされる2種類の目的関数が考えうれる。   

左脳（訂）＝m弧描（q）l盲＝且，。。。，柁）（1）   

お鮎m（灯）＝＝∑鎧1羞（吼）（2）   

これらの形で最もよく使われる田的関数は以下のものがある。  

盤未完苛時間すべての仕事が終了する時間を示すものであり，通常q柁G。で示され、以  

下の式で表される。  

qn弧＝maX‡ql豆＝皿，…，m）  

一且¢－   
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総滞留時間  

各仕事が処理を含めてどれだけ完了待ちをしたかを・（滞留時間）といい、完了時間一  
最早開始時間である）の総和であり、通常鳥血で示し，以下の式で表さ中る。  

鳥祝m＝∑た1Ci  

重み付き総滞留時間滞留時間に対し各仕事坑に重み町が与えられている∴ものヤあり，  
j㌦β肌で示され、以下の式で表される。  

j㌦β祝m＝∑畏1勒G 

ここで叫は各仕事に定義された重みである。   

また各仕事坑に対し納期d壱が設定されているとき，各仕事に対し以下を定義する。  
納期遅れ（Tardiness）  

エ壷は納期よりどれだけ遅れて仕事の処理が完了するかを示し，℃として以下の式で  
表される。  

℃＝maX（0，q－di）  

また納期よりどれだけ早く終わるかも問題とされること．もあり，昂と。して以下の式  
で表される。  

筏＝maX（0，d虚－G）  

納期ずれ  

各仕事が納期に対し実際の完了時間がどれだけずれているか示すものである。  

エi＝maX（0，q－di）   

これより以下の目的関数が考えられる。  

納期ずれコスト  

仕事の処理の尭了時刻と納期のずれにコストがかかる場合の総和を示し，以下の式  
で表される。  

ん劇βt＝∑芸1（αi昂＋A℃）  

ここでαゎ鋸まそれぞれ各仕事に定義された納期ずれに対する重みである。  
納期遅れ仕事数  

仕事の処理の完了時刻が納期より遅れてしまう仕事の総数でエ肌mムer で通常示され，  

以下の式で表される。  

エ肌mb。r＝l（坑lエ壷＞0）l  
最大納期ずれ納期ずれの最大値のことで通常エmα。で示され，以下のように表される。  

エmα∬＝maXl≦i≦れエi   

これらの目的関数は一般に同時に最適化できず，むしろこ・れら・のトレードオフが問題と  
なる。例えば最大完了時間や総滞留時間は工場の生産ライン，すなわち生産者側の要求  
であり，納期遅れ仕事数や最大納期遅れは顧客側の要求である。生産現場においてはこの  
ように異なる立場からの要求が複数あり，こ叫らにバランス良く応えていく手車が必要で  
ある。  

－11－   
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このような立場からは多目的スケジューリングが必要となる。スケジューリング問題  

の研究についてはもっともっとあるが、ここではこの辺りにとどめ、ファジィスケジュー  

リングの紹介の所で、また必要な分は補っていく。  

乳 ネッ睦ワ一夕創成   

まず、グラフ（grap叫α（竹腰）とは慮（vertex，mO鮎）町U2，…，U乃の集合Ⅴ（誤解の恐  

れがなければ，単にⅤ＝（1，2，…，乃）と表現することもある）とルに属する2点を接続  

する枝（e軸e）の集合屈から構成されるものであり，γ盲とりを接続する枝をe盲ブと表記し，  

明とりは隣接じている（a伽cent）という。このとき，グラフ吼（鴇，厨β）（杭⊆町吼⊆屈）  

はグラフ¢の部分グラフ（s肋gra油）と呼ばれる。   

また，枝に方向性が与えられていて，e盲ブとej壷が区別される場合，特にそれらをア『ク  

（arc）と呼ぶ。枝集合としてアーク集合が用いられるグラフを有陶グラブ（directedgraph）  

といい，無向グラフ（undiTeC七edgTaph）と区別する。以降，単にグラフというときは，無  

向グラフを指すものとする。さらに，同じ2点間に2本以止の枝が存在するものを多重枝  

（multipleedge），そのグラフを多重ダラ謬（multip且egTaph）という。2点を接続するのでは  

なく，両端点が同一の点となるような枝を由記ル閣プ（self且∞p）といい，自己ループや多  

重枝が存在しないようなグラフを単純グラフ（simplegrap叫と呼ぶ。   

グラフ理論において中心的役割をなす経路（pa他）とは，ある2点間において，複数の点  

を連続的に接続する枝の列である。すなわち，ある点から他の点への道を表す。また，有  

向グラフにおける経路は，それを構成する全アークの方向が一致している場合に限る。同  

一点を2度以止通らない経路は鱒純経路（simplepa仙），最初と最後の点が等しい経路をサ  

イクル（cy鵬），サイクル中に同一の点を含まないものを閉路（cirⅢiも）とそれぞれ呼んでい  

る。点明からりへの経路が存在すれば，即査からりへ到達可能である（reacbable）といい，  

グラフ内の任意の2点間が到達可能なものを連結ダラ謬（commectedgmpb），そうでないも  

のを非連結グラフ（disconnec七edgTaph）と呼ぶ。   

閉路を含まない連結グラフは木（tree）と呼ばれ，いろいろなデータ構造を解析する基礎  

となり，最小の連結グラフであるという点でも重要な概念である。木に関する性質として，  

次のようなものが知られている【吟22ト  

命題4．1   

木は少なくとも2つの終点（ここでは，接続する枝が一つの点を指す）をもつ。   

ある連結グラフαの部分グラフについて，αと共通の点集合により構成される木をαの  

ス♂雫ニンダ¢ツM－（spammingt陀e）という。αのス／にング。ツリーは一意的ではなく  

複数存在し，その数については次の定理が成り立つ【略22］。  

定理4。1   

単純グラフα（明度）のスパニング。ツリーは高々l叫Ⅴト2＝乃n‾2個である。  

【ス♂瑠ニンダのツリー問題］   

α（町厨）の各枝eijにコスト旬が付随していて，あるスパニングQツリーのコストをそ  

れに属する枝のコストの総和と定義した場合に，コストが最小となるスパニング。ツリー  

を見出す問題である（図孔呵呵参照；各枝に付した数値はコストを表す。通信網や送電  

網の構築において，最も費用の少ない配線パターンを決定するような場合には，この間題  

一且2 －   
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図4．1（a）グラフ畔β）図4・1（b）qγ且）のコスト最小ス／にング・ツリー   

として定式化することができる。   
スパニング・ツリー問題を解く効率的アルゴリズムには，以下のようなPrim，Kruskal   
等によるものが存在する。  

Prim，sAlgorithm  

stepo対象とするグラフをG（V”）とし，S＝¢，U＝（1）とする・  
steplU＝Vであればグラフ（木）T（t”）をコスト最小のス′にング・ツリーとして終  

了．そうでなければ，Step2へ。  
Step2eij∈Etこついて，euV＝ eijとした後，                      min  

（i，jP，椚）  

β＝β∪（e髄V‡  

打＝打∪（可  

とし，Steplへ。   

primのアルゴリズムは0（乃2）でコスト最小のス′にング・ツリーを見出し【1，481，図   
4．1（a）に適用すれば，図4・1（b）のような結果を得る。  

Kruskal，sAlgorithm  

stepo対象とするグラフをG（t”）とし，k＝1，S＝¢とする。eij∈Eをソートし，それ  
らを  

el≦e2≦…≦em   

とする。  

steplグラフGt（t”U（ek））が閉路を含むならば，Step2へ・そうでなければ，S＝SU（eた）  
とせよ。もし，lgl＝れ－1なら，グラフ（木）r（Ⅴ卵をコスト最小のス／にング′・ツ  
リーとして終了。そうでなければStep2ヘム  

Step2k＝k＋1として，Steplへ。  

－13一   
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Ⅸrus払1のアルゴリズムはの（m且0脚）でコスト最小のスパニング¢ツリーを見出し［1，40】，   

国4。鳳匝）に適用すれば，やはり囲4。1（‰）のような結果を得る。  

【最短経路問題】   

有向グラフα（町A）を考え，各アーク叫には数値的長さ勒が与えられているとする。   
このとき，ある点からある点への経路のうち，その長さが最短となるものを求める問題を   
最短経路問題（shortestpaもぬpTOb且em）という。この間題はアークが道路に対応し，その長   
さを道路距離とすれば，現実的な意味で最短経路を求めることになる。   
最短経路問題には特定の点から他の点への最短経路を求める場合と，任意の2点間の最   
短経路 

合を扱ったモデルとしては『孔⑳ydmⅥ払『＄払a鳳凰法【22】等がある。また，アークの長さが負の   
場合（Be鳳凰mam噌馳貯d等）も考えられるが，非負の場合についてのみ言及する。   

いま，特定の点を仇とし，アークが存在しない2点宜，ブ間に対して勒＝∞とすれば，   
点γ1から他の点り（ゴ＝且，2，…，閃）への経絡長勒は，次の非線形連立方程式を解くこと   
により求められる。  

（叫   勒＝雀郵㌶．瑚‡雲；登；  
この方程式はBe鳳凰mamの方程式と呼ばれ，仇からりへの有向経路が存在すれば，唯一の   
有限解が得られる。し一かしながら，迅el皿mamの方程式自身は，どのように解けば良いかを   
示しておらず，ネットワーク止の問題として効率的解法が必要となる。その代表的なもの   
として，Ⅲ晃錘血a法が知られている。   

D毎ks七ra9＄Å且go町i地m  

StepO仮ラベルIi（i＝且，2，。。。，n）を以下のように設定する。ただし，Vlは既に永久ラベル  
g；を有するものとする。  

g豆＝ 

｛ 

A）  
，  

さらに，  

坤）＝‡点明に隣接する点）（戎＝2，3，…，乃一叫  

とする。  

Steplgた＝聖mらなるたを選択する。毎を永久ラベルg芸とする。永久ラベルを持っていな  

い点が無ければ終了。  
Step2戌∈β（た）について  

g豆＝m五m（g豆，g芸＋βた虚）  

とし，凱ep皿へ。  

実際に経路を特定するには，凱叩盟でg盲が変更される毎に直前の点uたを記憶しておけば   
良い。また，Di勇ks七貯aのアルゴリズムはの（れ2）で最短経路を見出す［且0，16，22】。  

【最大流問題】  

－14 －   
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多くの現実的な物の流れを扱う問題や，他の組合せ最適化問題がネットワーク流量間琴  

（networkflowproblem）として定式化される・例えば，ネットワーク中の各点を鱒給点，中  

継点，需要点に対応させる物流問題などが挙げられる．このような問題の解法を考える際  

に，重要かつ基本となる問題として最大流問題（maximumflowproblem）がある。 

有向グラフG（VA）があり，各アーク叫には豆からブの方向に流すことのできる物質の  

最大量として容量（capacity）cijが与えられているとする。このとき，ある点vsから他のあ  

る点vtへ流すことのできる最大流量を求める問題を考える。Vsはソース（source），Vtはシ  

ンク（simk）と呼ばれる・アーク旬を流れる流量をんとすると，すべてのア⊥クについて  

0≦ん≦qj  （22）  

であり，γβ，机を除いて，  

∑ん＝∑ん  
ノ ブ  

（23）   

が成立するものとする。すなわち，ある点において物質が停留することはなく，流入量と  

流出量は等しいというKirchhoぼの流量保存則が成り立つ。また，ソースとシンクについ  

ては  

∑
・
∫
∑
・
J
 
 
 

t
 
 
一
 
 
 

．
ウ
ノ
 
 ム
 
ん
 
 

∑
・
∫
∑
・
∫
 
 

′
－
1
 
 

ん＝U   

ふ＝－γ  
（24）  

である。   

このとき，最大流問題は次のように表すことができる。  

γ→最大化  

制約条件∑jん－∑jん＝γ，∑ブん－∑jん＝－γ  

∑ん＝∑ん（豆≠β，f），0≦ん≦句  
j j  

上記の最大流問題の最適解，すなわち最大流量，およびその流量パターンを求める際に有用  

な最大流一最小切断定理を示す。点集合Ⅴを部分集合ズ（叛∈ズ）とその補集合万（明∈万）  
に分割したとき，Xと万の各々に属する点間の全アークにより，切断集合（cutset）（X，万）  
が形成される・この切断集合に対して，以下のように容量C（ズ，万）・を定義する。  

C（ズ，万）＝  ∑  c豆ブ  
（‘，紳i∈ズ，り∈万）  

（25）  

定理4．2（最大流一最小切断定理）   

整数のアーク容量をもつ任意のネットワークに対して，ソースからシンクへの最大流量  

は，ソースとシンクを分離する最小切断集合の容量に等しい。   

直感的に，ネットワークに流すことのできる最大流量は各アークの容量による制約を受  

け，必ずどこかネックとなる部分が生じるはずであり，さらにそのネックとなる部分のアー  

ク容量の和が最大流量と等しくなると思われる。この定矧こ基づき，最大流問題を解くた  

めの効率的アルゴリズムが開発されてきた【17，22］。あといろいろと無数に述乍る点があ  

るが紙面の都合でファジィ組合せ最適化に必要なこと＋アルファ 

－15 －   
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5。ファがィ組合せ最適化問題  

5。皿。ファジィ訊伊ジュ凹りンダ   

これまでに様々なスケジューリング問題が提案され，その最適スケジュールについて研  

究がなされてきたが，それらのほとんどはクリスプなデータを取り扱っている。しかし，  

仕事の処理時間は実際は実行してみないと分からない。また，処理工程が機械だけではな  

く人間の作業を含むような場合，やはり作業時間は一定でない止，機械においても突発的  

な不調が生じるかもしれない。このようなことから，処理時間があいまいなもの，すなわ  

ちファジィ化したモデルを考える意味がでてくる。   

納期についても、納期は仕事の締め切りと考えれば，きっちりと守られなければならな  

い期日である場合も，単なる目安であり、すこしであればそれに遅れてもよいこともしば  

しば見受けられる。あるいは納期を遅れることを見越して，ある程度余裕をもって納期を  

設定している節もあるだろうから，それをまど絶対的なものと考える必要がないのかもしれ  

ない。抱えている仕事が沢山あって、私のようにすべての仕事を納期までに完了すること  

が無理な状況が存在するため，納期に遅れることは前提で仕方がないとして，その遅れ具  

合をどの程度に抑えるか，つまり遅れに対する満足度をスケジューリングの基準とするこ  

ともある。さらには、ある仕事を処理するためには，その前段階として別の仕事が完了し  

ている必要がある場合もあり，仕事間の関係を先行関係と言う。このときも状況によって  

は完全に前段階の処理が完了していなくても次の処理に移れることもある。また，「終了  

している必要がある」ではなく「終了していることが望ましい」というような緩和された  

先行関係が設定されるときもある。あるいは先行の順番そのものも理由がつけばかえるこ  

とができる場合もある。   

以止のような観点から、ここ数年，一機械は勿論，複数機械でショップ型等種々多様な  

モデルについてファジィスケジューリング問題が研究されてきた（例えば【叫）。まず一  

機械上でのモデルについて幾つか紹介する。   

仕事の数はm個とし，仕事を表す記号として琉（壱＝且，…，乃），また各仕事のクリスプ  

な場合の納期，処理時間，完了時間をそれぞれd豆，凱，C奄を用いて表す。  

ファジィ納期を考慮じたス餅がユDぴンダ聞題   

処理時間は通常の確定的な時間で，納期がファジィ，つまり完了時間に対して満足度が  

メンバシップ関数によって与えられる場合を考え，満足度の最小値が最も大きくなるよ  

うなスケジュールを求める【26】。いま，そのメンバシップ関数を次のように設定する（闘  

5。1参照）。  

（0≦∬＜di）  

（鴎≦∬＜d虚＋♂豆）  

1  

∂盲＋軌－∬  

（26）  ㈲‘（∬）＝  

0   （d盲＋吼≦∬）   

各仕事の完了時間ciに対してその満足度が抽（c査）で与えられ全仕事間での最小値を老  

とすれば，  

伽i（q）≦f⇔c豆≦琉＋銑（1－り  

がすべての盲について成立する。  

一 且6 －   
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この不等式は完了時間がd豆＋β豆（1一書）以内であれば良いことを示しているので，この値  

を通常納期と考えEDDルール（納期の早い順に仕事をスケジュールする）【28】を適用す  

れば最適スケジュールは求まるが，β壷とfの値によってEDDルールに基づくスケジュー  

ルは変化する。ただし，fの値域【0，1】は，対応するスケジュールが不変であるような幾  

つかの区間に分割することができ，それらを  

［0，fl），［fl，f2），・‥，【まJ，舌根），…，【fm，1］  

とする。通常，納期が遅くなるにつれて満足度は減少するので，ある値書冊に対応する  

di＋β壷（1－りを納期としてすべての仕事を完了することはできないが，［fJ，舌根）内の値に  

対してなら完了できるJが存在する筈である。その時のスケジュールが最適スケジュール  

を与える。  

ファジィ処理時間を考慮したスケジューリング問題   

ここでは処理時間がファジィ，納期がクリスプである幾つかのモデルを紹介する。  

（最大納期遅れ最小化）  

最大納期遅れを最小にするようなスケジュールを求めるには納期の早いものの順，すな  

わちEDDルールに基づいてスケジュールを生成すればよいことが知られている．これは  

ファジィ処理時間ではない，通常のクリスプな処理時間の場合と同じスケジュールが得ら  

れることになる。  

（納期遅れ仕事最小化）  

Mooreは【47］で納期遅れ仕事の数を最小にするスケジュールが以下のようなアルゴリズ  

ムで求められることを示した。  

Stepl仕事を処理時間の小さいものの順にソートし，現在のシーケンスを（］；1，］；2，…，］；n）  

とする（釣1≦…≦pれ）・  

Step2現在のシーケンス中，最も若い納期遅れの仕事を］；qとしてStep3へ。  

そのような仕事が存在しなければ，現在のシーケンス中の仕事をEDDルールに基  

づき並べ替え，最適スケジュールとして終了。  

Step3仕事］；1，・・・，］；qをEDDルールに基づき並べ替え，  

坑1，…，ん，坑叶1，…，ん  

を構成する。  

図5．1ファジィ納期 仙（∬）  

T17 －   
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図5．2 完了時間現に対する耶と吼  

皿．もし，部分シーケンス碗1，…，坑9中のすべての仕事が納期遅れでないなら，上  

の列を現在のシーケンスとして凱ep慧へ。  

2．そうでなければ坑1，…，坑。，琉叶1，…， 碗托から坑9を削除し，残った列を現在の  

シーケンスとして凱ep2へ。   

ここでは，そのファジィ概念化モデルを紹介する。   

各仕事の処理時間は次のようなメンバシップ関数で制限される正の且一児ファジィ数を  

鷹＝（m豆，α，β）五月であるとする。  

）（∬≦m壷）  
m竜一∬   

（2r7）  拘（∬）＝  

）  

（∬≧m虚）   

ただし，且，馴ま現0）＝屈（0）＝且で，且，屈：【0，＋∞）→【0，且］なる狭義減少関数とする。   

処理時間がファジィ数であるため，先行仕事の拡張和として定義される各仕事の完了時  

間抗も且一児ファジィ数となる。完了時間がファジィ数であるので納期遅れの定義をファ  

ジィ概念化する必要があり，以下の通りとする。  

んβ納期遅れ  

講 

，描  

から納期直線銭によって切り取られる部分の面積である個臥望 参照）。   

このモデルに対する最適スケジュールは，オリジナルのMoomeモデルにおける諸定理  

が本モデルの設定においても成り立つことから，Mooreのアルゴリズムにおける仕事の  

処理時間をメンバシップ関数のセンターmゎ納期遅れをんぶ納期遅れと変更することで  

得られる。詳細は【47］を参照されたい。  

（ファジィ処理時乳 ファジィ納期を考慮したスケジューリング問題）  

ここでは処理時間，納期が共にファジィの場合のモデルを紹介する。   

弟の納期は以下のようなメンバシップ関数をもつファジィ納期仇とする（d豆＞0）。  

皿  （0≦∬≦d壷）  

皿（∬一銭）（銭≦∬＜d査＋♂）   

ap （d豆＋♂≦∬）  

（28）   抽‘（∬）＝  

一皿8－  
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図5．3 可能性測度nc‘（功）  

ただし，か匝）はか（0）＝1，β：月＋→【0，1】なる狭義減少関数（線形である必要はない），  

β（β）＝0である。   

玖はその性格上，“仕事坑をだいたいdiまでに完了したい．”というファジィ目標と同  

一視することができる。仕事の処理時間は正のムー月ファジィ数昂＝（mゎαi，A）ェRであり，  

完了時間Gは拡張加算により定義されるものとする。完了時間もまた正のエー月ファジィ  

数となるので，ファジィ納期（ファジィ目標）が満足される可能性を可能性測度Ⅲc‘（玖）  

により表現することができる（図5．3 参照）。  

（29）  Ⅲci（Di）＝Spmin（pci（x），PDi（x））   

以上より，全スケジュールの集合を∬として，最大納期遅れ最小化に対応した次のよう  

な問題を考える．  

目的関数叱（功）→最大化（垢∈呵   

（ファジィ先行関係を考えたモデル）  

（30）  

いくつかの仕事があるとき、ある仕事をすませないと次の仕事に人れないということがよ  

くある。こういう制約を先行関係という。通常のスケジューリング問題では、仕事間に先  

行関係があるかあるいはないかのどちらかに峻別してしまっている。また先の仕事が完了  

しないと次の仕事に入れないと仮定している。   

しかし、実際の製造現場をみると、先行関係があるかないかのどちらかに限定できない  

ような状況がある。部品の調達状況、費用、もしくはどの顧客に対する納品を優先する  

か、さらに「この仕事を先に処理する方が望ましい」とか「必ずこれを先に処理しなけれ  

ばならない」など、スケジュールを組む際に先行関係を状況に応じてフレキシブルに考え  

る必要が生じる。   

また、1つ1つの先行関係をよく観察すると、ときには、前の作業が完全に終らなくて  
も次の作業に入れることがある。このように、先行関係を過度に厳密に考えると、不都  

合が生じることが多いので、柔軟に対応した方がよいといえる。こういう先行関係をファ  

ジィ先行関係という。   
先行関係は2つの仕事んヰの間に、坑が・引こ先行するとき、坑＜ろと表し、この先  

行関係を勒＝1，杓i＝0によって表す。ファジィ先行関係では、拓か捗を0と1の間の数  

値で表す。ファジィ先行関係は、全仕事上のファジィ関係であり、ファジィグラフによっ  

て表すことができる。ただし、先行関係では、2うの仕事が独立で「先行関係がない」と  
いうことは、どちらを先に処理してもよい、ということを意味するので、勒＝1，捗＝1  

－19 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



と約束する。そこで、最大納期ずれの最小化と先行関係の尊重という2つの目的をもつス  

ケジューリング問題を考える。ここで、先行関係については、各仕事間に定めたファジィ  

先行関係から求めた満足度の最小値で測ることにする。通常の先行関係を考慮したスケ  

ジュール問題について解法を説明する。   

まず、仕事坑が先行する仕事の集合を耶＝‡晶l碗＜晶，ゐ∈（且，2，…，乃））で示す。た  
だし、記号＜はこの記号の前の仕事が後の仕事に先行して処理されなければならないこ  

とを示す。m細1erandMoore【叫に従って次のように修正納期戒を計算する。   
戒＝m玩（みm血（句l湾∈耶）），壱＝1，2，…，和   

魂の非減少順に先行関係を考慮しながら、仕事を処理すれば、最適スケジュールがえら  

れる。   

仕事量と坑についてそのファジィ先行関係を表すメンバシップのグレード勒に関して  

1・勒＝且，捗＝0はクリスプな先行関係があることを表し、  

2．勒＝皿，朽盲＝1は、2つの仕事のうちどちらを先に処理してもよいことを表し、  

3．勒＝皿，杓豆＝α（0＜α＜りは、ファジィ先行関係があることを示す。ここで、勒   

と朽盲のいずれかは必ず1、すなわちどちらかは相手より先行するものと仮定する。  

さて、仕事琉を仕事量に先行して処理したときの満足度は勒であると定める。いま、ス  

ケジュール訂に対して第ゐ番目に処理する仕事を灯（ゐ）で示し、このスケジュールの最大  

納期ずれを且㌫αがファジィ先行関係の満足度の最小値を脇乃で示す。また、スケジュー  

ルベクトルuⅣ＝（エ㌫α。，脇れ）を考え、非劣スケジュールを以下のように定義する。  

非劣スケジュール   

2つのスケジュール打1，汀2に関して，打1が訂2に優越するというはこれらのスケジュール  

ベクトル㌦1＝（叶，耳），U汀2＝（呼，堵2）について次の関係が成り立つ時である。  

咋1≦呼，呼≧堵2  

打に優越するスケジュールが存在しないとき、打は非劣尻餅がユールであるという。   

一般に2日的以上のスケジューリング問題では全ての目的関数を最適化するスケジュー  

ルは存在しないので、非劣スケジュールを求めることになる。この間題は以下のように  

ファジィ先行関係の満足度を順に皿から下げながら非劣スケジュールを求める手法で解く  

事ができる。まず、勒を降べきの順に並べ、この結果を  

〃0≡且＞〃1＞〃2＞…＞〃ゐ≧0  

とする。ここでゐは異なった勒の数である。次に先行関係グラフ厨αを   

㌘G＝【Ⅳ；A】，Ⅳは仕事琉に対応する点の集合、枝集合Aは琉＜屯に対応する（琉，夷）  
からなる として定義する。  

この先行グラフの列厨αゼ，ゼ＝且，2，…，ゐを以下のように作る。  

AO≡（（坑，現l勒＝〃0，朽豆≒〃0），Aゼ≡‡（琉，捌勒＝〃0，杓壷＝〝り  

Aゼ＝Aゼー1 一点ゼ，厨¢ゼ＝脚；』β］，β＝1，2，…，た  
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StepO先行関係グラフPGO＝［N；AO］に基づく先行関係のもとで、最大納期ずれ最小化問題を  

解き、その最適値現皿及び最適スケジュール訂0を求めよ。βⅤ＝（（硯αが1）），．ββ＝  

（打0），ゼ＝1とおいてステップ1へ。  

Stepl先行関係PGeに基づく先行関係のもとで、最大納期ずれ最小化問題を解き、その最  

適値現血及び最適スケジュール汀ゼを求めよ。対応するスケジュールベクトル㌦＝   

（エ㌫。。，〃㌫れ）をつくれ。ここで〃㌫血＝mれ（〃呵畔（J）机＝1，2，…，れ，哀＜刀であ  

る。このスケジュールが、汀gがββに属するベクトルに優越されているか、このス  

ケジュールに対するスケジュールベクトルがすでにβⅤにあれば、ステップ2へ。そ  

うでなければβⅤ＝βⅤ∪（γり，βぶ＝βぶ∪（灯りと更新してステップ2へ。  

Step2e＝e＋1と更新せよ。もし、e＝k＋1なら終了。DSが非劣スケジュールを与える。  

そうでなければ、ステップ1へ戻れ。   

このアルゴリズムの詳細等は【24］を参照されたい。  

【1機械以外のファジィスケジューリング問題】   

1機械問題に較べて2機械以上のファジィスケジューリング問題は少ない上、1機械で大   

体のファジィ概念が出てきたので、ここでは1つだけにとどめておく。詳しくは【50】の第   

3章「離散システムにおけるソフト最適化」を見られたい。D．Ⅵ加ra【59】はオープンショッ   

プでの各仕事の各部分作業が単位時間あたり資源月の単位量を必要とするとき、各区間   

で使用可能なトータル資源量制約のもとで、最木完了時間を最小にする問題を議論した。   

我々は仕事の実行可能時間のファジィ概念化と使えるトータルの資源量をフレキシブルに   

したファジィ資源量を導入し、次のような問題を考えた（［38】）。   

1．m台の機械昂，豆＝1，2，…，mとこの機械で各部分作業が処理されるれ個の仕事  

んム，…，んがある。   

2・各仕事小ま各機械彗で処理されるべきm個の部分作業端からなり、先の処理時  

間は単位時間とする。  

3．各仕事はオープンショップ型、すなわち各仕事の部分作業の処理順序は任意である。  

4．各部分作業の処理には単位資源量が必要である。   

5．各実行可能時間帯毎、すなわち処理開始時間ち（非負整数）と完了時間ち（非負整  

数）はフレキシブルで、次のような単峰なメンバシップ関数で示される満足度で表現  

される。  

（βj≦り）  

（り＜βブ≦り＋勤）  

（βj≧rブ＋勤）  

均（βj）＝くmj（βゴ）  

ここでβjは整数値をとり、り湖 は非負整数，mjは単調非減少とする。  

吋・∈ご盲＝†   

1（eブ≦句）  

たメ（eJ） 拘＜eゴ≦句＋方）   

0 （eメ≧句＋ム）  
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ここでeブは整数値をとり、句，かま非負整数，ちは単調非増加とする。またり＋勤≦句  
とする。   

6。各区間たで使用可能な資源量（非負整数と仮定）もフレキシブルで非増加階段関数で  
示される満足度が付随している。   

7。各区間の資源の余剰分は次の区間に繰り越すことができる。   

8．皿から7までの条件のもとで、資源量、実行可能時間の条件を満たしながら、資源畳  

の満足度の最小値、実行可能時間の満足度の最小値について、これらの最小値の最小  

値を最大にするスケジュールを求める。   

解法は特別なネットワークを作り、最大フロー問題を利用するものであるが詳細は【38】を  
見られたい。このような関係のモデルとしては即】がある。またその他幾つかのモデルが  
考えられている。  

5．慧。プ：・ノジィネットワ・一－1㌘モチご、さ．♪   

はじめにも述べたようにファジィ組合せ最適化の最初の大きな研究はCぬama5等によ  

るファジィアーク容量の最大流問題への導入であるので、まずこの辺りからはじめよう。  

【6，7】参照。すなわち，少しぐらいならば容量を越えてもかまわない（だいたい～以下の  
容量）ならば図5．4に示されるようなメンバシップ関数が，上限のみならず下限もある程  

度考慮したい（だいたい～の容量）ときは図5．5に示されるような台形型メンバシップ関  

数がそれぞれ利用される。これらの関数は，アーク（豆，ブ）を流れるフローの畳プ（乞，がこつ  

いて意思決定者（鮎cis且皿－make町；以下“皿M”と略記）が主観的にどう思うかをファジィ  

容量のメンバシップ値侮（∫（戎，j））として与える。   

この間題の目的は，通常の最大流問題の制約のもとで，  

mim【min（勒（錘，封）lαγC（ま，メ）∈諷），栂（u）】  （別）  

を最大にするフローを求めることで，総流量uに対する満足度栂とアークの容量制約  

に対する帰属度胸の最小値の2つを同時に最大化する二目的関数になっている。止の  

（飢）式を勒（朗とおくと，m弧川か（ふ）＝抽（£）を与える£のことを極大フローと呼  
び，極大フローの中で最大の流量Ⅷを与えるフローのことを最適フローだと定義する。  

qブ   

図5。4 ファジィ容量  

C盲ブ  
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．
 
 

毎
 
 

句  J（宜，ブ）  

図5．5 下限制約つきファジィ容量  
このとき，前述の最大流一最小切断定理のファジィ版がChanas等i；よって与えられた。こ  

れはクリスプな最大流問題に対する前述の最大流一最小切断定理を含む拡張になっている。  

この証明およびその解法については，【6】を参照されたい。  

［定理5．1］最大流一最小切断定理（ファジィ版）   

ぷをソースβからシンクfへの最適フローとするとき，以下の2つの条件を満たす切  

断（ズ，万）が存在する。  

・アーク（豆，ブ）∈（ズ，万）⇒擁j（葎，j））＝仙（ぷ），  

・宜∈万，J∈ズ⇒J（豆，J）＝0．  

ファジィランダムスパニングッリー問題   

G＝（Ⅳ，β）を点集合Ⅳ＝（vl，γ2，…，U乃）と枝集合β＝（el，e2，…，em）⊂γ×Ⅳから  
なる無向グラフとし，e壷にはコストc壷が設定されているものとする。Gにおけるスパニ  
ングッリーr＝T（Ⅳ，g）はぶ⊆βかつ閉路を含まない連結部分グラフである。   

rは次のように0－1変数の∬1，∬2，…，∬mで表すことができる。   

r：∬i＝1，ei∈β  

∬豆＝0，ei¢ぶ  

以下ではズをr（Ⅳ，β）に対応する0－1ベクトルの集合とし，ズをスパニングッリーの集合  

とみなす．このとき，最小ス／にングッリー問題は次のように定式化される。  

Psl：minimize ca；  
（32）  

subjectto3；∈X  
（33）  

ここで，C＝（cl，…，Cm）〇＝（∬1，…，∬m）tであり，それぞれのc虚は次のメンバシップ  

関数勒（∪）で特性づけられるファジィランダム変数であるとする。  

），0〉  
C竜一di（∪）  

（34）   〝q（u）（c豆）＝maX  
αi  
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ただし，且はR→【0，1】である単調減少連続関数で且（∬）＝且（－∬）∀∬∈Rかつ且（0）＝1  

を満たすものとする。また，d豆（山）は平均裾分散αZをもつ正規分布に従う互いに独立な  

確率変数とする。すなわち，ファジィ数において中心が確率変数になっている場合であり，  

銭（∪）に伴って抽（u）（c豆）も確率的に変動する。   

y＝Cごとおくと，yは次のメンバシップ関数で特性づけられるファジィランダム変数  

y（u）となる。  
m  

y－∑d虚（u）∬虚  

電＝1  

… 
（35）  〝yレ）（封）＝m弧  

。三∫！  
豆＝1   

次に目的関数に関する目標値を“だいたい仇以下である”とし，それをメンバシップ関数  

〃Gで特性づけられるファジィ集合αで表す．ただし，栂は0≦y≦仇で1であり，封≧yl  

において単調減少である連続関数とする。総コストを表すファジィランダム変数y（u）の  

メンバシップ関数神（u）（y）を可能性分布とみなすとき，〃叫）（y）の下でαである可能性  

測度は次のように与えられる。 

my（u）（α）全餌pmim‡拘旬）（封），〟厄（州  
31 

問題pβ1から次のpβ2を考える。   

p82：maXimizeん  

sⅦbjectも0釦（my（u）（α）≧ん）≧α  

皿 ∈ ∬  

（36）  

）
 
 
）
 
 
）
 
 

7
 
8
 
9
 
 

3
 
 
3
 
 
3
 
 

（
 
 
（
 
 
（
 
 ここでPrは確率測度を表し，確率レベルαは且／2＜α＜1を満たす確定値とする。  

my（u）（G）≧ゐを変形すると  

m m  

∑凍（u）∬竜一且＊（呵∑α∬豆≦〃紳）  

豆＝1 盲＝1  

となり（詳細は【30，33］参照）よって，Pβ2は次のpβ3になる。  

pβ3：maXim五男e ゐ  
（40）  

su柳0厨㍗（歪｛銭（uト且胸｝∬胡（ゐ））≧α  （41）  

（也2）   
∬ ∈∬   

ただし，且1・）および滝（・）は擬逆関数であり次のように表される．  

㈹＝‡ s醐（γ恒≧0） 
） 

滝（ゐ）＝SⅦp（巾G（γ）≧可  
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正規分布の性質から  
m m  

∑句（山）勺－∑β豆∬‘  
豆＝1  よ＝1  

（45）  

＼   

は標準正規分布N（0，1）に従う確率変数となる。j㌔をα分位点とするともとの確率的条件  

は次の等価確定条件に変換される．  

m  

∑（拘－エ＊（ん）α壷）∬‘＋軋  
i＝1  

（46）  

となる．ゆえにPβ2は次の確定問題Pβと等価になる。  

Ps：maXimize h  

m  

Subjectto ∑（FLi－L＊（h）αi）xi＋K。  
壷＝1  

訂 ∈ズ   

解法の便宜上，〃匝）＝9とおいた次の間題を考える。  

（47）  

m  

∑伺毎≦砿（九）   
i＝1  

（48）  

（49）  

Pこ：minimize q  

m   

subjectto∑（FLi－qCki）xi＋K。  
i＝1  

〇 ∈ズ  

現・）の単調非増加性よりエ（ヴ）を最大化するためにはヴを最小化すればよいことになる。問  

題P；を解くために次の部分問題を導入する。  

m  

P冨：minimize∑†pi－qai）xi＋軋  
i＝1   

Subjectto x∈X  

クぎご亘  

i＝1  

問題P冨の最適解を諾（ヴ）とし，最適値をz（諾，q）とする。また，Pβの最適解をがとし，最  
適値をq＊とする。このとき，部分問題P冨と元の問題Pβに対して次の補題が成り立つ。  

補助定理5．1   

問題P冨の最適解がPβの最適解である必要十分条件はP冨における最適解ご（9）に対し  

てz（が，ヴり＝〃昌（エ（ヴり）が成り立つことである。  

問題Pgは目的関数に非線形の項を含んでいるが，この間題を解くために，次のパラメータ  
入を導入した問題を考える。  

m  

Ps（q，入）‥minimize  ∑（pirqai＋入K。qf）xi  
i＝1  

Subjectto x∈X  
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9一定のとき，P証人）は一つのパラメータ入をもつパラメトリック最小ス／にングッリー  
問題となる。Pきの解法を考える．まず，次の3目的問題を考える。  

m  

P3。Pt：rPimimize∑piXi  
虚＝1  

m  

maximize∑αiXi  
壷＝1  

m  

minimize∑K。qfxi  
i＝1  

subjecttoi∈X  

（57）   

（58）   

（59）  

（60）  

任意のq，入に対してPβ（q，入）の最適解はP3叩土の非劣解集合に属する・また，Geethaら【20】  
によって非劣解のうち目的空間において凸包の端点に相当するものだけがPβの最適解の  

候補になることが示されている。P坤の非劣解集合を求めるアルゴリズムを考える。次  
に示すアルゴリズムはGeethaら［20］の方法が基になっており，伊藤【27］の方法を3目的  
計画問題に拡張したものである。   

非劣鱒集合を求めるアルゴリズム  

手順1た＝1とする．z壬1）＝min。∈ズ∑出抑を求め，対応するz皇1）＝∑畏1叩わZ≦1）＝   
∑芝1∬。Jぎ∬‘を計算する。（z皇1），Z皇1），Z皇1））と対応するス／にングッリー諾（1）を保持   
する。た＝2とし，同様にしてz≦2）＝mα∬（∑琵1α溝座∈ズ）と対応するz壬2）＝   
∑芝1〃晶Z≦2）＝∑琵1‰JZ∬豆とその時の解諾（2）を求める。た＝3と一し，また同様に，   
z皇3）＝min（∑畏1‰擁函∈方）と対応するz圭3）＝∑畏1〃晶Z㌘）＝∑畏1‰JZ∬豆を   

求め，その時の解£（3）を求める。集合β5＝（1，2，3）を定義して手順2へ進む。  
手順2た＝た＋1とする。ある£（β），霊（t），諾（髄）を選択し，  

（z皇f）一之皇髄））  

（61）  恥，擁）＝  

（62）  入（β擁）＝  ）
 
 

▲
■
レ
 
 

（
2
 
 
 
Z
 
 
 

（
 
 

を計算し，次の間題を解く。  

m      p（s・tP）：minimie∑（pi－q（s，t，u）αi＋入（s，t，u）Kaq？）xi  
豆＝1  

（63）  

subjectto x∈X  （64）   

この間題の最適解を㌦）とする。訂（β）がこの間題の最適解ならば㌶（た）を放棄し，かざ＝   
ββ＼（（β，…））として手順3へ進む・そうでなければ  

かぶ＝βぶ∪（（β，f，た），（β，た，祝），（た，ち可）＼（（β，f，可）  

としてご（た）を保持して手順3へ進む。  
手順3上）g＝¢なら，終了する。そうでなければ手順2へ戻る。  
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上記のアルゴリズムは目的空間の凸包の端点に対応する非劣解を順に効率良く求めてい  

るが，この非劣解の個数は3次元におけるた一集合問題と深い関わりがある。た－集合問題  

とはユークリッド空間において，ある点集合をた個とそれ以外の点に分割ときの場合の数  

を求める問題であり，上記の問題においては，非劣解の個数が乃個の点をm個と乃一加  

個に分割するときの場合の数に対応している。¶帆汀（m，m）をスパニングッリーを求める  

ための計算時間とし，職βef（m）をm一集合の個数の上界とするとき次の定理が成り立つ。  

定理5．2   

上記のアルゴリズムによって非劣解集合は0（¶肌汀・端βet（m））の計算時間で求めるこ  

とができる。  

Dey【9】によってm－集合の個数の上界は0（m8／3）であることが示されており，【8，60】など  

のアルゴリズムによってスパニングッリーを求めるならば非劣解を求めるアルゴリズムの  

計算時間は全体で0（m（11／3）logmloglogれ）となる。   

求められた非劣解の個数をm（β）とする。£（た），哀＝1，…，れ（β）に対して次の値を計算する。  

m  

α（た）＝∑捗げ）＋監  

査＝1   

m  

む（た）＝∑叫ば）  

壷＝1  

皇JZ∬5た）  

壷＝1  

さらに次の関数を定義する。  

y（た）（曾）＝α（た）一曾b（た）  

佃）＝聖ny（た）（ヴ）  

y（た）が9の線形関数であるからJ匝）はヴに関して区分的線形かつ狭義減少であることがわ  

かる。J匝）の区分点を求め，次のように非減少順に並べ替える。  

0＝90＜飢＜…＜叫p）＜叫p）＋1＝エ＊（0）  

ここでm（p）は求めた区分点の個数を表す．また，J（引），g＝0，…，m（p）＋1を与えるyに  

対応する非劣解を諾（り，g＝0，…，れ（p）＋1として改めて番号付けする。求めたqの集合  
をQとし，エβ，Uβをそれぞれ求めたJの下限と上限とすると，Pβを解くアルゴリズム  
は次のようになる。   

アルゴリズム  

手順1非劣解集合を求め，集合Qを求める。  

手順2。Lβ←0とし，〃G（J匝。））≧エ（qo）ならば諾＊←訂（0）として終了する。  
そうでなければ手順3へ進む。  

手順3打β←れ（p）＋1とし，陣（J匝れ（p）．1））＜エ（裾p）＋1）ならば終了する・そうでなけれ  
ば手順4へ進む。  

手順4Uβ－ムβ＝1ならば諾＊←訂（用）として終了する。そうでなければた←イ（エβ＋  

Uβ）／21として手順5へ進む。  
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〝β盲  

図5・7ファジィ需要量吼  

手順5栂（f（恥））＞且（駄）ならばぴβ←ゐとして手順4へ戻る。J咄（紬た））＜且（触）な  
らば且β←たとして手順4へ戻る。栂（紬ゐ））＝且（鮎）ならばが←影（た）として終了  
する。   

定理6。3   

上記のアルゴリズムによってP。の最適解は多くとも0（孤グ汀。餓β。f（m））の計算時間で  

求められる。  

この他にもファジィランダムスパニング問題のモデルが幾つか考えられている（例えば  

【叫等）。  

ファがィ輸送問題   

通常の輸送問題では，供給量α豆と需要量わについて，供給量の合計値∑芝1α‘は需要量  
の合計値∑鎧1ち以上でなければならない。しかしタ現実にはこのような条件が満たされ  

ず、供給側に無理言って，供給量をα虚より増やしてもらうとか、需要側では受け取る量は  

できればわ以上だが，少し我慢してもよいというような状況が考えられる。すなわち、足  

らない時は三方一両損の処世術である。このような観点から、自然状態では総供給量が総  
需要量を下回っている状況を考えて、図5胤図5．7で示されるファジィ供給量、ファジィ  
需要量を輸送問題に導入する。これらは供給ノードβゎ需要ノードちごとに定められ，供  

給量（∬β‘＝∑岬鵬，ち），豆＝1，…，m），需要量（端ブ＝∑β‘び拍わち），J＝且，…，m）に  
対する満足度をメンバシップ関数侮（∬βi），勒（∬ち）が示すので，包や句（ちやち）の値  
を調整することによって，現実的な供給量（需要量）を表すことができる。ただし，現実  
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的な意味から，∑β‘∈β句＞∑岬ちと仮定する。∴  

ダrP：Maximizemin（FLsi（Xsi），FLt，（Xt，）lsi∈S，tj∈T），  

Subjectto  

∑∑句J（βゎち）≦百，  
βi∈gtj∈r  

J（βゎち）≧0， βi∈鋸j∈r・  

この間題の目的は，総輸送コストの上限否を超えない範囲で，供給・需要双方のメンバ  

シップの最小値を最大にする輸送パターンを求める事である。もし総輸送コストの制約式  

がなければ，下記の手順で各供給ノード，需要ノードにおける輸送量   

ズβり為ブが定められるので，得られた値を用いて通常の輸送問題を解くことによって，  

最適なフローパターンが求められる。  

【供給量・需要量の計算】  

1・メンバシップ値をαとおいてズβりズちについて解く。   

すなわち，ズβ‘＝垢1（α），端メ＝毎1（α）を得る。  

2・∑βぴ〃；1（α）＝∑粍r栃1（α）を満たすようなαを計算した結果を，ステップ1で得ら   

れたズβりズtJの式に代入する。この計算で得られた値で通常の輸送問題を解き，総輸  

送コストが上限百を超えるときは，総輸送量を減らす。このとき，供給側の満足度   

（メンバシップ値）は上がるが，需要側は下がるので，目的関数の意味マックスミニ  

から，需要側の満足度を均一にできるだけ高く保ちながら輸送量を減少させす。この   

ため・現在のフローパターンで使われているア⊥クのうち・コスト句が最大のもの   

を各需要ノードごとに求め（このアークを（きゎち），コストをc絢とする），これら   

乃本のアーク（占わち）ブ＝1，…，乃への輸送量を減らす。この操作を少なくとも1本の  

アークの輸送量が0になるまで行い，0となったときに総輸送コストの制約を満足し  

たかどうか調べる。まだ減少量が不十分なため制約を満たしていなければ，同様の操   

作を繰り返す。コスト制約（3．7）式が等号で成立していれば現在の解が最適となるが，   

真の不等式（＜）ならば、輸送量を減らしすぎかもしれないので，総輸送コストが  

ちょうど百になるように増やすことができるか調べる。今，輸送量を減らす操作をた  

回線り返したときに，コスト制約を不等式で満たしたと仮定する。また，この間題の   

解を表すためにm行m列のマトリックス（ア）を導入し，（た－1）回目の（その満足度   

と対応する総コストをそれぞれα′，C′とする）解を（ア），総輸送コストがちょうど   

否になるような満足度α＊に対する解を（P＊）とする。このとき，LPの基底解（basic   

solution）の観点から，（アりと（ア）は「解の形」（基底解と非基底解の配置）が同じ  

になるので，  
Tl  

∑c叫（咤1（α′ト咤1（α＊））＝C′一戸  

J＝1   
（68）  

を解くことによってα＊の値が決まり，最適なズβりズtjが求められもことになる。  

以上の考え方を基に，ファジィ輸送問題タワアを解くアルゴリズムが【25］で導かれている。  

さらに，多田等は，整数制約をつけたファジィ輸送問題も考えた【55，53】。  
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その他のヲアジイネット習ロク問題   

シェアリング問題に対するファジィシェアリング問題（【56】），古川長太による最近のファ  

ジィ最短経路問題の研究（【叫）、人員配分にファジィ理論を応用した研究（【35，36】）、ファ  

ジィ割り当て問題（【叫）などいろいろ考えられている。  

臥 おわり仔こ   

ファジィ組合せ最適化としては，この他ナップサック問題にファジィランダム変数を導  

入したファジィランダムナップサック問題（【叫）等沢山あるが、ここでは割愛した。また，  

ファジィランダム線形計画などの研究もある（［3翔がこれも紙面止は割愛した。最近の有  
用なファジィ概念としては、ランダムファジィ変数というものがあり、注目している。こ  

れはある可能性で、確率現象が起こるとしたもので最近の社会情勢における意思決定に有  

効ではないかと思っている。最後に宣伝を且つ。最近OR学会から40周年記念出版の1  

つとして「ファジィOR′」【珂の本を岩本先生（九州大学）、坂和先生（広島大学）と私の  

編で玄先生（足利工業大学）をはじめとする何人かのファジィ0隠の研究者の執筆で出さ  

せて頂いた。一度手に取っていただければ幸いであります。この本からの参照をはじめ、  

多田実氏（龍谷大学）、伊藤健氏（流通科学大学）、片桐英樹氏（広島大学）には博士論文  

からの引用をさせて頂いた。ここに感謝致します。  
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