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概要   

本稿では、quantilehedgingstrategyのdynamicassetallocation（DAA）への応用を研究する。maXimumoption  
を具体例として、その実証研究を通じ、quantilehedgeの特性と可能性を明らかにする。quantilehedgeの幾つか  
のvariety（downsiderisk，upSidechanceの確率、またはそれらの金額についての最適化問題）について、定式化し、  
hedgingstrategyの構成法を示す。最後に、quantilehedgeの実現に必要なunderlyingassetのdriftの推定法につ  
いて言及する。   

Keywords：quantilehedge，dynamicassetallocation，maXimum option，low－discrepancy－SequenCe，Malliavin  

Calculus，Markov ChainMonteCarlo  

1 Introduction   

最近、F611mer－Leukert（1999）［5］によって提案されたquantilehedgingstrategyは、幾つかの理論的、実務的  
観点から興味深い特性を持ち、Nakamura（1999）［9〕ではcorporate丘nanCeへの応用（defゝultablefirmのquantile  

hedgingstrategy）が研究された。本稿では、特に、そのstrategyのdynamicassetallocation（DAA）への応用を研  
究する。以下は本研究の幾つかのポイントである。  

●多資産のassetallocation対応．→low－discrepancy－SequenCe（LDS）を用いて対処・   

●targetOPtionの満期が長かったり、価値のあるoptionの場合、高costのDAAとなる・→quantile（partial）   

hedgingstrategyの応用   

●Markowitzを囁矢とするstaticdownsideriskmodelの拡張．一→連続時間のdynamicmodel（downsiderisk，   

upsidechance）   

●DAAでは価値評価以上にhedgingstrategyの計算が重要．→Malliavincalculusによりexplicitに計算可能・   
●quantilehedgeではdriftの推定が必要．→Bayes統計に基づくMarkovchainMonteCarlo（MCMC）の適用・   

本稿の構成は以下の通り。次節でmaximumoptionのperfecthedge，quantilehedgeに必要な各々の評価式を  
導出、各strategyで共通のmarketdataを用いて実証、比較研究を行う。第3節ではquantilehedgeの幾つかの  
variationの提案とその構成法を示す。第4節では、MCMCを用いたunderlyingassetのdriftの推定法について触  
れる。最後に本稿のまとめと幾つかの研究課題を述べる。  

2 DynamicAsset Allocation  

2．1 Max－OPtionunderstochasticinterestratewithastrikeprice   

multi－aSSetのmaxoptionのquantilehedgeを行うために、その解析的表現が必要になる。それからLDS（Low－  

Discrepancy－Sequence）を用いて時価やhedge比率が積分計算により求められる。quantilehedgeでは特に、Strike  
priceをもつoptionの表現が必要となるため、本節では、その表現を与える。後の分析のため、ここでは、Johnson（1987）［7］   
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で与えられているBlack－Scholes（BS）経済下での表式でなく、金利も確率的に変動する（HJMtype）より一般的な  

形で与えておく。1なお、BSの結果は、金利に関するvolatilityを0にすることで、以下で与える式から再現できる。   

以下では、適当なtimehorizon7Lをもつfrictionlesscompletefinancialmarketを仮定する。underlyingasset，  

default一打eediscountbond，mOneymarketaccountの各priceprocessは、fiJteredprobabilityspace（t？，F，P，（ろ）亡E［0，Th】）  

上で、以下のstochasticdifferentialequation（SDE）にそれぞれ従うと仮定する。  

d坤）＝〃瑚）机∑佃瑚）dβ刷  
た  

dP（げ）＝ 揮（げ）P（げ）dト∑町たP（げ）職彿  
た  

（1）  

金利のtermstructureの変動のモデル化に要するfactor数とunderlyingassetの数に応じた次元を持つ独立なBrow－  

nianmOtion（BM）（Bt）一∈［0，T］を用意する。SDE（1）の各係数は，（F【）te［0，Th】に関してprogressivelymeasurable  
で、（t，W）∈［0，7L］×0でunifbrmlyboundedとする。   

DAAのtargetとして、ここでは、naSSetのterminalpayofffunction  

P叩Oプア＝mα∬［mα∬（51（r），‥・，5n（r））－〟，0］，  （2）  

をもつmaximumcalloptionを取り上げる。Si（T）は満期Tのi－thassetprice，Kはstrikeprice．r7＋トthassetprice  

を、default－h・eediscountbondpriceP（t，T）（maturityT，CurrenttimeT）を用いて、便宜上、Sn＋1（t）：＝KP（t，T）  

と表すことにしよう。これはdeterministicinterestrateの場合のKe‾r（T．t）の対応物である。そのとき、premium  

はclosed－formで以下のように計算される。  

n  

Cmα∬（51，…，5n；〝）＝ ∑5i（り鶴（dり（プ＝1，‥州側；月（り卜P（げ）呵1－Ⅳn（d叫申＝1．・・，n）； 月（叫））］  

i＝1   

m        ＝ ∑坤）Ⅳm（d仙＝1，…，n冊≠l）； 月（1）ト∫叫［ト鶴（d叫＝（叫‥・，m，；月ー叫り ）］・（3）  

iニ1   

ここでrl変数の正規分布関数Nnのargumentは  

叫鴇）＋弼  
（よ＝1，‥・，n＋1；J＝1，…，n＋1，J≠よ），  dり＝   

（4）  

αり  

と定義される。記号qi，etC．は次のstochasticintegral  

Ⅵ≡至汀J刷β㌘（T）（u）＋∋汀咋た（岬β2（T）（u），  
のquadraticcovariationである。ここで、COVariationはP（t，T）をnumeraireとする、いわゆる、forward－meaSure  

Q（T）でとられるものとする0そのRadon－Nykodymdensityはbp（t）：F＝－q言1FLp（t，T）とすると、Dol占ans－Dade  

exponentialを用いて  

響レt：＝ど（イ榊β（u））∴  
また、記号Jアを  

上T  

ケア≡   ［J…i（u）＋毒（叫r）＋れPJざl咋（町r）］du．  

と定義しよう。各correlationmatrixのelementは次のようになる。   

αぎ＋βJたJJJた一拘αiJJ一拍Jiαた  瑚 ＝   

咄）  

＋1）   

（ムた＝1，…，m；≠i）  
JりJlた   

αアールαJαt一帖＋1α‘J叫1＋伽＋1JJα叫1  
（J＝1，…，m；≠り  

JJiJin＋1  

Jま＋1＋わ㍍与卯－βγ叶1JJJ叫1一郎叫1JたJ叫1  

αJm＋1打たm＋1  

2 J‘J：＝グヲ＋J‡－2勒グ一打J・   

1assetはgeometricBrownianprocess、金利はassetと適当な相関をもつHJMモデルに従うものとする（いわゆるAminJarrowtype）  
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strikepriceが0の場合、maXimumopt．ionの本稿のsettingでの表式をここで与えておく。これは、上記の特別な  

ケース（〟＝0）にあたる。   

II  

Cmαエ（51，…，5れ′；〝＝0）＝∑∫t（り凡－1（dり（プ＝1，川，n；J≠l）；月甘J，た＝1，…，n；≠り・  （5）  

t＝1  

ここで式（5）のargumentsは式（4）のdを使った式（3）と似ているが、分布関数の次数が1つ減っていることに注意  

しよう。  

2．2 Backtestoftheusualdynamicalreplicationstrategy   

quantile hedge strategyの比較のため，本節では，まず最初にquantilehedgeでない従来のperfect hedging  

strategyのbacktest結果を示す。maXimumoptionなどの資産数の多い（4，5以上）optionのreplicationでは、  

premiunはhedgeratioの計算が、前節のように、高次元の積分で表現されたりするため、従来は、不可能であった。  

しかし、最近では、一般化したLDSを使うことで、多次元の計算については、数百一千資産程度までなら、それ程、  

問題なく計算可能となっている。   

図1は，式（5）の計算で、aSSet数を、漸次、増やしていきhedgeratioも含めportfblio構成に必要なすべての  
workloadの計算時間を計測したものである。2  

▼01■＝CPU Tlれ■○†∨▲山l叩H■■Ol〉t・On  

（
U
…
；
■
占
⊃
l
U
 
 

図1：TotalCPUtimeofvaluingmaxoptionwithoutstrikeprice，Vチryingthenumberofassets，WherethenumberofLDSg？nerated  
is5000，andPentiumII300MHzMemory64MBPCisused．MeasurlngCPU timewesum upalltimeofcomputingthepremlumand  

thedelta－eXPOSureSagainst eachunderlyingasset．   

図2，3は東証の33業種indexに対して、本節のDAAを行った結果を示している。それぞれの図は、このDAA  

でのportfoliovalue（業種indexとの対比で）の推移、pOrtfolioの業種index構成比の推移（紙数の都合上，33業種  

の最初の9業種のみplot）を表している。このDAAの特徴は、次のようになる。  

＊maX－Optionの満期が長くなるに従い、Optionpremiumは高くなる。これはfundの所定金額内でreplication   

に必要な1単位のoptionを購入できなくなることを意味しており、その結果、構成したportfolioがreplication   

targetの何分の1かのレベルをtrackすること・になる。  

＊構成比の変化が速い．universalportfolioなどと比べて顕著。  

＊returnの大きなasset、もしくは、VOlatilityの大きなassetに大きな投資weightをもつ。   

2ここでは、Nn（・）をLDSを用いて評価するmoduleをn臥callして計算した。同じLDSでn個のNn（・）を並列的に同時に評価するこ  
ともでき、計算量が（定数）／m倍に減少すると予想される。  
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図2：Valueprocessesof（l－6）－thindicesamong33Japaneseindustryindicesofmax－OPtionportfolio，Whereinvestmentperiodis  
19830510－19930527．  
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図3：Weightprocessesof（1－9）－thindicesamong33、7apaneseindustryindicesofmax－OPtionportfolio，Whereinvestmentperiodis  
19830510－19930527．  
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2．3 Quantile hedgingstrategyofDAA   

一般的に、DAAでは、資産数が多くなったり、investmenthorizonが長いとき（opt・ion満期が長くなる）、t・arget  

optionの価値が高くなり、fundを組成する際のinitialcostが高くなるという欠点があった。それを克服するために、Op－  

tion満期を1年あるいは更に短くしたtargetoptionのroll－OVerStrategyを採用する方法が実務的には採られてきた。  

本稿では、quantile－hedgingstrategy（F61lmer－Leukert（1999）［5］）を資産数の多いmaximumoptionのDAAに  

応用して、上記の問題点の解決を試みる。ここで、次のような連続時間モデルの最適化問題を考える。Notationの  

詳細は［5］参照のこと。  

印（（1一¢岬州  （6）  

S．t．  

sup且★【岬T］≦ケ．  
P★∈ア  

ここで、HTはtargetoptionの満期の価値、4・はrandomizedcriticaltestfunction，71はすべてのcriticaltestfunction  
の集合，l（・）はpenaltyfunction，l（r）＝若（p＞1），ウは許容されるinitialcost，7，はすべてのequivalentmartingale  
measureの集合，（通常のfi1ter付き確率空間を仮定），資産の価格過程は式（1）に従うものとする。なお、本節では金利  

はdeterministicとしている。EquivalentmartingalemeasureP★はnumeraireにmoneymarketaccountβ（t）＝er亡  

をとる通常のrisk－neutralmeasureで  

冨レt＝ど（一石嘲＝‥〆，  

¢た：＝∑転1（〃t－r）  

l  

で定義される。f）★のもとで  

β★＝β＋¢融  

はGirsanov，stheoremから苫－Brownianmotionになる．  

最適化問題（6）は、与えられたinitialcostのもとで、満期でのhedgingportfolioの価値がtargetoptionの価値を  

下回る（risk－neutralでなく0riginalmeasureで測った）リスクに適当なpenaltyをつけた量を最小にする（penalized  

shortfallriskを最小にする）strategyを見つける問題になっている。F611merらはNeyman－Pearsonlemmaを使い、  

上記のoptimalstrategyはoptimalcriticaltestfunction3  

∂＝1＿生色∧1。。〟T，0      〃 
HT 

（7）  

をHTに掛けて条件付き期待値をとったprocessのmartingale表現から得られることを示している。ここで、I（y）：＝  

yl／（p‾l）はpenaltyfunctionの逆関数で、  

m  

J（叩を）＝Cn（51（r））‾βl，  
i＝1  

β1＝αt／（クー1），αl＝∑J（ロ1ア′）こ1（〃J－r）・ここで、  

〃T＝（51V…V5m）  

ととって、そのquantilehedgingstrategyの計算を行う。  

瑚］＝坤1V・‥∨由一叩 ）＋］  

＝ n（5P）－β1Cmqェ（jl，…，jm，∂；叩）  
l＝＝1  

＝ Cm。エ（51，…，5n，a；Crけ），  

ここで、G？は什）から  

ペcβ‡）＝‥CG？り亡，  

G冒‥＝軒βl（りexp（一言写βt（J…一言写β勅卯），  

（8）  

（9）  

｝ 冨；sc霊て 
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のように定義された量である。このとき、  

d5－ア  

∫P  

dG－0  ‾  

‾て・－－ご三∫ニ  

ー∑紬たdβ言，  

であり、numeraireをG？に代えたrelativeassetpriceS．：＝SP／G？，は次のSDE  

碧＝∑（αtた＋∑β勅1t）dβ拉∑緑β言，  
た  J  た  

榊：＝＜箸，箸＞＝∑（軌d亡，  
た  

に従って時間発展する．1はconstantrトVeCtOr（ofones）．Girsanovformulaから  

如）：＝β紬＋∑βJ叫と  

J   

で定義されたnewprocessはBrownianmotionになる．そしてnewprobabilitymeasureP（onFt）は  

♪（人）＝針［1∧］，∧∈ろ．  

で与えられる．  

式（9）をt／（＜Cm。エ（Sl，・・・，Sn；K＝0））に等しいとする方程式をcについて解くとcriticalvaluec★を得る・こ  

のc★を用いmartingalerepresentationtheoremをE★［¢H封Jl］に適用すると，maXimumoption（withoutastrike  

price）のquantilehedgingstrategyを作ることができるoそれは7式（9）より，Strikepricec★rTTとexcessreturnS，  
（I｝－rl）によって修正したcovariance3をもつmaximumoptionのdynamicalreplicatlngStrategyとなっている・  

式（6）では、initialcostをfund価値とするため、たとえtargetoption価値が高くとも、Optionl単位を複製す  

るstrategyとなる。但し、Shortfa11riskを甘受するが、それをできるだけ小さくするようなstrategyとなっている。   

通常、fund価値に対して、targetOPtion価値が高いほど、Shortfallriskは高くなる。以下は、資産数が多く、  

満期の長い設定での実証結果である。risk－neutralmeasureのもとでの通常のhedgingstrategyではrisk－premium  

I｝－rlは必要ないが、quantilehedgeの場合は、それが計算に必要であることに注意しよう。  

dataは前節と同じく、東証33業種の日次データ。図4はquantilehedgeによるDAAのportfblio価値と各asset  

価格の推移を表している。  

この図から、上昇局面では、良く最大資産を追随していることが窺える。最大値を実現しているところでは、数  

銘柄に集中投資をしており、いったん、相場が崩れ始めると、CaShを増やし、分散投資の方向に向かうが、追いつく  

speedはそれ程、速くない。   

図2と図4とを比べると、容易に分かるように、通常のreplicationstrategyでは，1単位でなく何分の1かの  

option単位数をreplicateするため、最大値のその割合のレベルをtrackするにとどまるが、quantilehedgeでは1  

単位のoptionをreplicateしようとしていることが観察できる。   

次の図5，6は図4のvalue推移の期間に対応する各資産のweightの推移を表している．図5は最初の9業種の  

推移であり，通常のmaxoptionのdynamicalhedgeのweight推移図3と対比されるべき図である．   

図6はquantilehedgeの28番から33番めの業種weightの推移を表している．特に34番めのweightはrisk－free  

assetのweightの推移を表している．これは，通常のmaxoptionのdynamicalhedgeでは存在しなかったrisk－free  
assetへのallocationである．   

以上、LDSの適用によって、計算可能になった事例を検証したが、他にも、aSSet allocationmodelで多重積分  
で表現されるものがあれば、適用可能であろう。  
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図4：東証33業種に対するquantilehedgingstrategyに基づくDAA．198305－199305の90期間．◇はhedgingportfblioの推移を表して  
いる。  
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図5：Weightprocessesof（l－9）－thindicesamong33Japaneseindustryindicesinthequantile－hdegingofmax－OPtionportfoIio，Where  
investment periodis198305－199305．  
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図6‥Weightprocessesof（28－33）－thindicesamong33Japaneseindustryindicesandweightprocessoftherisk－freeasset（34－thone）  
inthequantile－hdegingofmax－OPtionportfolio，Whereinvestmentperiodis198305－199305．  

3 下動上方確率の最適化  
前節では、下方の損失額を最小にする最適化問題を考察したが、ここでは、金額でなく確率を最適化する問題を  

考察する。  

3・1 Maximization of upside－Chamce probabi皿ity and minimization of the  
downside－loss probability   

以下はSekine（1999）［14］で紹介された問矧こ対して、Karatzas－Cvitanic（1999）［4］，Spivak－Cvitanic（1998）［16］で  

示されたようなLegendre－Fbnchel変換を使った別証を与える。その他、幾つかの発展的ケース、tradingstrategyの  

explicitな計算法、具体的な計算例を付け加える。まず、最初に、次のような下方，上方確率に関する最適化問題を考  

えよう。   

（  

P（ガT≧〃）蠣αP（ズT＜  
（10）  

maX  

汀∈A（∬）  

ここで，XTはportfblioのvalueprocess（X（0）＝X）を表し、  

坤）＝ト争車）糾針（り［岬せ㈱（り 
＝ r（り∬（り加＋方′（り（〃（り－r（り1）＋汀′（り坤）dβ（り  

＝ r（りズ（け加＋汀′（り坤）d点（り．   

］  

（11）  

紳）＝J‾1（〃M－r（申）とし、Girsanovの定理より、如）（‥＝β（り＋£¢（u）du）は  

βt：＝霊レt＝g（イ拙dβ（u）） 【  

で定義されたprobabilitymeasurePo）もとの苫－Brownianmotionである0また、β（E）：＝eXP（J：r（u）du）・7（t）＝＝  

1／β（t）とする。numeraireをβ（t）としたdiscountedfbrm（各確率過程にはtildeをつけるものとする）で上のSDE  
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を書き直すと，  

d継汀佃）d軸＝汀′（  （12）  

最適化問題（10）のA（x）はxからスタートするX（t）のadmissibletradingstrategy7Tの全集合とする。最適化問題  

（10）で、randomvariableH∈L2（n，F（T），P）はtargetのcontingentclaimであり、例えば、DAAでは、特定の  
indexportfblioや、rePlicateしたいoptionなどを採用すればよいであろう。〃だけならKaratpzas－Cvitanic（1999）［4］  

で既に解かれているが、ここでは、Lとして、例えば、riskfreeassetのterminalvalueなどを想定し、それより下  

にvalueが下落した場合にpenaltyが課されるような、いわゆる、uPSidechanceとdownsideriskを併せて考える  

問題になっている点が特徴的である。〃だけの問題に比べて、（山lエ（山）＞ズ（山）＞〃（山））のときなどに、pOrt・hlio  

valueがエより上に，最適化の結果，引き戻される効果が期待できる。  

以下では，Sekine（1999）［14】とは別のdualityapproachを使った証明を与える。P（XT＜L）＝1－P（XT≧L）  

であるから、最適化問題（10）は，maX汀∈A（。）（P（ズ（r）≧叫＋αP（ズ（r）≧上））と同等であり、更に、Z‥＝〃－一Y  

とし、Zで表すと  

（P（Z＜0）＋αP（Z＜〟‾エ））・  
汀）  

となるo F（z）：＝1（z≦0）＋α1（z≦h）に対して、次のF（T）－meaSurableLegendre－Fenchel変換  

軸）‥＝誉器（1｛z≦0｝＋α1｛z≦勘＋ぐz），0＜ぐ≦∞  

（13）  

（14）  

を考える。ここで斤‥＝〃－エ．この最大値は、  

斤（（）＝（1＋α）∨（蕗＋α）∨（〃  

であり，各最大値が達成されるZの値を求め、ズについてまとめると，いづれか1点で最大値が達成されるものは  

〃－（肌A（（）＋飢鞘）＋01c（く））＝ 〃（ト1A（く）－1鞘））＋いいβ（（）  

＝‥ 〃1A（く）＋廿鞘）  

となる。ここで、  

A（（）‥＝（ぐ上＞α，（〃＜1＋α），  

β（く）‥＝（（⊥≦α，ぐ斤≧1），  

C（（）：＝（拍＜＝〃＜1＋α），  

A（（）：＝（岬＜1＋α，蕗＜1〉・  

ズ■（ぐ）を構成するものは，その他に2点或いは3点で最大値を達成するものであり，これらをすべて考慮すると，  

ズ■（（）＝ 〃1A（く）＋n鞘）  

＋〃1（釦（く鮎1，岬＜1＋可）＋〃1（川（く〃＝1巾，く慮＜l））  

＋（飢（m（く⊥＝。，く〃，1＋刷＋別（F叫くエ＝。，（恥1＋刷〉  （15）  

＋〈叫〃1叫呵鼠匝く瑚＋叫研．＋可緑＝抑｝〉・  
となる。ここで、E，F，Hl，H2∈アT．βt：＝7（t）p亡とし、上式の（をぐi；Tとすると、Legendre－Fenchel変換の式から、  

F（Z（T））≦斤（（βT）－（わZ（r），a．S．  

が得られる。両辺の期待値をとると、  

（P（叩）≧〃けαP（叩）≧用≦E［柚T）ト酋βT（〃－叩））】  
汀）  

≦ E［斤（（βT）トり〃（0）－∬）＝‥G（（）   （16）  

となf）。ここで、第2の不等式は（鬼（t））tがβ－Supermarting？leであることによる0式（16）の右辺を最小にする（の  
値を（と書くことする。式（16）の等号は、このとき、・E［ス∵（（βT）］＝∬で成立し，最適化後の目的関数の値は  

max（P（ズ≧〃）＋αP（ズ≧上））  
Tr   

＝ 郎βT肌。（ぞβT）＋（玩滴＋α）1姉T）＋（1＋α）1。（そβT）ト錘［わ（〃一対】   

＝ E【（1＋α）1。（ぞ∂丁）＋α1β庖丁）］－～〈恥T（肌A（扁）＋1β而T））トニr）  
＝ E［1c（～βT）＋α（1両βT）＋1c（そβT））］  （1丁）   
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となる。この証明では〃（u）≧エ（山）（onみ）は、その候補を適当に選ぶ際に、必ずしも満たされている必要はない。   

tradingstrategyはMal1iavincalculus（Clark－Karatzas－Oconefbrmula，SeeKaratzas－Shreve（1998）［8】）を援  
用すると、以下のようにportblioの価値過程の計算を経ずに，直接，求めることができる。  

止t  

勘仇鬼傘（r）l九】d丸．  
（18）  町㍍（r）I乃】＝∬＋  

ここで、次式  

桝仇譲■（r）l九］＝勘仇弟1A（拓）＋αβふ1β㈲T）l九］，  

＿1dj（u）                  d点（u）＝J一丁  

・ゞいり  

に注意すると、当該のHとLに対してMalliavinderivativesの計算を更に進めて、最後は高次の分布関数か、単純  
な多重積分のMonteCarlo計算に帰着させ、tradingstrategyをexplicitにLDSを使って求めることが可能である。  

〃＝（ぶ（r卜打）＋なら呵βu桁1訂孔］＝叫軋み1（g（T），∬）1Alアu】＝E［J叫）1（u≦T）1（∫（T）＞呵1Al九］，第2節  
のmaximumoptionの場合なら、H＝VtSi（T）に対してE［Du，kHTIA［JL］＝∑．q－kE［∨∫≠tSj（u）1（u≦T）1AIJL］  
のように計算できる。  

簡単に具体的計算ができる例として、Black－Scholeseconomyでのca1loption H＝（S（T）－H）＋を取り上げて  
みよう。  

物一書¢2T 

押：＝lキ＝e一 ，  

¢‥＝J‾1（〃一冊：＝er亡，7t：＝，β亡‥＝7亡β亡  

とし、  

A（ぞβγ）＝（ぞゎ〃＜1＋α，～ゎ斤＜1），  

β（ぞみ）＝（ぞわエ＜α，ぞβT倉≧1），  

で、Calloptionpayo仔H＝（S（T）－K）＋，fl00rとしてmoneymarketaccountL＝βTを選ぶ。そのとき、quantile  
hedgeによるtimetのcalloption premiumは  

C（り＝鴫肌A（そβT，閃＋鴫椚β㈲閃  
＝ 坤）（Ⅳ1（往VzA－へ斤）－Ⅳ1（祐一J、斤）〉  

－ 〟e‾「（T‾り （Ⅳ車〃∨ヱA卜Ⅳ1（zⅣ））  

＋（Ⅳ1（諸∨猪卜凡（z∬））  （19）  

となる。ここで、丁：＝r一亡．  

〃（z）‥＝坤）eJ㍉ヱ一書J2丁一打e－rT，  

β－1（z）：＝e¢㍉ヱ一書¢2丁  

とすると、Z打は叫z）＝0の解。また、Z孟，凄まそれぞれ7T〃（g）＝戸手1（z）（1＋α）／く，7T叫z卜1＝β妄1（z）／～を満  
たす解，Z君，Z芸はそれぞれ1＝β妄1（z）α／～，7T叫ヱト1＝咋1（z）／ぞを満たす解である0   

本節の最適化問題は、更に、多段階の損失（エl＞エ2＞…＞エn）の確率にべナルティを課した項を付け加えた、  
次の間題に拡張可能である。  

▼l  

汀誓葦，（P（ガ≧均一∑α‘P（ズ＜瑚・                   i 
＝1  

（20）  

少し書き直すと  
†l  

打誓葦，げ（ズ≧叫＋∑αlP（ズ≧刷・  
t＝1  

Z：＝H－X，hn－1‥＝H－Liとし，F（z）：＝1（z≦0）＋∑ニlαil（＝≦jln＿t）に対して、次のF（T）－meaSurable  

Legendre－Fenchel変換  
m  

柏）：＝誓（1｛ヱ≦0｝＋∑α‘1｛ヱ≦軋I｝＋（z）  

t＝1  

（21）   
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を考える。この最大値は   

n Il  

鞘）＝（1＋∑αt）＞（（藍＋∑αJv…∨（（仇＋α1）∨四  
I＝1 1＝1  

であり，各最大値が達成されるZの値を求め、ズについてまとめると，同時に最大値を達成する表現を除いた部分は  

n  

（22）  ズー（（）＝〝－∑由｛。倉両，（1＋∑ニ1。l，∨た1，≠．（く叫∑さ＝1。l，｝    J＝0  
となる。ここで片。＝〃とした。このとき、最適な～はE［ズ（ぐわ）］＝∬から決められ，最適化後の目的関数の値は  

‥‥ごトー  

rl  

≧叫＋∑αlP（ズ≧  

l＝1  

＝E［斤（ぞβT）トぞ（〃（0ト∬）  （23）  

となる。  

3．2 一般的評価関数による最適利得・損失   

前節では上方・下方確率の最適化を取り扱ったが，本節では、確率でなく、利得・損失額の最適化を考察する。次  
のような最適化問題  

（U（ズ≧什トαβ（ズ＜上））  
汀，  

（24）  

で、pOrtfblioの期末のレベル〟を上回る利得を評価関数U（・）で測った値を最大にし、レベルエを下回る損失を評価  

関数β（・）で測った値をペナルティの形で入れて最小化する問題を考えよう0ミの問題で、エがない場合は、第2節  
の実証で扱ったものである。Z＝H－Xとし、F（z）：＝U（z≦0）－αD（z≦H）に対して、次のF（T）一meaSurable  
Legendre－Fenchel変換  

f（＜）：＝措｛U（（－h－Z）＋）－W（z＋）＋＜z｝  
（25）  

を考える。ここでは、実際には、F61lmer－Leukert（1998）［6］で取り扱われたような、U（x）＝Xu（u≦1），D（x）＝Xd（d≧  
1）などの形を念頭に置いている。打て∬），β′（∬）の逆関数をそれぞれん（y）ん（y）と表すことにする。Z左＝一片一丁こ′（（），  
Z；＝Jパ…），そして  

u右（ぐ）‥＝ U（（一片－Z左）＋）＋（Z右，  

巌（（） ：＝ －αβ（Zこ＋）＋（Z；，irZ；≦エ，  

軋（（）：＝ －αβ（エ）＋（エ，irZ；＞エ，  

（26）  

とすると、目的関数の最大値を達成する確率変数ズ●に関して、同時に最大値を達成する部分を除いた表現は、次の  

ようになる。  

ズ●（ぐ）＝ －Z左1｛u描）＞山神1｛Z；≦り＋㈱1｛Z；＞り｝  

－Zヱ1（Z；≦い症（（）叫…＋り1－1（Z；＞エ，uL（（恒；（く）））  

最適化後の目的関数は  

E杭（どβγ）∨（症（ぞわ）1（Z；≦り再（eわ）1（Z；＞り）卜如0－け  

最適な～は確率変数ズ●の期待値がE［ズ■（～わ）］＝∬を満たすように決められる。  

（27）  

（28）  

4 Dri氏の推定   

Perftcthedgeの場合は必要なかったが、quantilehedgeの場合、それを実装する際に、driftの推定が必要であ  
る。ここでは、ひとつの可能性としてBayes統計に基づく方法を紹介する。分散・共分散行列が既知として、不確実  
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なdriftの推定に関して、まず、driftに関する事前情報に基づくpriordistributionを用意する4。Sekine（2000）［15］  
ではdriftについて上下限の情報が付与されているような状況が考察されたが、それは以下で述べるように、driftに  

truncatedpriordistributionを課す設定に似ている。Bayes統計に基づく方法では、時間とともに、情報が開示され  

るにつれて、そのfeedbackがdatadensity（1ikelihoodfunction）を通じてposteriordistributionに反映される構造  

になっている。これは，Bayesの公式から、POSteriordistributionはpriordistributionに現在までに得られている  
観測データから作られるdatadensityを掛けて得られるという基本定理による。   

DAAではinvestmenthorizonに至る途中の適当な時期に、通常、rebalanCeを行うが、その際のdriftの推定を、  
その時点のdriftのposteriordistributionから得られた量を用いて行おうというのが、ここでの一つの提案である。  
近年、MCMC（MarkovChainMonteCarlo）の技術が発展しており、それを適用して、driftの推定、または一期  
先（または数期先）のdriftの予測などが利用可能である。riskに関係するcovarianCeについても、同様にposterior  
distributionを生成することができるため、更に実証研究の余地はありそうである。  

4。1 運用者のⅤ五ewの反映   

Bayes統計に基づくportfblio選択modelには、実務でよく使われているBlack－Littermanmodel［3】や、最近で  
は【2］，［11］，［12］などがある。・Black－Littermanmodelは投資家のview（priordistribution）が投資の意思決定に反映  

されるモデルであり，後者のmodel群は将来のreturnをMCMC（Markov－Chain－Monte－Carlo）などにより生成す  
るものである。  

個々のreturnはrt＝St／Sト1－1～Nn（p△t，（JJl）△t）．以下の記述は、△t＝1とし、  

rt＝〃＋仁t，亡t～i・五・d・Ⅳ（0，∑）  
（29）  

を仮定する。   

Bayes統計では、ParameterO＝（I｝，∑）に不確実性があると見徹し、ある一定の分布に従うと仮定する。0に関  

する情報量に応じて、通常、以下のようなpriorを用いる。   

・何も情報がない場合‥di鮎sepriordistribution；P（FJ，∑）＝P（I｝）p（∑），P（IJ）＝COnStant，P（∑）∝l∑r（n＋l）／2  
・retumに関して何らかの情報に基づく予想値を持ち得る場合‥P（I｝，∑）＝P（∑）p（IJl∑），P（Fll∑）に期待returnの  

予想値とそれらの確信度を入れたnormaldistributionを想定する。上下限が予想できるのであればtruncated   

normaldistributionなどでもよい。P（∑）はdi斤usepriorかInverseWishartdistributionなど。   

その他に、Black－Littermanmodelでは、均衡returnの概念のもとに、risk－returnの線形関係を想定したり、aSSet  
の構成比率に順序構造を入れたりするなど、幾つかのpriorの設定の仕方が提案されている。  

4。2  MCMCによる推定   

parameterseto＝（FL，∑）にH期先のreturn（rT＋s）芝1を付け加え、これらの同時posteriordistributionを，観  
測されたdataset（r亡）た1に基づき、適当なpriorを仮定し、MCMC（Gibbssampling）により生成する［2］，［11］，［12］。   

まず、parameterSetを初期化し、以下の手順を安定な値が抽出されるまで繰り返し（s＝1，2，…）、所望のpos－  

teriordistributionに到達する。  

（1）〃（5）～如t∑（両），（ー打ご）措1；（rf）た1）  

（2）∑（5）～p（∑l〃（5），ir㍍））廷l；（ー－）た1）  
（3）（ー軋濃1～p（（rnH濃1l〃（5），∑（5）；（r基1）  

∑のposteriorが必要なければ、上記の手順からそのphaseを外せばよい。また、1期先のpをrebalance時に使いた  

いのであれば、〃＝1とすればよい。  

5 結び   
一般的に、OPtionのDAA戦略では、investmenthorizonが長かったり、多資産に依存するpayo月－を持つとき、  

そのコストであるoptionpremiumが高くなり、1単位のoptionを買えなくなる。本稿では、その短所の克服と、  

downsideriskに焦点を当てたstrategy構築を目指して、quantile（partial）hedgingstrategyに基づくDAA  

の研究を行った。   

今後の課題としては  

4そのような設定は、幾つかの理由から実務的に好まれている。  
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＊その他のquanti）ehedgingstrat・egyでの実証   

＊ MCMCと組み合わせたモデルでの実証  

など。  
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