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概要：オプション価格における単調性と凸性はこれまでにも議論され，多くの有  

益な結果が得られてきた．本稿では，これらの結果を整理し一般化を図る．  

1 ブラック・ショールズ・モデル  

安全証券の瞬間的な収益率を一定（r＞0）とし，配当のない原証券（危険資産）の価格過程  

β（t）は確率微分方程式  

d5（f）  

β（t）  

（1．1）  ＝〝（f）df＋Jdz（f）， f∈【0，r】； ぶ（0）＝ぶ，   

に従うとする．ここでrは将来のある時点，αはボラティリティで正の定数，〃（f）は期待収  

益率である．また，mOney－marketaccountを  

β（f，r）＝er（r‾t） ， f≦r，   

で表わし，β（0，りをニューメレールとする相対価格を   

卯）＝，叫，r】，  

と書く1．このとき，β＊（りは確率微分方程式  

（1．2）  

（1．3）   

dぶ■（り  

β＊（り  

＝（〃（り－r）虎＋Jdz（り， f∈［0，r】； ぶ＊（0）＝ぶ（0）＝ぶ，  

に従う．ここで  

Jdz霊（f）＝（〃（り－r）亜＋αdz（f）， f∈【0，r】，  

1以下では，価格cに対して∴β（0，f）をニューメレールとする相対価格をc■で表わす・  
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で定義される坤）を標準ブラウン運動にする確率測度P＊を考えれlヂ，ア暮の下でぶ＊（t）は確  
率微分方程式  

dぶ＊（t）  

β＊（り  

（1・4）  ＝Jdz■（f）， f∈［0，r】； β＊（0）＝β，   

に従う．したがって，β＊（f）は凹こ関してマルチンゲールである・   

満期r，行使価格∬のヨーロピアン・コール・オプションの価格cを求めよう・これは   

呵∬）＝（∬－∬）．；‡わ＋＝m弧（0，∬），  （1・5）  

をペイオフ関数とするデリパティプである。いま，時点fのコール・オプションの相対価格  

C＊（りが原証券の相対価格ぶヰ（f）で複製されるとする・すなわち，ある叩）が存在し   

c暮（f）＝C暮（0）＋上土β（岬（祝），棚r】，  （1・6）  

と表わされるとする．g♯（t）はPヰに関してマルチンゲールなので，（1・6）式の確率積分もマル  

チンゲールである．満期では（1・5）式から  

（β（r）－∬）＋  
C（r）＝（ぶ（r）－∬）＋， C■（r）＝   

β（0，r）  

が成り立つので，コール・オプションの時点0における価格は  

（β（r）－∬）＋  
（1．7）  c＝C■（0）＝j㌢【C■（r）】＝β＊   

β（0，r）   

を評価することで得られる．ここで坤ま凹こ関する条件付き期待値を表わし・β■＝燭と  
おいた．   

ブラック・ショールズ・モデルでは金利とボラティリティが確定的なので，（1・7）式は  

」打  

（1．8）  （＝確定的）   c＝β■【（ぶ＊（r）－∬つ＋】， 〝■＝   
β（0，r）  

となり，ぶ暮（りは（1．4）式からP■の下で対数正規分布に従う．・（1・8）式を評価するために   

ズ＝log＝log 苧…叶苧㌔r）  
とおき3，   

椚（β・（rト∬り＋］＝紆［ぶ＊（r）1（叩）≧呵卜∬＊P＊（β＊（r）≧紆）  

を考える．ここで1Aは定義関数で，Aが真のとき1A＝1，偽のとき1A＝0である・ズの密  

度関数をん（∬）として  

（1．9）   ん（∬）＝e才メガ（ェ）， エ∈戯，  

2このような確率測度の存在はギルサノフの定理から保証される・  

3ズ～Ⅳ（拘J2）は確率変数ズが平均捗分散α2の正規分布に従うことを表わす・  

－20 －  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



とおくと4，ル（∬）＞0かつ   

エ 机埴＝瑚＝如（r）］ 

であるからル（∬）は密度関数である．ここでβ＊（りはP＊に関してマルチンゲールであること  

を使った．この密度関数をもつ確率変数をyとすると   

鮮［β＊（r）1（叩）≧呵］主乱打［eズ1（geズ≧呵】  

＝βエeJl｛ge畢｝以⇒血  

＝βエ1｛ぶe騨｝榊）血＝β叩ey≧∬り  

となるので，コール・オプションの価格は  

c＝βP■（ぶeγ≧∬つ－∬暮P■（βeズ≧∬り   

で与えられる．（1．9）式から，yの積率母関数は  

（1．10）  

〈芋冊2r芸）   
my（り＝叫etyl＝呵e（叫）ズ］＝eXp  

となるので，yは正規分布〃（J2r／2，J2r）に従う．以上から，有名なブラック・ショールズ  

の公式  

log（ぶ／∬）＋rr．叫庁  
c＝ぶ◎（功一∬eイr◎（d－JV暫）， d＝   （1．11）  

叫庁   

が得られる．ただし◎（z）は標準正規分布の分布関数である・   

コール・オプションの価格cは（ぶ，r，∬，J，r）の関数である．ブラック・ショールズ・モデ  

ルでは，価格cの各パラメータに関する感応度が簡単に計算され，  

Cg ＝ ◎（d）  

Cββ ＝ 志¢匝）  

匂∬ ＝ 一斉該¢匝）  

0
 
0
 
0
 
 

＞
 
＞
 
＜
 
 身 ＝姦¢㈹＋∬灯げ◎何一叫庁）＞0  

（1．12）   
c∬   －e－rr◎（d－叫庁）  

C∬∬＝斎㌫¢（叫  

cJ  ＝ ぶノテ¢（切  

ら ＝ ∬re一げ◎（d－叫庁）  

＜0   

＞0   

＞0   

＞0  

4変換（1．9）をEsscher変換といい，保険プレミアムを算出する代表的な考え方である・Esscher変換の経済  
学的な意味についてはBdhlmann（1983），Iwaki，KijimaandMorimoto（1999）およびそこでの参考文献を参照  
して頂きたい．  
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が成立する5．ただしらは価格cの変数gに関する偏微分，¢（d）は標準正規分布の密度関数を  

表わす．したがって，たとえば，コール。オプションの価格cは現在の価格5に関して単調  

増加で凸，行使価格∬に関して単調減少で凸となる。  

2 既存研究のおもな結果  

原証券価格坤）においてぶ（0）＝∬のとき島（りと書くことにする・リスク中立確率ア♯の  

下で叩）が拡散過程とすれば，叩）は強マルコフ性をもつサンプル‥パスが連続な確率過程  

である．ご＜yに対して   

丁＝iヂ（雛）≦島（触 ご＜y，  
とおく（Tは停止時）．ここで新しい確率過程  

｛ 

島（f），0≦志≦mim（γ，T），  

量（り，mh‡r，丁｝≦f≦r，  
克（り＝‥  

を定義すると，克（f）と島（りは同じ確率法則に従う拡散過程である・しかも，すべての時点  
において  

包（f）≦量的， £∈【0，牲  

が成立するので，単調非減少なべイオフ関数九（£）をもつデリバティブにおいて  

呵量（釘））  

となり，デリバティブ価格のSに関する単調性が示される．これがHobson（1998）のcoupling  

議論による証明の概略である．この議論は金利が確率的な場合にも適用できる．批）bson（1998）  

は同様の議論を使って，呵ヱ）が凸のとき価格のぶに関する凸性も示した。これらの結果の別  

証として，EIKarouietal．（1998）とBergmanetal・（1996）を参照して頂きたい。   

デリバティブ価格の捌こ関する血性を使うと次の重要な結果が得られる．   

命題2．1金利を確定的とし，筏（t）を拡散過程とする。ボラティリティにおいて，孟（Ⅳ（ご，り）  

は有界で連続とし，さらに  

α1（ご，り≧勒（∬，り， ま∈【0，叫，   

5導出にあたっては，関係式  

卵（可＝∬eイT¢（d－の庁）   

を利用する．  
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が成立するとする．このとき，ペイオフ関数が凸ならば，ある正規化条件の下でデ リバティ  

ブ価格に関してCl（り≧G（f）が成立する．  

いまJ2（ご，りが正しいボラティリティであったとしよう．ショート・ポジションをもつ投  

資家がボラティリティをJl（ご，りであると推定し，複製ポートフォリオによりリスクをヘッジ  

したとする．このとき，命題2．1から，ヘッジ・ポートフォリオの価値はつねに真のデリバ  

ティブ価値よりも大きいので，この投資家はショート・ポジションのリスクを完全にヘッジ  

したことになる．   

なお，Bergmanetal．（1996）では確率ボラティリティ・モデル（ボラティリティ変動が他  

の不確実性のソースから生成されるモデル）におけるオプション価格の引こ関する単調性と  

凸性を議論しているが，本稿では省略する．  

3 デリバティブの評価方法  

ここでは，経路に依存しないペイオフ関数ん（∬）をもつ満期rのヨーロピアン・デリバティ  

ブを考え，その時点tにおける価格をC（りとする．  

3．1 リスク中立化法  

第1節でブラック・ショールズ公式（1．11）を導いた方法がリスク中立化法である．この項  

では，確認の意味で一般的な枠組みでリスク中立化法を説明する．   

安全証券の瞬間的な収益率をr（りとし，配当のない原証券（危険資産）の価格過程5（りは  

確率微分方程式  

√措（／）  

ぶ（り  

＝〝（f）df＋J（f）dz（f）， f∈［0，rl； ∫（0）＝β，  （3．1）  

に従うとする．また，mOney－marketaccountを   

β（用＝eX項r申ヰ f≦r，   （3．2）  

で表わし，〃（り，（申），r（りは苫＝J（z（5），5≦壬）に適合する確率過程とする．β（0，りをニュー  

メレールとする相対価格を（1．3）で表わすと，  

坤）dz暮（り＝（〃（り－r（り）df＋（申）dz（り， f∈［0，r］，   

で定義されるz■（りを標準ブラウン運動にする確率測度ア★に関して，ぶ＊（りは確率微分方程式  

dぶ＊（り  

∫■（／）  

＝（申）dz＊（り， 壬∈［0，r】； β＊（0）＝5，  （3．3）   
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に従うことが示される・したがって，正規化条件の下で，β♯（りは原審に関してマルチンゲー  

ルである。   

デリバティブの価格付けもブラック。ショールズ0モデルの場合と同様である。いま，デ  

リパティプの時点‖こおける相対価格げ＊（りが原証券の相対価格β＊（りで複製されるとする。  

すなわち，ある叩）が存在し   

げ♯（り＝叩）＋撫岬（視），棚孔  （3・4）  

と表わされるとする。β＊（りは閻こ関してマルチンゲールなので，ある条件の下でCヰ（りも  

マルチンゲールとなり，デリバティブの時点0における価格は  

ゐ（ぶ（釘））  
ぴ（0）＝げlO）＝屈ヰ【C♯（釘）】＝屈¢   （3．5）  

を評価することで得られる。特に，コール0オプションの場合には（1。7）式，すなわち  

」灯  

C＝屈＊【｛ぶヰ（釘）－∬＊｝＋】， ∬傘＝   （＝確率的i官金利が確率的）  （3．6）  
腰（0，釘）  

を評価すればよい．   

B訂騨name七al・（1996）は確定的な金利下で次の結果を示した。ここではKりima（1999）に  

よる別証を与える。   

命題乱孔ペイオフ関数ゐ（ヱ）は非減少㌧血かつ呵0）＝0とする。このとき，価格関数は満期  

までの時間について非減少となる．  

証明：郡，豆＝1，2，を満期までの長さとし孤＜孤とする．また，C（五）を満期以外は同じデリ  

バティブの価格とする。（3．5）から  

ゐ（β（耶））  
C（り＝居中   ， 五＝且，2．  

与えられた条件の下で   

≧申）・  

であるから  

叫ぶ（範））  

ゐ≧1，  

≧ゐ（腰（0，耶）ぶ＊（範））．  
β（0，鞄）／β（0，弟）  

したがって  

C（2）≧屈ヰ  喝脾岬（の，孤）ぶ＊（範））］  ゐ（腰（0，れ）ぶ＊（耶）  ＝C（1）   

眉（0，耶）   腰（0，孤）  
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ただし，2番目の不等号は（九（β＊（f））；0≦f≦r）がP＊の下で劣マルチンゲールであることに  

よる（九は凸関数）．  

命題3．1はリスク中立化法が適用される限り任意の価格過程に対して成立することに注  

意．この命題の仮定は，通常のコール・オプションでは成立するがプットでは成り立たない．  

実際，ブラック・ショールズ式においても，プット・オプションの価格は満期までの長さに  

関して単調ではない．   

申題3・2金利だけが異なる2つのデリバティブを考えて，すべての時点においてrl（り≧  

r2（りとする．このデリバティブの複製ポートフォリオにおいて安全資産を借入れるならさヂ，  

Cl（f）≧G（りが成立する．  

証明‥デリバティブ価格C（f）が原証券価格叩）と安全資産β（0，りで複製される，すなわち  

（3．4）式から   

Ⅰ 

G（f）＝G（0）＋か（哺（0，小上頼）d坤），吋0，r】；五＝1，2，  
が成立するとする．上式の0（u）は（3．4）式の0（u）と同じであることに注意（Gemanetal．（1995）  

を参照）・ここで，おのおのの価格過程をβ1（0，りの相対価格で考えると   

q（り＝Cl（0）＋上土β1（岬（祝），   
q（f）＝G（0）＋上土岨（r2（祝）－rl（Ⅶ））榊坤＋上tβ2（岬（祝）  

となるが，2つのデリパティプは満期rでペイオフが一致するので   

q（0）＋上γ咽dβ暮（祝）   

T 
＝G（0）＋上 岨（r2（祝）－rl（祝））卵，埴＋上rβ2（岬（祝）  

が成立する．β■（りはP■に関してマルチンゲールであり，仮定からら（Ⅶ）≦0かつrl（り≧r2（f）  

なので，上式の両辺に期待値をとれば   

榊）＝G（0）＋上r印2伸2（祝卜巾））御調血≧G（0）  

が得られる．以上の議論は任意の時点fにも適用される．  

3．2 フォワード中立化法  

時点fにおける満期rの（信用リスクのない）割引債価格を一項，r）とし，V（f，r）はリスク  

中立確率P■に関して確率微分方程式  

6たとえば，通常のコール・オプションでは安全資産をショートする．  
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血（壬，釘）  
（3．7）  ＝r（り戯＋恥（f，釘）d電（れ  £∈【0，明，  

V（ま，γ）  
に従うとする7．ただしγ（りは（確率的な）瞬間的スポット。レートで  

1mv（f，釘）  

一芸叫，砿  γ（り＝一触   
再 甘’－老  

で与えられる。また，（配当のない）原証券価格は確率微分方程式  

dぶ（f）  

β（t）  

（3．8）  ＝＝r（f）d壬＋恥（りdz㍍り， f∈【0，列； ぶ（0）＝ぶ，  

に従うとし，厨＊に関する標準ブラウン運動z芸（り，電（りには相関があってもよいとする。   

割引債価格v（£，甘）をニューメレールとする証券の相対価格を   

卯）＝ 0≦£≦訂，  
，  

（3。9）  

とする∴ダ（りは叩）の満期釘の先渡価格である8。前項で説明したリスク中立化法と同様に，  

ある確率測度厨rに関して標準ブラウン運動zr（f）が存在し，先渡価格は  

＝α榊ア（り， 吋0，珊 瑚）＝品，  （3．10）  

と書くことができる9。リスク中立確率厨＊と異なり，厨アはニューメレールとして選んだ割引  

債の満期耶こ依存する．（3．川）式より，厨rは先渡価格をマルチンゲールにする確率測度であ  

るから，厨rをフォワード申立確率と呼ぶことが多い。   

さて，フォワード中立化法でも，デリバティブの時点電における先渡価格Cr（りを原証券  

の先渡価格ぶγ（りで複製することを考える。すなわち，ある叩）が存在し   

♂（り＝呵0）＋底量β（岬γ（祝），吋岬，  
と表わされるとする。ぶア（£）は厨rに関してマルチンゲールなので，ある正規化条件の下で  

げr（f）もマルチンゲールとなり，デリバティブの時点0における価格げ（0）は   

（3・11）  卯）＝印判＝叫岬（瑚，卯）＝器  
を評価することで得られる。ただし好は厨rに関する条件付き期待値で伊＝邸と書いた。  

（3．1り式において  

βr（釘）＝ぶ（郡）， V（釘，郡）＝1  

であることに注意されたい。特に，コール。オプションの場合には  

C  

V（0，γ）  
♂＝厨r［膵（釘）一郎．］， ♂＝  （3．12）  

となる。（3．6）式では∬＊は確率的であるが，（3・12）式では∬は確定的（行使価格）である。フォ  

ワード中立化法の詳細は木島（1999）を参照して頂きたい。   

ケ観測確率から出発しても同様の議論が展開できるが，その場合にも価格付けが可能（リスク中立確率が存  

在）であることを確認しなければならない・   

8以下では，価格eに対して，t申，訂）をニューメレールとする相対価格を♂で表わす・   
9金利が確定的な場合にはu（蕊，ア）＝β（0，り／β（¢，ア）なのでぶT（り＝β（0，r）ぶ＊（りとなり，リスク中立化法  

とフォワード中立化法は本質的に同じである．  
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4 拡散過程とTbtalPositivity   

この節では，先渡価格ぶr（f）がPrに関して拡散過程の場合に，デリバティブ価格のぶに  

関する単調性と凸性をTbtalPositivityの理論を使って証明する10．   

いま（3・10）式において，ボラティリティ叶（りは状態βr（t）と時間まのみに依存し十分なめ  

らかとする．すなわち，先渡価格ぶr（f）は確率微分方程式   

＝岬（卯）dzr（f），吋岬；卯）＝ 
v  

に従い，その解は存在するものとする．また，拡散過程βr（f）の推移密度関数を   

pT｛卯）≦げ（0）＝ヱ｝，ご，y≧0，  紬）＝孟  

とする．  

（4．1）  

定義4・11・実数値関数K（r，y）がTP，（totallypo血iveoforderr）であるとは，すべて  

のm＝1，2，・‥，rとすべてのご1＜ご2＜…＜ごm，yl＜y2＜‥・＜ymに対して  

∬（∬1，yl）∬（∬1，y2）… 〟（∬1，ym）  

∬（∬2，yl）打（ご2，y2）‥・〟（ェ2，ym）  
det  ＞0   

∬（ェm，yl）∬（ごm，y2）・‥ ∬（ごm，ym）  

2．すべてのrに対してTPrであるとき，K（x，y．）はTP（totallypositive）であるという．  

Karlin（1964，p58）によると次の結果が成立する．これは，拡散過程が出生死滅過程の極  

限であることから示される．   

補題4・1ズ（りを強マルコフ過程とし，その推移密度関数をpt（ご，y）とする．このとき，次  

の3条件は同値である11．   

1・すべての壬に対して釣（∬，y）はTP2  

2・すべてのりこ対して釣（ヱ，y）はTP  

3．ズ（f）のサンプルパスは連続   

系4．1拡散過程の推移密度関数釣（∬，y）において  

10TbtalPositivityの詳細についてはKarlin（1968）を，よく使われる部分の概略についてはKijima（1997）の  

付録Cを参照して頂きたい．  

11Kりima（1998）によると，（離散状態）マルコフ連鎖では，ある条件の下で推移分布関数ろ（∬，封）がTP2であ  

ることとズ（f）が下方にジャンプができないことは同値，推移生存関数戸t（〇，y）がTP2であることとズ（f）が上  

方にジャンプができないことは同値である．  
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釣（ヱ2，封）  
エ1＜ご2ならば   は封に関して蝉調非減少  

釣（ご1，封）   

したがって，ぶr（0）＝ヱのときの（乳叫の解を錯（りと書けば，錯（りは苫に関して確率的に増  

加，すなわち任意の甜≧0に対して  

gl＜ご2＝⇒厨r‡環（り＞郎≦厨訂｛咤（り＞∬｝  

が成立する。  

数列（恥…，ごm）における符号の変化の回数をぶ（現，…，ヱm）で表わすことにする。実数  

上の関数。拍）の符号変化の回数は  

ぶ（J）＝SⅧpぶ（∫（り，∫（壬2），…，錘m））， f且＜£2＜…＜fm，   

で定義される。ここでs叩はすべてのmとすべての可能な数列（ま1，…，まm）に関して取られ  

る。次の結果はVDP（Ⅴ訂i血血トdim血地i喝prOpe町七y）と呼ばれる．   

補題乳2 ∬（∬，封）をTpγとし   

タ（ヱ）＝距如）畑）軸  

とおく。このとき，  

皿・ぶげ）≦γ一－1ならばぶ（タ）≦ぶ（∫）   

2・拍）を区分的連続としぶげ）＝鞠）＝r一皿とする。このとき仲）とガ（‡）の符号変化  

のパターンは同じである。   

定理4・1伊（りはダ¶こ関して拡散過程とし，デリパティア価格げ＝C（0）は（3・11）式で与  

えられるとする。このとき，   

1．呵エ）が単調非減少ならばげはぶに関して単調非減少．  

2・呵ヱ）が凸（または凹）ならばぴはぶに関して凸（または凹）。  

証明：1．ぶア（01＝∬のとき   

g（£）＝呵九ド（甘川叫0）＝‡］＝逓00抽刷摘  

とおく・ただし釣（ヱ，y）は拡散過程伊（f）の推移密度関数である。αを任意の実数とし，変換   

g（ヱトα＝逓∞癖，掴（封トα抽  
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を考える・ん（ご）が単調非減少ならば，任意のαに対して柚）－αの符号は高々1回だけ変化  

し，その変化のパターンは（－，＋）である・推移密度関数pr（∬，y）はTP2なので，補題4．2か  

らタ（ご）－αも同様であり，したがってg（和まェに関して単調非減少である．   

2・ペイオフ関数ん（∬）が凸の場合には  

ん（∬）－α1∬－α2， α1，α2∈属，  

の符号は高々2回だけ変化し，2回変化する場合の符号変化は（＋，－，＋）である．また，ぶr（り  

はPrに関してマルチンゲールなので   

上∞財（∬，摘＝叫印）】＝巧0）＝∬  

が成立し，   

タ（∬トα1…2＝上∞pr恒）（瑚－α1y一α2抽  

が得られる・pr（ヱ，y）はTP3なので，補題4．2からタ（ご）－α1エーα2の符号も高々2回だけ変  

化し，2回変化する場合の符号変化のパターンは同じである．したがってg（項まごに関して  

凸である．凹の場合も同様．  

K再血a（1998）によれば，ジャンプのある価格過程で推移生存関数Pr（ご，y）がTP2となる  

モデルを構築でき，この場合には定理4．1と同様にして単調性を示すことができる12．  

5 確率凸順序   

この節では命題2．1の別証を確率鹿序（確率優位）の理論を使って考える13．ジャンプのあ  

る場合への拡張についてはKりima（1999）を見よ．   

△f＞0を十分小さくとり，（4．1）式を離散化する．離散化された確率過程をJ㌦とし  

浸（J㌦）＝J（ぶr（れ△f），れ△り  

とおく．このとき  

ズ」＋1＝J㌦＋凡元汁‰）△㌫1， れ＝0，1，2，…， 端＝βr（0），  （5．1）  

はある正規化条件の下で（拡散過程である）βr（りに弱収束する．ただし△君，n＝1，2，・‥，は  

独立で同一の正規分布〃（0，△りに従う確率変数列である．   

定義5・12つの確率変数ズとyにおいて，ズが凸順序の意味でyよりも大きい（ズ≧∝yと  

書く）とは，すべての凸関数J（ヱ）に対して  

12Bergman，GrundyandWiener（1996）はジャンプがある場合で価格が単調にならないケースを例示してい  
る．  

13確率優位の詳細についてはKりima∴andOhmishi（1996）を参照して頂きたい．  
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均J（∬）】≧厨【J（y）］   

が成立することである14。ただし期待値は存在するものとする．   

定理5．1（5．1）式で定義される2つの離散時点確率過程J㌦と‰において   

1．すべてのごと乃に対して碓（可≧轄（g）  

2．ヱ浸（可または£轄（∬）のどちらか一方が∬に関して凸   

が成立するならば，すべてのmにおいて鶴≧α‰が成立する。ただし」‰≧∝％とする・  

証明：J（ヱ）を任意の凸関数とし，   

即（鶴．1）】＝屈［坤¢（孔＋据（端）△㌫皿川瑚  

を考える．いま   

餌（ご）＝叫（ご（1＋濃（∬）△㌫1））1鶴＝拓 ∬≧0，  

とおく・△乳1と鶴は独立で，仮定1から  

げ（ェ）△訂l≧∝轄（∬）△訂且  

なので蝕（∬）≧肘（ェ）が成立する．また，   

2 

甜＝属［（1車錮）′略1）∫′′（可  

＋←碓（∬））”厨［△㌫1咋（1＋漂（∬）△㌫1川  （5．2）  

であり，プ′（∬）は単調非減少なので現△㌫1ダ′（可1＋α君（£）△㌫1））】≧0。したがって，ご碓（∬）  

が凸ならば飯（∬）も凸である．このとき，鶴≧∝‰とすれば  

居げ（鶴＋1）】＝朝飯（鶴）】≧朝飯（‰）］≧厨by（‰）］＝刷∫（‰＋1）】   

となり，耳叶1≧∝‰＋皿が示される。∬轄（∬）が凸の場合も同様・  

△f→0のとき（5．2）の項は（ご恥（∬））′が有界連続という仮定の下で0に収束するので，定  

理5．1における2つめの条件は極限では不要である。したがって，この結果から命題2．1が  

直ちに得られる。  

14x≧cxyであることと，YがXよりもRothschildandStiglitz（皿970）の意味でリスキーであることは同値・  
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6 コール・オプションの価格  

この節ではコール・オプションの価格（3．12）の行使価格∬に関する単調性と凸性を考え  

る．ただし先渡価格J㌢（f）は拡散過程である必要はない．  

（3・12）式と（1．8）式はまったく同じ形をしているので，（1．10）式を導いたときと同じ議論  

を使えば，フォワード中立確率Prに関して   

Cr＝卯）Pr（印）≧∬）－椚汀（印）≧〃），Cr＝  
v  

が成立する．ただし，ここでは変換（1．．9）ではなく，磨r（r）は分布関数   

Pr（印）≦ェ）＝孟げ㌦｛印）≦ヱ），エ≧0，  
に従う確率変数とする．このとき，（6．1）式を∬で偏微分すると   

菟 ＝ 一方r（0）dPr（葺r（r）≧∬）一夕r（∫r（r）≧∬）＋打dpr（gr（r）≧∬）  

－Pr（ぶr（r）≧∬）  

（6．1）  

（6．2）  

（6．3）  

が得られる．（6．3）から，市場で観測されるコール・オプションの価格から，フォワード中立  

確率Prに関する価格g（r）の確率分布を逆算することができる15．（6．3）式は金利やボラティ  

リティに何も仮定をおいていないことに注意されたい．   

さらに，Ⅳ＝0のとき♂＝ぶr（0），∬＝∞のとき♂＝0であるから次の結果が得ら  

れる．   

定理6．1ヨーロピアン・コール・オプションの価格cに関して   

c＝仰）∫pr｛印）≧埴＝β一朝r）上打pr｛印）≧ヱ｝d干  （6・4）  

が成立する．したがって，C打≦0およびc∬∬≧0が成り立つ．   

（6・4）式から，よく知られた不等式  

β≧c≧（ぶ－∬γ（0，r））＋   

が直ちに得られる．また，系4．1から次の結果が得られる．   

系6．1qrはβに関して単調に減少する．  

系6．1は，コール・オプションにおけるデルタ・ポジションcgは行使価格∬に関して減  

少することを示しており，Bergmanetal．（1996）では金利が確定的な場合にこの結果を示し  

ている．  

15前述のように，Cはgに関して単調非増加で凸なので，市場に存在するgの各点で微係数が一致するよう  

に，指数スプラインなどを使って滑らかにPT（g（r）＞g）を推定する必要がある．現在，実証分析を含めて実  

施中．  
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