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1 はじめに   

ORの多くの分野と異なり，今日のゲーム理論では最適解を計算して求めるとい  

う研究はとくに多いわけではない．これは，今日のゲーム理論が経済埋言命との関  

連が強く，計量経済学を除けば経済判儲自体は伝統的に数値計算をあまり必要と  

していないことがひとつの理由であろう．さらに，合理的行動とは何か，非協力  

的行動や協力的行動とは何か，などという哲学的議論を必然的にともなうために，  

計算という実践的な領域に向けら・れる関心が十分ではなかったともいえる．初期  

の2人ゼロ和ゲームや双行列ゲームなどにおいて，行動モデルとしての単純さの  

ゆえに，理論が計算手順とほぼ平行して展開されたのとよい対照をなしている1．   

しかし，近年，実験経済学の興隆にともない，限定された合理性への関心が  

高まるにつれて，計算や計算手順に言及する研究が散見されるようになった．一と  
はいえ，アルゴリズムの性質や効率性を諭ずる以前の，計算可能か否かという基  

礎的な段階の哲学的試論であるところがいかにもゲーム理論的である．たとえば，  

Bil111－01二e【4］，All（一1cl・lilli［1】などによる，チュJ）ンクマシンの停止問題のゲーム  
のプレイヘの尉乱 さらに，Iくnol）laucllr17］やNachbaran（lZame【22】などの，  

無間糎l繰り返しゲームでの決定不能性の研究，Pl・aSad【27】による，無限ゲームで  

のナッシュ均衡の存在についての決定不能性やランダム性の研究などがその例で  

ある．   

これらの結果は，主に戦略の実行手続を計算可能なものに限定することによ  

り得られる一連の不可能性定理であり，実行するアルゴリズムの非存在を主張す  

るものである．この意味では，計算可能性は実り豊かな成果を約束する研究領域  

とは言い難いかもしれないが，人間の認識や計算，推論能力の限定合理性に対す  

る主要な分析用具であり，また隣接領域とくにコンピュータ科学や情報理論，さ  

らに進化生物学などとの交流を促進するという点からも，ゲーム理論にとっては  

無視できない領域である．もちろん，限定合掛性の導入によって新しい可能性を  

探ることの重要性はいうまでもないが，その前に何がどわようにして不可能なの  

かについて一度みておくことも有益であろう．   

本稿では，古州勺かつ基本的なRabilり28】のゲームの必勝戦略の計算不可能  

性，Jol■1eS【15】による算術ゲームにおける計算不可能性とゲーデル型の不完全性，  

さらに，アルゴリズム的情托理論におけるランダム性を無限ゲームのナッシュ均  

衡の個数に対して応用したPl・aSa（＝27jの結果についての解説を試みる・計算論  

の応川による新しい可能性については，［仙l【23】で扱っているが，まだ数はきわ  

めて少ないので，時期が熟すのを待って展望することにしたい．  

2 決定不能な必勝戦略  

1957咋にRal）ill【28】によって考察されたゲームは，引き分けのない勝ち負け  

ゲーム（win－losegame）で，先手と後手をもつ完全情報2人ゲームである・こ  

のゲームでは，後手が必勝戦略をもつにもかかわらず，それが必勝戦略であるこ  

とを確かめる手順が存在しない・ここではJoIleS【15】が再定式化した単純明快な  

形式をとりあげよう．  

11）ro、V‖【6】，R・Obinsol－【29］，I．e■－－ke＝Ilowso－－【20］など  
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記号Z＋で非負の自然数の集合をあらわす・集合∫⊂Z＋が与えられており，  

∫はそれ自身もその祁集合∫C⊂Z＋も無限集合であるとする・このとき，Ral〕in  
のゲームとは次のように定義されるゲームである．   

1．先手Jlが∬1∈Z＋を選ぶ・   

2．後手ムが，∬1を知って，∬2∈Z＋を選ぶ・   

3．∬1＋∬2∈∫ならばJlの勝ち，コ‥1＋∬2∈∫CならばJ2の勝ち・  

容易にわかるように，このゲームでは後手が必勝戦略をもつ．ある∬1に対して，  

どんなこ℃2を選んでも詰1＋ユノ2≠∫Cだったとしたら，∫Cが無限集合であることに  

反するからである．   

問題は，∫も∫Cも無限集合であるから，たとえば，エ1＋エ2∈∫Cであること  

を決定する手順が実際に存在するか否かという点にある．偶数の集合や，素数の  
集合などは，そのメンバーであるか否かを決定するアルゴリズムをもっているが，  

すべての集合∫がそうであるわけではない．Rabillのゲームでは，∫は単純集合  

（simpleset）と呼ばれる集合とされる・   
集合∫⊂Z十が単純集合であるとは  

1．Sは帰納的可算（recursivelyenumerable，r・e・）である   

2．∫Cは無限集合で，帰納的可算な無1眼部分集合を含まない   

の2条件がみたされることである2．   

このように，∫が単純集合であれば，∫Cのいかなる無限部分集合も帰納的可算  

ではないから，∬1＋∬2∈∫Cであるか否かは決定不能となる・単純集合は，P呵  

【2G］によって1944年に人為的に導入された集合であるが，このRal）il－の仕事  
から6年後の1963年にⅠくollllOgOl・0V【18】が，後で述べるランダム数の集合の  

祁集合として自然な意味を与えた．それゆえ，Rabillのゲームにおける勝敗は，  

現代的には「和がランダム数でないならばJlの勝ち，ランダム数ならばJ2の勝  

ち」というように翻訳することができる．  

3 決定不能な算術ゲーム  

JolleS【15】の算術ゲーム（arithmeticalgame）とは，整数係数の多項式  

P（∬1，…，∬た）  

を利得関数としてもつゲーームをいう・P（ご1，…， ∬た）＝0の整数解を求めるとき，こ  

の方柱式はディオファントス方程式（diophantineequation）といわれる・有名  

なヒルベルトの10巷間題とは，与えられたディオファントス方程式が整数解をも  

つか否かを決定するアルゴリズムの存在を問うもので，1970年にM如ija5？、・ie  

【21】によって否定的に解決された・   

さて，P（£1，…，ユ‥ん）の未知数エi∈Z＋の数たを，ゲームの長さとよぼう・長さ  

たの算術ゲームは次のようにプレイされる・最初に，プレイヤー1，Jlが∬1∈Z＋  

を選び，これを知ってプレイヤー2，J2が∬2∈Z＋を選び，次にこれを知って  

Jlが∬3∈Z＋，これを知ってJ2がこと4∈Z＋を選び，以下同様にして，∬ん∈Z＋   

2∫が帰納的可算であるとは，∫がある帰納的関数／‥Z十→Z十の値域であること，つまり∫の  
メンバー を残らず数え上げるアルゴリズムをもつことである・集合ノl⊂Z＋もその補廃合パC⊂Z＋  

もともに帰納的可算であるとき，パは帰納的であるという．また，バが帰納的であるとき，関係ご∈パ  

は決定可能，または計算可能であるという・詳細は，たとえば－州叫24】参照  
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が選ばれるとPの値が決まる．最後に選ぶプレイヤー，つまりェんを選ぶプレイ  

ヤーは，P＝0にできれば勝ち，相手のプレイヤーはP≠0とできれば勝つ，と  

いうのが勝敗のルールである．   

長さたを偶数にとろう．すると  

1．Jlが必勝戦略をもつ⇔］：じ1∀ニU2］ェ3‥・P（∬1，ニご2，∬3，‥・，∬ん）≠0   

2．J2が必勝戦略をもつ⇔∀ェ1］ェ2∀∬3…P（∬1，∬2，∬3，‥・，ユ‥ん）＝0  

であり，1の否定は2であるから，必勝戦略をもつのは高々1人である．必勝戦  

略の存在はZel・1ユーelo【31】からしたがうが，どちらがもつかは一般に知られていな  

い．算術ゲームでは，これは次に述べるように決定不能である．  

定理1．（Jones【15】）・必勝プレイヤーを決定できない長さ4の算術ゲ㌦ムの  

クラスがある．  

証明．各↑－∈Z＋に対し，次の補題で述べるQ（7l，諾1，∬2，∬3，∬4）をペイオフとす  

る算術ゲームG，－を考える．   

J。n。S［14，I，emma2］．任意の帰納由可算集合Wに対して，ある  
整数イ系数多項式Q（7－，だ1，だ2，コ；3，∬4）が存在して  

n∈Ⅵ′⇔］∬1∀∬2］∬3∀ニご4（Q（↑・l，∬1，エ2，∬3，エ4）≠0）  

となる，  

l′l′として帰納的でない帰納的可算集合〟＝（坤∈l′l㌔）をとると，祁題から  

JlがC‖において必勝戦略をもつ・⇔ア1∈〟  

となって，左辺は決定不能である．  ［コ  

定理2．どのプレイヤーも計算可能な必勝弓削l各をもたない，長さ6の算術ゲーム  

がある．   

詳細は略すが，これは前述の祁題を用いて，Ra．l）illの定理を算術ゲームで表現し  

たものである．  

JollCS【15】は，また次のようなゲーデル型のメタ数学的結果も提示している・  

定理3．次の＿1，2および3が成立するような，長さ4の算術ゲーームがある．  

J．命題「JlはGにおいて必勝戦略をもつ，またはJ2はCに掛、て必勝戦略  
をもつ」は理論′1’において証明可能である．   

2．命題「JlはGにおいて必憐戦略をもつ」は理論′1、において証明可能では  

ない．   

．ヲ．命題「J2はCにおいて必勝戦略をもつ」は理論1、において証明可能では  
ない．  

ここに，理論′「は，算術を含み，帰納的に公理化されるサウンドな理論であ  

るとされる3・グーデルの第1不完全定理は，公理イヒされた無矛盾な算術の理論  

には，証明もその否定の証Iy】も不可能な論理式が存在することを述べているが4，   

3公理があてはまる論理式のケースの集合が帰納的であって，証明可能な論理式はグ7リッド（l′aIid），  

つまり，つねに真であるような理論・たとえば，l〕00los＝Je汀re）′〔5】など参軋   

4たとえば，13oolos＝Jc［rTey［5］参照・  
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那命′Ⅰ、の命題「JlはCにおいて必勝戦略をもつ」がまさにこのような論理式と  

なっていることが2，3からわかる．   

ゲーデルの定理は，数学者の合理的行動としての数学の形式体系が不完全で  

あることを示すものであるが，上の定理は，意思決定者の合理的行動を記述する  

ゲーム理論も同様の意味で不完全であることを示している．しかも，「JlはGに  

おいて必勝戦略をもつ」という命題が，証明もその否定の証明も不可能であると  

いうことは，この不完全性がゲーム理論の根幹に関わるものであることを物語る・  

4 ナッシュ均衡のランダム性  

Pl・aSa（1【271は，Z＋を戦略空間とするl・一人ゲームのあるクラスにおいて，ナッシュ  

均衡の存在が決定不能であるばかりでなく，さらに，ナッシュ均衡の個数が有限  

佃か無限個かという属性が，均質なコインを投げて決定するのと区別できないと  
いう意味で制御不能（ランダム）であるという，注目すべき定理を証明した．   

自然数n－∈Z＋をパラメターとする㍑＋1人ゲーム  

C，。＝（（1，…，n＋1），（∫‘）；ユ1，（叫，。）慧1）  

のクラス（C，丁．）を考えよう・ここに，各プレイヤーゴについて，戦略集合∫i＝Z＋  

であり，利得関数町”lはパラメター川・と戦略の組（∬1，…，∬，l＋1）に関する整数  
係数の多項式である．すると，次の定理が成り立つ．  

定理4．（Prasad【27］）あるゲームのクラス（G”l）ついて，  

J．任意の丁－も∈Z＋に対して，Cmが混合戦略ナッシュ均衡をもつか否かは決  
定不能である．   

2．任意のnl∈Z＋に対して，G，，1のナッシュ均衡は，ランダム実数nの2進  
展閃の第汀l項が0ならば有限個，1ならば無限佃存在する．  

ここで1は，  

C，Tlがナッシュ均衡をもつ⇔ディオファントス方程式  

P（”l，ニじ1，‥・，∬，－）＝0が整数解をもつ  

となることを示し，ナッシュ均衡の存在をこのヒルベルトの10番問題の決定不  
能性に帰着させることによって証明することができる．   

2は，アルゴリズム的情報理論で基本的役割を果たしている停止確率という  
ランダム実数nが川いられており，前節のゲーデル型の不完全性定理をも超えて，  

一切の推論を無意味にする無秩序に支配された現象がゲーム理論の世界にも存在  

することを述べている．ランダムという用語は，このような混沌をアルゴリズム  
的に表現するものである．   

4．1 停止確率  

停止確率とは，次のように定義される実数nである．  

n＝∑p（丁－），ⅧJ～・e7・eP（Tt）＝ ∑ 2‾回  
II  

J）lU（p）＝－－  

ここに，回はプログラムJ）を2進列でコード化したときの長さ，つまりビット数  
である・それゆえ，P（＝）は，任意のプログラムpが万能チューリングマシンU  

－26 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



に入力されたときに，Uが値7ュ∈Z＋をプリントする確率であり，nは，Uが停  

止する確率を表す5．この意味でnは万能チューリングマシンの停止確率と呼ば  

れる．   

4．2 ランダム数  

自然数↑と∈Z＋について，  

〃い）＝ 
′，，l 

と定義される〃（71）を＝の複雑度という・もしどんなプログラムも丁－を山力しな  

い場合は〃（丁－）＝＋∞と定義する・アユの複雑度とは，このように，7－を万能チュー  

リングマシンに出力させるための，最小のプログラムpの長さのことである・複  

雑度の概念は，Ⅰくol1110gOrOV（［181），Cllaitili（［7】）およびSololnOl10ff【30】によっ  

て，ほぼ同時娼＝こ独立に発表された．   

自然数7－は，その複雑度が自分自身の2進コードGの長さ巨1lよりはるかに小  

さくはないとき，ランダムであると定義される．すなわち，Tlに依存しないc＞0  

があって，  

〃（n）＞いIl－C  

であるとき，Tlはランダムであるといわれ■る（Cllai仁ill［9】）・たとえば，0と1を  

交互に1．億佃づっ並べてできる長さ2億ビットの列  

01010101…．0101   

は，これよりはるかに短いプログラムによってプリントできるのでランダムでは  

ない．このように，ランダム数は 

できない数であるから，その2進コードの各項を記述するには，それをそのまま  

入力するしかない．すでに出力された項と，次に山力される項との間にはどんな  

論理的関係もないので，この意味で「銭投げ」のベルヌイ試行によって各項を決  

定するのと区別できないのである．   

この無秩序さは，次の定理が述べるように，ランダム数の著しい決定不能性  

となって現れる．  

定理5．（Kolmogorov【18】，【19］）ランダムでない自然数の集合は，単純で  

ある．  

このようなランダム数の無法則性は，無l眼の2進列の場合にはさらに制御で  

きないものとなる．∬を2進数の無限列とし，∬，－を初項からの長さl∬，ll＝んの  

有限列とするとき，  

］c∀7一世（ユニ，、）＞ト，～l－C】  

ならば，∬はランダムであるという（Cllaitil－t8】）・実数エがランダムであると  

は，∬の小数点以下の2進展閃がランダムであることをいう．  

定理6・（Cl－a軍tin【8】）停止確率n笹ランダム実数である・  

こうして，Pl・aSadの定理の2は，ゲームCmのナッシュ均衡の個数が有限個  

か無限個かのいずれであるかを決定するには，均質なコインを投げるよりほかは  
ないことを述べるものである．   

5r！≦1であるためには，プログラムがselトdeli－－－iLi－－gであるという仮定が必要である・詳細は  

Cll孔iLin【8】参軋   

6たとえば－（eT呵両肌0），（0，l），（1，2），（00，？），（01，4），（10，5），（11，6），‥・とすれば，2進列  

α，l・‥几1α0と自然数だ＝2－1＋1－1＋∑ニ。（li2tが1対1に対応する・  
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4．3 指数的ディオファントス方程式  

ナッシュ均衡のランダム性の源泉は，次の定理に述べられている奇妙な方程式の  

存在である．  

定理7．（Chaitin［10］）ある指数的ディオファントス方程式  

エい－－，∬1，…，∬。）＝坤－－，∬1，‥・，∬。）  

が存在して，その解（∬1，…，∬n）は，停止確率nの2進展閉の第m項が0ならば  

有限個，1ならば無限個存在する．   

エい－も，∬1，…，コ：”）＝J坤丁と，∬1，…，∬，l）が指数的ディオファントスカ柱式であると  
は，上，月のいずれも整数係数でかつぶyの形をした項を許す多項式であることを  

いう・ちなみにCl一山il－【11】は，この定理の指数的ディオファントス方程式を，2  

万個の未知数をもつ200ペ←ジに及ぶ方程式として作成している．   

さて，ゲームC”lは，次のように与えられている．  

1．呵n．（‡1，…，∬両1）＝Q＋（1－（∬1－ユ：2）2＋∬3）2（Q－1）   

2．1↓2…（∬1，…，ニr‖＋1）＝Q＋（（∬1－：r2）2一芸3）2（Q－1）   

3．1りm（∬l，．‥，∬‖＋l）＝Q＋（（∬1－エ2）2－ご3－1）2（Q－1）   

4・uir．1（∬1，…，諾，－＋1）＝Q，五＝4，…，Tl＋1  

Wllel・e，  

（a）Q≡Q（・′－l，∬1，…，∬叶1）  

＝1－t（P2－∬叫l）2＋（P2－∬叫1－1）2（P2＋∬，－＋1）】   

（l））P≡P（”l，∬】，‥・，∬rl）＝坤－1，∬1，…，∬。）一月（＝l，∬1「・・，ユ，－）  

ここに，P≡エー月＝ま定理7で存在が保証されている指数的ディオファントス多  
項式である．すると，ナッシュ均衡の存在の決定不能性は，まず次の2つの補題  

からしたがう．   

補題1．C，，lがナッシュ均衡をもつ⇔］ニじ1，…，∬叫1【Q＝1】  

補選2．（Prasad【27，Lemmal］）ヨxl，…，X，．＋l【Q＝1J⇔ヨxl，・・・，X。【P＝0】   

最後の右辺は決定不能なヒルベルトの10番問題である．また，ナッシュ均  

衡のランダム性は，次の補題からの直接の結果である．  

補遺3．（Prasad【27，Corollaryl】）・G…のナッシュ均衡の数は，上の定理  

における指数的ディオファントス方程式エ＝月の偶の個数に等しい．  

ゲームGmのプレイヤーの数nは特定化されていないが，Joncs＝Matijasev托  

【16】によれば，定則7は丁－≧4で成立する・  

一 28 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



5 終わりに  

本稿で扱ったゲームはいずれも，ORや経済学に典型的に現れる意思決定問題を  

モデル化したものではない．その意味では，決定不能性やランダム性も大して  

重大ではないと思われるかもしれない．しかし，ここでは放り上げなかったが，  

Ⅰく1－Oblaucll【17】やNacllbaral－dZamc［22】は，ゲーム理論で普通に扱う無限回線  
り返しゲームにおいて，計算不可能な最適反応しかもたない戦略や，計算不可能  

なサブゲーム完全均衡が存在することを証明しており，決定不能性は病理的な現  

象であるとは断定できないことを示している．   

最近では，計算可能性理論のポジティプな応用も現れている．たとえば，AIl－  

（lerlil・1i＝Saboul・iall【3卜やArl（1el・1irli［2】などでは，戦略の摂動に計算可能性を課し  

た均衡選択の耶命を展開しており，また，Ho、V之u・（l【13】やNakayanla【25】では，自  
分や1itL縁を認識するプレイヤーの存在や行動について論じている．   

また，情報の複雑度やランダム性などは，ゲーム理論にとっては新しい概念で  

あり，目下のところわずかにGilboa＝Schlllei（11cr［12】などでⅠくolmogorovcom－  

i－1cxityへの言及が見られる程度にすぎない．しかし，最近の実験経済学や「実験  

数学」への関心の高まりの叶lで，認識一種論一決定の合理的手順の分析に不可欠  
な役割を果たすことが期待される．  
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