
複数の到着流をもつ単一サーバ待ち行列  

滝根哲哉  

1 はじめに  

待ち行列理論は，共有資源に対する利用要求が確率  

的に発生するというイ反走の下で，資源競合問題を抽象  

化した数学モデルの構築と解析に関する理論である．  

通信網への応用を意識したとき，待ち行列理論は通信  

トラヒック理論とも呼ばれており，電話網の設計問題  

を解決するための枠組として，20世紀初頭に研究が  

開始されている．それ以降，パケット交換網，衛星通  

信，LAN，狭帯域ISDN，広帯域ISDN（ATM）などの  

新しい通信網の出現に伴い新しいモデルが導入され，  

理論の発展が加速されてきた．   

近年の通信網の高速化に伴い，従来，個別網に収容  

されていた多様なメディア（音声，動画，データなど  

）を単一の通信網に収容する統合サービス網の技術開  

発が進められている．統合サービス網に収容されるト  

ラヒソクは，メディアあるいはコンテンツによって，そ  

れぞれ固有の特徴を持っており，それゆえ，通信網内  

に設置された交換機では，性質の異なるトラヒックが  

多重化されて伝送されることになる．   

このような才支術動向に刺激され，複数の到着流をも  

つ待ち行列の研究がこの10数年来，精力的に行われ  

てきた【101．これらは固定長の伝送単位をもつATM  

網に利敵さゴt，近年，急速に研究の進んだ維散時間待  

ち行列モデルに関する研究と，このような状況を一般  

的に記述した連続時間待ち行列モデルに関する研究  

に分けることができる．本稿では，連続時間モデルに  

関して最新の話題を紹介する．離散時間モデルに関し  

ては【叫を参照．  

2 連続時間待ち行列モデル  

複数の到着流をもつ待ち行列を考察する際には，重  

畳後の到着過程に対する解析的取り扱いが容易にな  

るように各到着流を記述できると都合が良い．各到着  

流が独立なポワソン過程に従う場合，重畳後の到着過  

程もまたポワソン過程となるが，通信網における応用  

では，必ずしも伝送単位の発生がポワソシ過程に従う  

とは仮定できず，より広い範囲の到着過程を記述でき  

るモデルが必要となる．   

そのような要請を満たす到着過程の1つが，2．1章  

で紹介するマルコフ型到着過程（MAP：Markoviallar－  

rivalproce＄S）【3】である．MAPには，独立なMAPの  

重畳がMAPで表現できることや，あらゆる定常単純  

点過程を任意の精度で近似できるなどの利点がある．  

MAPと等価な到着過程は他にも幾つか捷案されてい  

るが，特にMAPは待ち行列の解析という観点から最  

も簡潔な表現をもつため，急速に浸透した．   

到着過程がMAPに従う単一サーバ待ち行列は，通  

常，アルゴリズム的解法の一種である行列解析法（  

matrixa11alyticl11ethod）によって解析される．単独の  

待ち行列に対するアルゴリズム的解法は，昨年，0Il．  

誌で企画された「待ち行列研究の新しい潮流」【5、6】で  

も紹介されているように，システム内客数に対応する  

離散確率変数とシステムの状態変化を記述するため  

に必要な情報を保持する補助的な離散確率変数の粗  

からなる 2変数マルコフ連鎖に対して，その構造を  

利用して定常解を求める数値アルゴリズムと見るこ  

とができる．   

本稿の後半では；サービス時間分布の異なる複数の  

MAP至り着流を収容する単一サーバ待ち行列に村する  

筆者の研究成果を紹介する．このモデルの興味深い点  

は，2．1章で紹介するような従来の行列解析法の枠組  

では取り扱うことが出来ないことである．このような  

待ち行列の最も単純な例は例えば以下のようなもの  

である．   

例 2つの到着流を収容する単一サーバ待ち行列   

到着流1は平均到着間隔が入rlのポワソン到着，  

サービス時間分布関数Jよ1（∬）をもつとする．一方，到  

着流2は平均到着間隔が入；lの2ステージアーラン  

分布に従い，サービス時間分布関数ん2（可をもつとす  

る．客は先着順サービス規律（FIFO）に従ってサービ  

スされる．待ち部屋の容量は十分に大きく，到着した  

客は全てシステム内に入ることができる．   

この待ち行列における到着過程を図で表現すると  

以下のようになる．  

入1，九1（∬） 入1，JI・1（ヱ）  

図1：ポワソン到着と2ステージアーラン到着の重畳   

もし，わ・1（∬）＝ん2（∬）ならば，71番目の客の離脱直  
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帥＝1－βであり，恥（ん＝1，2，…）は  後のシステム内緒客数q，．とその時点でのアーラン  

分布がいずれのステージにあるかという確率変数島l  

の組・（仇．㌫）は2変数マルコフ連鎖をなす．しかし，  

J～．1（可≠九2（∬）ならば，客の到着とサービス時間分布  

の間に相関が生じるため，総客数Q，．と∫，もの組■はマ  

ルコフ連鎖を構成しない．実際，客数の挙動を表すマ  

ルコフ連鎖を構築しようとすれば，サービス中ならび  

に待．っている個々の客がそれぞれ，どちらの到着流か  

ら釆たかという情報を完全に保持する必要がある1．   

この例から分かるように，サービス時間分布の異な  

る複数の非ポワソン到着流を収容する単一サーバ待  

ち行列では，客数の挙動を表現するマルコフ連鎖は極  

めて複雑な構造をもつため，そのような定式化による  

解析はほほ不可能である．以下では，最初にM／G／1  

型マルコフ連鎖とその解法に触れた後，例で挙げたよ  

うな待ち行列モデルの扱いが可能な枠組を，解析手法  

に関する着眼点を中心に紹介する．  

2．皿］M／G／皿型マルコフ連鎖とMA】P【3，句   

単一サーバ待ち行列において，m．番目の客の維脱直  

後のシステム内総客数をQ，‖m番目の客のサービス  

時間中に到着する客数をAれで表すと   

仏．＋1＝lllaX（仇－1，0）＋ん＋1．m＝0，1…・（1）  

が成立する．特に到着率入んのポワソン到着，独立同  

一なサービス時間分布JI・いこりをもつ独立なP個の到  

着流の重畳を収容する場合，  

P J⊃  

入＝∑入た・九（ェ）＝∑入ん帰瑚入  

た＝1 入：＝1  

とすれば，この待ち行列は到着率入のポワソン到着，  

独立同一なサービス時間分布J巾）をもつM／GI／1待  

ち行列と見なすことができ，結果として（A，．†は独立  

同一分布に従う確率変数列となる．こ・の場合，現＝  

Pl・（ん＝りとすると，αたは   

化ん＝J∝一e一人ご争 咽 た＝0・1…  

で与えられる．よって†Q，．）は遷移確率行列  

）  （ 

qo融・  

ムー1  

∑扉“十1  
j＝1   

／（1一房1）  甘ん＝  

′）〇  

より順次計算される2・ただし和＝∑αゴである・  

ブ＝太   

上記の例では，ポワソン到着が仮定されていた．こ  

の仮定を取り除き，より一般的な分布を扱うためのモ  

デルとして相型分布（phase－typedistl・il）一Itioll）やマル  

コフ型到着過程（MAP）がある．これらはいずれも，  

有限状態をもつ連続時間マルコフ連鎖を考え，状態遷  

移が起こったとき，予め決められた確率で客が到着す  

るというものである．例えばMAPは以下のように定  

義される【3】．状態集合〟＝（1，…・〟）をもつ既約な  

有限状態連続時間マルコフ連鎖（印）lを考える．各  

状態よ∈〟での滞在時間は平均灯1の指数分布に  

従う．状態よでの滞在終了後，確率れブ（ブ∈〟，J≠  

りで到着を伴わず状態jへ遷移する．また，確率肛ブ  

（j∈〟）で1人の客の到着を伴って状態ブへ遷移す  

る．ただし  

∑勘＋∑勘＝1  
J∈人′t  j∈人イ  

ブ≠i  

である．このとき，（よ，ブ）要素q．ブ1βりがそれぞれ   

q．ブ＝りi粧ブ（j≠五）．Ci，i＝一 恥 βり＝りi鋸  

で与えられる〃×〟行列C，皿を用いて，この到着  

過程を表現（C∵の）をもつMAPという．定義より一皿  

の（よ，ノ）要素は到着を伴う状態宣から状態Jへの遷移  

率を表し，Cの非対角（り）要素は到着を伴わない状  

態よから状態jへの遷移率を表す．例えば，前述のポ  

ワソン流と2ステージアー ラン流の重畳の場合，  

（ （‾入1J  2   

2入2 2入   

一入1－  

入1（1  

2入2 入1  

，且〉＝  C＝  

となる（図1参照）．以下では，∫（りの値を時刻fにお  

けるMAPの相と呼ぶ．なお，Ⅳ（りを時間間隔仲川  

の間に到着した客数とすると，eXl－【（C＋zの）た】の（り）  

要素は  

坤州1｛5㈹＝叩）＝ノ］  

を表す・ここで1†xIは事象ズの指示関数である・ま  

た，MAPの相の定常確率ベクトルを打としたとき，  

汀は  

訂（C＋の）＝0， 汀e＝1  

より決定され，これを用いて平均到着率入は次式で  

与えられる．  

入＝汀且）e  

＼
〕
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J
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1
 
 
 

‥
．
 
 

α
 
α
 
α
 
α
 
 

2
 
2
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α
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〃
 
‥
．
 
 

l
 α
句
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n
・
＝
 
 

旬
勒
0
0
…
 
 

（2）  

をもつマルコフ連鎖で表現される．平均サービス時間  

を〃‾1としたとき，〝＝入ル＜1ならば，このマル  

コフ連鎖は定常状態確率をもつ．離脱直後にん人の  

客がいる定常状態確率を恥（ん＝0，1，…）とすると，  

2定常なM／G／1待ち行列の場合，離脱直後の客数分布は任  
意時点における客数分布に等しい  

1サービス時間が最も扱いやすい（平均の異なる）指数分布  
に従う場合でも同様である  
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ここでeほ全ての要素が1の列ベクトルである．   

さて，（1）で考えた単一サーバ待ち行列におけるqれ  

に対して，ポワソン到着の仮定を取り除き，重畳後の  

客の到着が表現（Ctか）をもつMAPに従うと仮定す  

る3．ただし，客のサービス時間分布は全て独立同一  

で，分布関数J申）に従うとする（これをMAP／GI／1  

待ち行列という）．このとき，んは独立な確率変数列  

ではないが，維脱直後のMAPの相が与えられると，  

過去の履歴とは独立にA，．の確率分布が定まる．そこ  

でMAP／GI／1待ち行列においてgnを丁も番目の離脱  

直後のMAPの相を表すとする．このとき†（仇．∫－．）l  

は2変数マルコフ連鎖となり，遷移確率行列は  

ぞれQ，∫－とする・さらに恥J＝PlイQ＝ん，∫－＝ノ）  

をj番目の要素にもつ列ベクトルを恥で表す．この  

とき，遷移確率行列（4）ならびにβた＝トC）‾1βん  
一つ⊂・  

より9－（z）＝∑zた恥は次式を満たすことが分かる・  

ん＝0   

9＊（z頼∫－A＊（z）】＝恥（－C）‾1（C＋zβ）A－（z）   

一・方，yを任意時点におけるシステム内客数とし，  

∫をMAPの相を表すとする・このとき眈ブ＝Pl、（y  

＝ん．∫＝ブ）をJ番目の要素にもつ列ベクトルを鋸  
・つC  

とすると，が（z）＝∑ソ加は  
ん＝0  

γ＊（z）（C＋zか）＝入（z－1）9－（z）  

を満たすことが知られている【3tllト これらより  

が（z）【z∫－A＊（z）1＝（z－1）仇A＊（z）  

を得る．この式は仇（ん＝0，1，．．．．）が，遷移確率行列  
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（4）  

で与えられる．ここでAん（ん＝0，1…．）は  
3
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つ⊂  

A－（z）＝∑AんZ人：＝  

人て＝t）  
．上て－  CXp【（C＋乙D）㍑】dJ申）   

を満たす非負の 〝×〟行列で与えらjt4，β人－ ＝  

（TC）‾1上）Aんとなる．Aんの（よ，J）要素はサービスの  

開始時点においてMAPの状態∫，．が宣であづたと  

いう条件の下で，サービス時間内に入：人の客が到着  

し，サービスの終了時点でのMAPの状態乳両が  

Jである確率を表している．またβたに現れる行列  

トC）－1J）の（f，ブ）要素は，ある時点でMAPの状態  

が・よであったという条件の下で，次の到着が起こった  

直後のMAPの状態がノである確率を表している．   

MAP／GI／1における遷移確率行列（4）はM／GI／1  

から得られる遷移確率行列（2）をブロック化したもの  

と見ることができる．さらに，この2変数マルコフ連  

鎖HQ，い∫，．）lは，（i）境界部分を除いて空間的に同質  

（（？n≧1のとき，客数がん－1人増える遷移確率は  

んで表現される），かつ（ii）Q，lは1回の遷移で高々  

1つしか減らない，という特徴をもつ．2変数マルコ  

フ連鎖がこのような特徴をもつ（すなわち遷移確率行  

列が式（4）のような形をとる）とき，M／G／1型マル  

コフ連鎖と呼ばれる．M／G／1型マルコフ連鎖はこれ  

らの特徴を利用して，定常確率を計算するアルゴリズ  

ムが知られている．詳細は【4，161を参照．  

2・2 MAP／GI／1の定常客数分布【3，13】   

以下ではMAP固有の性質を利用したMAP／GI／1  

待ち行列の客数解析を簡単に紹介する．定常状態にお  

いて，客の離脱直後の客数ならびにMAPの相をそれ  

をもつM／G／1型マルコフ連鎖の定常解と同一である  

ことを示している【13］．それゆえ，通常のM／G／1型  

マルコフ連鎖に対する解法を用いれば定常解を得る  

ことができる．特に，MAP／GI／1の場合には，この  

解法で中心的な役割を果たす確率行列Gは  

，上一Ⅹ■  exp【（C＋かG）坤J巾）  （5）  G＝  

を満たす．この確率行列Gの不変確率ベクトルタを  

用いて鋸はyl，＝（1－〝）gで与えられ，仇（人：＝  

1、2‥．．）は  

（ 

yo言た＋  

1  

ん－1  

∑丸木叫＋  
ブ＝1  

（∫一方1）‾1  yた＝  

により順次計算される．ただし  

つ⊂・  

瓦＝∑Aβ恒，ん＝1，2，…  
ブ＝ん  

である．待ち時間に関しては2．4章を参照．  

2・3 複数の到着流の記述【1，3，7】   

表現（Cl，β1）ならびに（C2．β2）をもつ独立な2  

つのMAPの重畳を考える．それぞれのMAPの相  

がとる状態集合を〟1，〟2とすると，重畳後の到着  

過程において相がとる状態集合〟はこれらの直積集  

合ルイ1×〟2となる．すなわち重畳された到着過程は，  

表現（C∵D）をもつMAPとなる．ただし  

C＝Cl⑳∫2＋∫1⑳C2t β＝β1⑳∫2＋∫1⑳β2  
3MAPの重畳はMAPで表現できることに注意，2．3章参照  
ヰんの計算アルゴリズムに関しては【8】参照  
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である．ここで⑳はクロネッカ積であり，∬iは〟‘  

の要素数と同じ次元の単位行列である．特にのを構  

成している2つの要素はそれぞれの到着流からの到  

着を表現していることに注意する．   

さて，複数の到着流を明示的に記述するためにマー  

ク付きMAPが提案されている【1】．これは，到着を伴  

う遷移率を表現する行列皿を各到着流毎に個別に用  

意するというものである．一般に，マーク付きMAP  

を用いて♪個の到着流を記述する際，MAPにならっ  

て（C－の1…．諸行）で表現される．ここでのん（ん＝  

1…．，P）の（り）要素は，人：番目の到着涜からの客が  

MAPの相のよからゴへの遷移に伴って到着する率  

を与えている．行列Cの定義はMAPの場合と同じ  

である．例えば上の例では，の1＝皿1⑳∬2，皿2＝  

∬1⑳の2となる．また，1章の例において，ポワソン  

流を到着流1，2ステージアーラン流を到着流2とし  

たとき，以下のように記述される（図1，（3）参照）．  

より決定される．さらに，これを用いて，この待ち行  

列の利用率〝は  

．J  
J；d皿（∬）e  〝＝汀  

で与えられる．ただし皿（㌃）＝皿1（可＋…＋皿p（諾）  

である．以下ではβ＜1を仮定する5．   

最初に，この待ち行列の系内仕事量の挙動を考え  

る．ある時点における系内仕事量とは，その時点以  

降，到着がなかったと仮定したとき，システムが空に  

なるまでの時間で与えられる．   

もし，一旦到着した客はサービスが終了するまで退  

去することがなく，かつ仕事がある限りサーバは稼働  

し続けるとすると，系内仕事量はサービスの順序とは  

無関係な量となる（これを仕事量保存型の待ち行列と  

いう）．この場合，時刻fにおける系内仕事量Ⅵは  

Ⅵ＞0のとき率1で減少し，客の到着があると，その  

客のサービス時間分だけ上にジャンプする．   

さて，時刻0で系内仕事量が諾であり，かつ，MAP  

の相がよであるという条件の下で，これ以降初めてシ  

ステムが空になった時点でのMAPの相がブである確  

率を（り）要素にもつ行列厨（γ）を考える．定義より  

（，（ぬ）の項を無視すると  

が成立し，これより   

町叫＝可・C・～∴JX榊可  

X● 

孟厨（詔）＝咽［c＋．J√′柳（7′）］  
すなわち厨（∬）＝eXp（¢詔）を得る．ただし，行列Q  

は  

の1＝（霊甘恥  

＼
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〃招）を時間間隔（0、flの間に到着流んから到着した  

客数とするとexp【（C＋zl且）1＋…＋z♪の♪）た】の（り）  

要素は  

隼㍗l（り…gぎP（t）1†g㈹｝lぶn＝よ〕  

となる．   

マーク付きMAPの表現はサービス時間に関する情  

報を含まない．前述の例で示したような，各到着流が  

それぞれ異なるサービス時間分布をもつ場合を扱う  

とき，それらを明示的に表し，かつ簡潔な（例えば図  

1と等価なものを表現する）記法が必要となる．そこ  

でマーク付きMAPを拡張し，（C，の1（頼‥‥皿p（可）  

の形をもつ表現を導入する．ここでのん（ェ）（ん＝1，  

…．♪）の（り）要素は，サービス時間が∬以下であ  

．るようなん番目の到着流からの客が，MÅPの相の五  

からjへの遷移に伴って到着する率を与えている．行  

列－cの定義はマーク付きMAPの場合と同じである．  

例えば図1の到着流は以下のように表現される．  

．J  
止P（詔）exl）（¢芯）  Q＝C＋  

を満たす．このQはシステムが空である時間区間の  

みに注目した場合のMAPの相の遷移率行列を表して  

いる．ここでQo＝Cとし，  

．J  
d皿（∬）exp（¢n吐 m＝0，1、…  ¢れ＋l＝C＋  

としたとき，吼は要素毎に単調にQへ収束する．  

もし，全ての到着流が独立同一なサービス時間分布  

J巾りを持つならば（すなわちMAP／GI／1ならば），  

（5）で与えられるαを用いてQ＝C＋皿αとなる．   

定常状態における系内仕事量をVとし，MAPの相  

を∫としたとき，j番目の要素がPl・（Ⅴ≦㌫ぶ＝j）  

で与えられるベクトルを叶r）とする．最初にv（0）を  

考える．システムが空である確率は1疇Pであるので  

v（0）e＝1－〝である．よってK¢＝0かつ㍍e＝1を  

満たす托を用いてり叩）＝（1－〝）托を得る．  

（  
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）  ）  

入1／11（ェ）0   

0 入1九1（詔   

の1（∬）＝  皿2（∬）＝  

特に皿よ：＝仇（∝）（ん＝1，…，P）に注意する．  

2．4 系内仕事量分布と待ち時間【ア】   

本章以降は，表現（C∵の1（れ…．の♪（可）の到着流  

を収容する・FIFO単一サーバ待ち行列の解析を考え  

る．まず，この待ち行列におけるMAPの相の定常確  

率分布汀は   

・凱瑚 訂e＝1  
ゃ套）  5これにより定常状態の存在が保証される  
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次に叶c）の満たす微分積分方程式を導く．微′トな  

時間間隔∂亡の間の遷移を考えることにより  

りい：）＝り（詰＋封）（∫＋C雨）  

な結果を得ることが出来ない．ここでは視点を変え，  

客がFIFOでサービスされるという仮定の下で，待ち  

行列長分布を系内仕事量分布，あるいは待ち時間分布  

と関連つけることを考える．以下ではん番目の到着流  

から来た客をクラスたと呼ぶ．   

一般に，表現（C∵Dl，…「βp）をもつマーク付き  

MAPを収容する定常な待ち行列システムにおいて，  

ムん（りを時刻fにおけるクラス人：のシステム内客数と  

し，〃招），ノ人：（りをそれぞゴt，時間間隔仲川の間の  
クラスんの到着客数ならびに離脱客数とする．この  

とき  

（エ1（り‥‥ム♪け））＝（ム1（0），…エp（0））  

＋（叫（頼・・・Ⅳ♪（り）－（・Jl（抹‥‥7ノー（り）  

が成立し，（Ⅳ1（け…ⅣpM）が表現（C∵Dl‥‥，β♪）  

をもつ定常なマーク付き MAP に支配されていると  

する．このとき，定常状態におけるム▲車）の値をムた，  

MAPの相を∫とし，  

頼）＝隼卜せ1｛瑚］  

をメ番目の要素にもつ結合母関数ベクトルをJ（z）と  

する．また，定常状態において，クラスんの客の離脱  

直後における上れ（f）の値をQn（りとし，  

裾（z）＝月搾り：）‥・身刷1｛瑚］  

をメ番目の要素にもつ結合母関数ベクトルを鋸（z）  

とする．このとき，サービス時間分布の構造，サービ  

ス規律あるいはサーバ数などに依存せず，非常に広い  

範囲のモデルに対して  

＋…た（，  ヰ套ヰ妾 
が成立する【15ト   

この不変式を用いて待ち行列長分布を導出する．定  

常状態において，クラスたの待ち客数をズん，MAP  

の相を∫としたとき，ノ番目の要素勺（z）（ただし  

z＝（zl…‥Zp））が  

癖）＝ヰ㌣－…Z言′・ 1｛瑚］  

で与えられるような結合母関数ベクトルを葺（z）で表  

す．一方，定常状態において，クラス入：の客の待ち部  

屋からの離脱直後（サービス開始時点）におけるクラ  

ス↑1の待ち客数をズ，．（入：）とし，クラスんの客の待ち  
部屋からの離脱直後におけるMAPの相を∫芸とした  

とき，J番目の要素略（z）が   

端（z）＝β匪（人：）…才刷1｛矩｝】  

で与えられるような結合母関数ベクトルを堵（z）で  

表す．クラスたの客の待ち部屋からの離脱直後の待  

ち客は，FIFOでサービスが行われているため，クラ  

上  
り（昔－y＋叫（gβ（γ）鋸＋0（封）  

を得る．これより   

孟瑚＋棉C・．上工中一仰（〃）＝0  
となる．vY（s）をv（x）のLar）1ace－Stieltjes変換（LST）  

とすると，上の微分方程式ならびに可0）＝（1－β）K  

より  

Uヰ（り【書∫＋C＋が（β）1＝（1－〝）且K   （6）  

を得る．ただしが（β）は刀（∬）のLSTである．特に  

サービス時間分布が独立同一な分布関数J巾）（LST  

ノー・★（β））をもつMAP／GI／1の場合，  

V■（瑚可＋C＋ん■（ぶ）β1＝（1－〝）乱K  

となることに注意する．（6）の両辺を微分することに  

より，定常状態における系内仕事量分布の積率を求め  

ることができる．   

次に各到着流から来る客の実待ち時間を考える．客  

の待ち時間は到着時点における系内仕事量に等しい  

ことに注意する．しかし，客はMAP に従って到着  

するため，MAPの相によって到着する頻度が異なる．  

よって定常状態において客が到着時に見る系内仕事量  

は，MAPの各相における到着率と各相の発生頻度の  

積の比で重み付けられたものとなる．   

定常状態におけるん番目（ん＝1‥‥JP）の到着流  

から来る客の待ち時間をⅣんとする．さらに定常状態  

においてん番目（ん＝1，‥‥P）の到着流から来た客  

の到着直後のMAPの相をぶんとする．このとき．ブ番  

目の要素がPl・（勒：≦諾，∫ん＝メ）であるようなベクト  

ル乱圧（詔）は  

V（∬）かん  

汀上）んe  

ぴょ：い：）＝  

で与えられる．さらに，定常状態におけるん番目（ん＝  

1…‥P）の到着流から来る客のシステム内滞在時間  

をガたとしたとき，ノ番目の要素がPl岬ん≦ごr．∫人：＝j）  

であるようなベクトルγん（㌃）は  

血（〝）pいユ‥－〝）  

γん（可＝  

打上）よ：e  

で与えられる．  

2・5 不変式と待ち行列長分布【14，15】   

最後に待ち行列長分布を考える．最初に述べたよう  

に，客数の振舞いを表現するマルコフ連鎖は非常に複  

雑な構造を持っており，このような接近法では解析的  

－11－   
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スんの待ち時間の間に到着した客であることに注意  

する 

［ 輔輌（C・垂榊 
を得る．よって（7）より  

］   

正一（＋刷 ヰ重）  

ルに対しても研究が進められている．しかしながら，  

一般に，離散時間モデルでは単位時間内での遷移を表  

す行列Aたの構造が隠蔽されることが多く，一部の例  

外を除いて【2】，従来のアルゴリズム的解法の枠を越  

えた結果というのはほとんど得られていないのが実  

情である．  
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Jつ  

＝∑入J礼一  

人：＝1  

を得る．  

1）上：●㈱ヰ＋垂榊 ］   

一方，定常状態において，クラスんのシステム内緒  

客数を鴇としたとき，j番目の要素姉（z）が  

彷（z）＝専「…Z㌢1｛たj｝〕  

で与えられるような結合母関数ベクトルをy（Z）で表  

すと，同様の議論により  

㈹c・z肌 
（套）  

＝かzん－1）上‡●か擁p卜＋重刷 ］  
を得る．これらの式を用いて，各到着流からの待ち客  

数ならびにシステム内客数の結合定常確率Pl－（ズ1＝  

Tllモ…・芳p＝丁け），Pl・（れ＝丁・ム1t．‥、1与＝†1・♪）を  

計算する数億アルゴリズムを構築することができる．  

詳細はt141を参照．  

3 ぁわりに  

複数の到着涜をもつ単一サーバ待ち行列に関する  

従来の手法と，サービス時間分布が到着流毎に異な  

る場合に関する筆者の研究成果を紹介した．待ち行列  

は，その名が表す通り客数を中心とした議論が多く，  

通常，この客数分布を元に待ち時間分布を導出する  

という手順を経る．しかし，サービス時間分布が到着  

流毎に異なる場合，客数の挙動を直接解析することは  

極めて困難であり，客数分布を元にしたアプローチで  

は，何ら解析的結果を得ることはできない．しかし，  

系内仕事量，あるいは待ち時間分布を直接解析し，そ  

れを利用して客数分布の解析へと向かうアプローチ  

を用いれば，従来，解析が困難と見られていたクラス  

の問題も解決できる可能性があることを示している．   

複数の到着流をもつ待ち行列を考えるとき，しばし  

ば，各到着流の間に優先度を設け，優先度に従ってサ  

ービスを行う場合がある．このような場合について  

も，2・3章で紹介した到着流と同様の仮定の下で【7．  

8．9・12】において研究が行われている．   

一方，通信網への応用では，本稿で紹介した連続時  

間モデル以外にも，時間軸を離散化した維散時間モデ  

ー12－   
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