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ファイナンスにおける資本市場の効率性を、  

DEAの枠組みで評価するに際しては、市場  

で取引きされる各投資資産jを、DMUjと  

して取り扱うことになる。各資産jの市場価  

格pノを投入と見なし、産出は、m－ベクトル  

Cノとすると、各投資資産の投入産出ベクト  

ルは以下のように表せる。．   

1．はじめに  

DEA（Data Envelopment Analysis）  
の評価は、投入される資源に対して産出され  

る量を比べての効率性という観点からなされ  

る。本シンポジウムでは、投資資産が取り引  

きされる市場に対しても、DEA分析の枠組  

みにおいて、評価できることを示す。また、  

ファイナンネ分野における重要な概念である  

危険中立確率ヤ利子率のスポット・イールド  

曲線推定の問題とDEA分析の関連について  

明らかにする。  
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危険資産の場合は、自然の状態（State  

ofNature）に依存して、産仕＝まCljからC吋  

までの可能な値が考えられる。また、リスク  

資産として扱わない債券資産の場合は」Cが  

は現時点からi期先の将来において、この資  

産がもたらすキャッシュ・フロー（産出）で  

ある。  

さて、DEA分■析において、ある療走の  

DMUをDMUoとする。この時、その投入  
に対する産出の効率性という点を考えると、  

効率性を評価する典型的なモデルとして次の  

ような線形計画問題を設定する。  

2．D E Aの枠組みと資本市場の効率性  

ここでの意思決定の実体とは、いくつか  

の種類の入力（投入、INPUT）をいくつかの  

出力（産出、OUTPUT）に変換することに携  

わる活動体と見なされるもののことであり、  

DMU（DecisionMakingUnit）と呼ばれる。こ  

こで、各DMUのデータが次のように与えら  

れたとしよう：  

xり＝DMUノが利用する入力の量  

y〃＝DMUノが生成する出力の琶   

ただし、r＝l，2，．．．，S；i＝1，2，．．．，m；  

j＝1，2，‥．，nとする。また、便宜上、すべて  

の投入と産出は正の値であると仮定する。  

投入指向D E Aモデル  

（input orientedModel）：   

目的関数 min β。  

制約：  〝  β。ズ0≧∑ズノん  
ノ＝1  

／J      y。≦∑yノん  
ノ…1  

ん≧0，ノ＝1，‥・，乃  

（1）   

DMUj  DMUI DMU2 ■●■●■●   DMUrL  

Ⅹ11Ⅹ12＝一川●■Xl巾  
投入  ■  ■  ●  

■  ●  

■  ●  

●  ■  ●  

Xi  ■  ●  ■  
Ⅹ，lX，2…＝X”   

●  

産出  
■  ■  ■  

Yi   ■  ●  
■  

●  
●  ■  ■  

y山．ym2＝＝－ ybn   

jI  j2  一●一一”   jn  

この間題で、♂0＜1であるような解が得  

られたら、DMUoは効率的ではないと判定  

される。上の投入指向DEAモデルに対して、  

次のモデルも考えられる。   
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この解の意味として、債券3と債券4を合成  

するポートフォリオ  

［瓢257）＋［1㌫］（・743）＝［…；：冨］  

は、同じ100円の投資で、債券1 

1．25倍のリターンをもたらす。あるいは、  

債券1と同じリターンを第1、第2期にもた  

らす合成ポートフォリオを作ることが可能で  

産出指向D E Aモデル  

化）両即g OrJe〃－ed財0由り ご   

目的関数 max ⑳0  

〝 制約： ∬0≧∑gノÅノ  
ノ＝l  

〃    飢y。≦∑yノÅノ・  
ノ＝1  

ん≧0，ノ＝1，…，乃  

（2）   

この間題で、β0＞1であるような解が  

得られたら、DMUoは効率的ではない、と  

いえる。  

＜数値例：債券とその将来キャッシュ・フロー＞  

あり、その初期投資として必要なのほ、  

円で十分である。このことは、一物一価の関  

係が成り立っていないことを示しており、こ  

の合成ポートフォリオと債券1の間で、裁定  

の利益をあげる機会があることを意味してい  

る。裁定の機会が存在する市場は、効率的で  

はない。裁定の機会が存在しない市場は、効  

率的な市場と呼ばれ、そこで成立している各  

資産の価格を均衡価格と呼ぶり。  

儲券1  働券2  侶券3  償券4 

価格 Pj   100   100  100  100   

常1期 Clj   20   110   80   6   

錨2期 C2i   70   0   40  104  

産出指向D E Aモデルの双対問題：  
∫  

目的関数 mi。∑瓦roV′  
r＝1  

制約：  〝I    ∑y∫。銑＝1  
i＝l  

∫〝I 芸動ルー芸ツゲ卯∫≧0・J：1，…，乃  
－V′，一肌≦0，r＝1，．．．，∫；∫＝1，…，椚  

（4）   

各vrは投入要素ーに付与される価値（ウエ  

イト）であり、また各銑ほ、産出要素iに付  

与される価値である。ある特定のDMUoの  
効率性を評価するにあたっては、そのDMU  

にとって、最も有利なウエイトが決められる。  

そして、それらウエイトは、すべてのDMU  

の投入、産出要素に適用される。   

図1の例で、（3）式の奴相聞題は、  

図1に示すのは、4つの債券が取り引き  

されている市場の各債券の市場価格、すなわ  

ち、投入量と、各債券が将来にもたらすキャッ  

シュ・フロー、すなわち、リターンのデータ  

であるが、この市場において、債券1の効率  

性を評価する産出指向り監Aモデルは次のよ  

うになる。   

目的関数  max 伊。  （3）  

制約：且00≧100ん十100Å2＋100ん＋100ん  

飢閲≦［静＋［丑㌘］可鉢＋［1£］A4  

Åノ≧0，ノ＝1，…，〝  

解： β0＝1．25，A3＝0．257，  

A4 ＝ 0．743，スl＝ Å2 ＝ 0  

り 一般には、裁定の機会がないということだけで、その   

市場が均衡しているとか、効率的であるとは、首いきれ   

ない。市場の均衡と効率性は、もっと広い概念である。   

しかし、裁定の機会があるようでは、市場は、均衡して   

いるとは宮えないし、効率的であるとも言えない。本報   

告では、裁定の機会がない条件を満たす状態での各資産   

価格を、便宜的に、均衡価格と定慈している。  
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目的関数  min lOO V  （5）  で評価される。もし、DMUoが、この包絡  

平面上にあれば、それは効率的なDMUであ  

ると評価される。  

一般のDEA分析では、ある DMUo、  

制約：   20  

100 V －110  

100 V － 80  

100 V － 6  

70〃2 ＝100  
＞0  

＋
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〃2 ≧0  

〃2 ≧0  
［…ご］  

の評価は、他のDMUデータの非負線  
〃l，〝2，V ≧0   

解：仏＝・99，〝2＝l・15，V＝l・25  ∑ 「…：］  

形結合   ん，（ん≧0）との比較でなさ  

れるが、金融市場でのある資産、  

価は、その市場で取引されているあらゆる資  

産の線形結合からなるポートフォリオ、  

∑［紬・  

すなわち、  

（ん‥♪gg）との比較でなされる。  

n ク0≧吾叫ノ  

乃 Co＜∑Cノん  
ノ＝l  

（6）  

［  :1 

ク  

C。  
ならば、この資産  と合成ポートフォリ  

双対問題（5）の解は、空間（平面）  

（Xl，X2）内での超平面（直線）の方程式  

．99Cl＋1．15C2＝1．25  

を決めている。また、ベクトル（〃l，〝2）＝  

（．99，1．15）は、この直線の法線ベクトル  

であり、また、産出要素（この例では、第1  

期、第2期のキャッシュ・フロー）の価値評  

価を 与え てい る。すべてのDMU  

（クノ・Cり・C2ノ）′は、この直線が規定する半空間  

．99Cl＋l．15 C2 ＜1．25  

の中にある（図2参照）。すなわち、双対間  

遭（5）は、すべてのDMU（クノ，Cり，C2ノ）が、  

半空間〃lC，＋〃2C2 ≦ク1γの内側に入るよ  

うな超平面仏Cl＋〃2C2＝ク，Vを求める問題  

であり、その際にりの値を最小にしている。  

よって、得られた超平面は、すべてのDMU  

データを包絡（Envelope）している。  

一般のDEA双対問題（4）の場合も、  

s＋m 次 元 の 投 入 産 出 空 間  

（弟，弟，…，ズ∫，ツー，ツ2，…，ツ椚）における超平面  

∫〝I    ∑v′∬r－∑〃∫ツ∫＝O  

r＝l J＝l  

を求める問題であり、すべてのDMUデータ  

（ズノ，yノ）′は、この平面が規定する半空間の片  

側（原点側）に包むかたちで包絡される。評  

価の対象とされてるDMUoの効率性は、求  

められた包絡起平面からの轟離の尺度（距離）  

オとの間で、裁定の機会があり、ここに市場  

の非効率性が示される。  

3．裁定の機会がないための条件  

資本市場に裁定の機会があるようでは、そ  

れは効率的ではない。その評価を、DEAの枠  

組みで行うとなると、それは、次のような評  

価作業を進めることになる。   

特定の投資資産、資産1を対象として、市  
場において資産1以外の資産でポートフオ‘リ  

オを組む。そのポートフォリオ価格が資産1  

の価格を超えなくて、しかも危険資産の場合  

は、どの自然の状態iが実現しても、また、  

債券資産の場合はどの将来時点iにおいても  

ポートフォリオのリターンが資産1のそれを  

下回らない。しかも、少なくとも、どれか一  

つのiにおいて、ポートフォリオのリターン  

が資産1のそれを上回る。このことをDEAモ  

デルで表現すると次のようになる。  

資産［紬＝  

おいて、ある資産  

1，2，…，n，からなる市場に  

［昌：］  

を採用して裁定の利益  

を得られるのは、次のシステム1．に解が存在  

するときである：   

－53－  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



システム4：  システム1：  

II  

ダl≧吾叫ノ  

JI 町≦∑CノÅノ  
ノ＝l   

β＞1，ん：rree  

〃  

∑クノ∬ノ≦0 ノ＝l  

n ∑Cノ∬ノ＞0  
ノ＝l  

∬ノ：free   

（10）   （7）   

与えられた市場においての裁定ポートフォ  

リオ九＝（ん，Å2，‥．，Å〝）′を見つけるには、次  

の間邁を解けばよい。   

目的関数 max 皇g∫  
i＝l  

〃  制約  吾叫ノ≦0  （11）  

n  

g＝許Åノ 陀0，Åノ：free   
一般のDEÅ分析では、ひとつひとつの  

DMUの効率性を評価するために、それぞれ  

ひとつの線形計画問題が設定されるが、この  

補題から明らかなように、金融市場における  

効率性評価では、市場全体を対象として、ひ  

とつの線形計画（一11）を扱うだけで十分であ  

る。また、次の定理2）が知られている。   

足留J：市場において、  
乃   

クノ＝吾杭軌，ノ＝1，2，…，乃 （12）  

軌＞0，  f＝1，2，…，椚   

を満たすべクトルuが存在するとき、ま   

た、そのときに限り、裁定の機会がない  

このベクトルu は、市場を支持する価格  

ベクトルと呼ばれる。危険資産が取引される  

市場の場合は、このベクトルuは、危険中  

立確率を与えるものであり、また、債券市場  

の場合ほ、uは、スポット・イールド曲線3）  

（期間構造）を与えるものである。  

DEAの考えに立つと、一つ一つの資産kに  

ついて、このシステム1に解があるかどうか  

が問題とされる。そして、市場にⅣ個の投資  

資産があれば、基本的には、Ⅳ個のシステム  

1の問題を解くことが想定される。本節では、  

線形計画問題を1回だけ解くことにより、  

「裁定の機会があるかないか、あれば、それ  

はどのようなポートフォリオを組めばよいか」  

に解答が得られることを明らかにする。これ  

に関連して、決定的に重要な点は、上のシス  

テム1では、変数Åノは、符号が自由な変数  

であることである。通常の、DEAモデルでは、  

変数Åノについては、非負であるという条件  

が与えられる。ファイナンスの領域では、空  

売り、すなわち、ショート・ポジション  

（short position）をとるという投資アクショ  

ンが可能であるため、んは負の借をとるこ  

とが許される。さて、システム1は、次のシ  

ステム2と等価である：  

システム 2：  
n  

クl≧∑クノん  
ノ＝1  

（8）  

Jl      灯1＜∑灯ノÅノ  

ノ＝！  

ん ‥ free  

これは、さらに、次のシステム3に書きかえ  

られる：  

システム 3：  

〝  pl（ん‾l）＋真叫ノ≦0  
（9）  

〝   Cl（ん－1）＋∑Cノん＞0  
ノ＝2  

Åノ：free  

席題＝：資産［言：］  ，j＝1，2‥‥，n，からな  
勾この定理は、よく知られているもので、Farkasの補題を   

使って示すことができる。参照：ln㌍rSO11【2】  

】）スポ・ツト・イールドとは、純粋割引債（ゼロ・クーポン   

債）の最終利回りであり、この利回りは、それら純粋割   

引債の満期までの残存期間に依存することが知られてい   

る。期間構造とは、スポット・イールドを残存期間の関   

数として表現したものである。  

る市場において、次のシステム4に解が存在  

しないとき、また、そのときに限りこの市場  

には、どの資産jを使っても、裁定の機会が  

存在しない、すなわち、どの資産に関しても、  

システム1、2、3に解は存在しない。  
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● 危険資産が取引される市場の場合   

いま、（11）式を満たすべクトル  

〟＝（軌，〟2，…，〟肌）－′ に 関 し て  
刀∵±（d抽，勘毎…，d〟椚）′，ただし，  

ら第i＋1期にかけてのフォワード・レート  

1  

をJ∫とすると、仏前育＝紬 （16）  

が成立するから、ディスカウント・ベクトル  

u が決まれば、フォワード・ベクトル  

′＝（んJ2，…，′川）′ が決まる。  （13）  

とする。   

このとき ∑ニ，れ＝lである0さらに、こ  

の市場で無危険の資産、または、無危険ポー  
トフォリオがひとつ存在すると想定して、そ  

の価格 とリ タ ー ン の ベクト ル を  

（仇，C。，C〃，…，C〝，）′とすれば、それにも  
（12）式が成立するから、   

ク〃＝詣c血＝‡c♂薫れ  
1  

＝C。  （14）  

すなわち、d＝ であり、d＝l・rとお  

けば、rは、この市場におけるリスク・フリー  

投資の投資収益率である。   

市場の各資産jについては、   

クノ＝詣cヴれ≡去以Cノ）（15）  
が成立する。このベクトル 汀 は、危険中立  

確率、または、マルチンゲール確率測度と呼  

ばれている。記号ど汀（Cノ）は、確率汀 に関  

する資産jのリターンCがの期待値を表す。   

● 債券市場の場合   

市場で取引される資産が債券の場合は、資  

産jのベクトルCノ＝（Cり，C2ノ，…，C叫）′の要素  

Cヴは、現時点からi期先の将来時点におい  

てこの債券jがもたらすキャッシュ・フロー、  

すなわち、クーポンである。（12）式の抽  

はi期先のキャッシュ・リターンCぴに軌  

をかけて現在価値に割り引いて 

は、そのような将来のすべての期にもたらさ  

れるキャッシュ・フローの現在価値の総和が、  

資産jの現在の価格クノに等しいことを示し  

ている。砧はディスカウント・ファクター  

1  

であるから、砧＝百丁打 と書ける。ここで、  

rは、現時点からi期先のキャッシュに適用  

されるスポット・レートである。さらに、  

抽はi期先の貨幣1単位（1円）の現在に  

おける価値に相当する。さらに、第i期か  

－55 －  

4．裁走ポートフォリオの特定と   

スポット・イールド曲線  

ある人がシステム（10）の解であるとき、  

すなわち、裁定ポートフォリオであるとき、  

任意の正の実数αについて、αスのシステム  

（10）を満たし、裁定ポートフォリオとなる。  

線形計画（ll）に目的関数値が正の解がある  

ときは、無限大の解（unboundedsolution）と  

なる。よって、次のようにんに上、下限を  

つけて解くことにする。  

〝l 目的関数 最大化 ∑J‘  
i＝t  

（17）  

〝 ∑クノん≦0  
ノ＝l  

制約  

・II   

J卜∑Cノん＝0  
ノ＝l   

－1≦ん≦1，ノ＝1，…，〝  

J≧0・ん：♪gg   

数値例：裁定機会を見つける   

債券j   債券1  債券2  債券3   

価格巧   92．7   78   84．8   

第1期C．j   103   5   2   

第2期C勾  105   2   

第3期C勾  102   

最大化 J∫＋J2＋ち  （18）  

制約 ：92．7人1＋78ス2＋84．8人3＝0  

103 Å－＋ 5人2＋ 2Å3 － fl＝O  

105人2＋ 2スユ ー r2 ＝0  

102人3－ ′ユ ＝0  

－1≦Aノ≦り＝l，2，3   

Åノ‥符号自由、ノ＝l，乙3；  

J‘≧0，f＝1，2，3  

最適解：■目的関数値 ＝0，  

双対解：抽＝0．9，仇＝0．7，的＝0．8   
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ここで、目的関数値がゼロであるから、こ  

れまでの議論からすれば、裁定の機会がない  

ことになる。すなわち、この3個の債券から  

価格が正にならないポートフォリオを合成す  

ることでほ、将来のどこかの期で、正のキャッ  

シュ・フローを生み出すことはできない。と  

こ ろが、双対変数の値を見る と、  

揖2＝0．7＜的＝0．8となっており、2期先の  

1円の現在価値よりも、3期先の1円の現在  

価値の方が大きくなり、（16）式の関係  

皿   

批汀云＝助から  
′2＝‾・125  

が得られる。すなわち、フォワード・レート  

が負になり、期間と期間との間で、時間的な  

裁定の機会が存在していることが分かる。  

（17）式の双対問題は、  

n 目的関数・mln 芸（∂フ＋∂ニ）（19）  

椚  

制約：－クノ仇＋∑Cヴ郎‘－∂ニ・∂ニ＝0  
J＿l  

，ノ＝1，…，′l  

∂フ，∂ニ≧0，ノ＝l・…，′‡   

仇≧0・牲：符号自由，J±1，…，椚   

となる。ここで、将来のキャッシュ・フロー  

の現在価値に関する制約：   

ぶ： －酋・d眈．．≦0  （20）  

釘＋：＋。純一茹軋一≦O  
f＝1，…，m－1  

を付け加える。ただし、  

♂：＝l＋∫：≦ぱ＝－・∫ご  

ここで、′：，∫：は第i期から次期への予想  

されるフォワード・レートの上、下限（外生  

パラメー タ）である。これを解いて得られる  

ベクトル（払，仇，…，舶用）は、スポット・イー  

ルド曲線の推定値を与える。また、この間題  

の双対問題を求めて、裁定債券ポートフォリ  

オ問題（主問題）に戻すと、  

∂ニ，∂ニ   ー1≦ん≦1，ノ＝1，…，乃  

ん：符号自由・ノ＝1，…，乃；  

∫ニ，∫J，g′≧0，f＝1，‥・，椚  
し
 
 

た
 
 

ヽ   

T
 
J
仰
0
…
 
 

H
】
 
t
1
 
 

1
J
O
O
…
0
 
 

J ，…，揖椚＿l＝  

5．おわりに  

本シンポジウム報告では、「データ包絡分析の  

手法」をファイナンスに適応させた場合を考え、  

投入・産出指向モデルの主問題・双対問題より、  

資本市場における効率性評価へ適応できることを  

述べた。「裁定機会が存在する市場」は、「効率  

的な状態ではない」と考え、主問題では裁定ポー  

トフがノオを特定化し、同時に双対問題ではスポッ  

トイールド曲線を観察できるモデルを研究した。  

今後は、実際の市場データを用いて資本市場の効  

率性評価を行ない、具体的に諸債券の売買をどの  

ように組み合わせて裁定が行なえるかを検証して  

いきたい。また、厳密な意味での裁定取引モデル  

では、この他に取引コストを考慮しなければなら  

ないし、外生パラメータのフォワード・レート値  

の与え方に課題が残る。   
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〝I ：max ∑g∫  
J＝l  

目的関数  
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