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皿 はじめに  

DEAにおけるCCRモデルの計算法として、次のよ  

うな2段階の線形計画問題（双対問題形式）によって解  

く方法が刀根【7，8＝こよって提唱されている。ただし、  

ここでは第2段階のスラック8∬，βyの係数には入出力  

項目の重要性を示すウェイトwf∈Rm，旭y∈紆を  

付けて示すl。m，β，mはそれぞれ入力、出力の項目  

数とDMUの数、ズ∈RmXn，y∈Rβ×れは入力、出  

力の値、訂。∈月m，y。∈虎βは対象DMUoの入力、出  

力の値を表す。♂，Å∈j㍗，β∬∈点m，8y∈R8は変数で  

ある。また、r暗転置を表す。   

＜第1段階＞  

そして、スラックを考慮した修正効率性尺度の性質  

として、次の3点を挙げている。  

（1）スラック8r，βyが0（スラックレス）のときは、  

D効率値と一致する。逆に、一致するのはスラッ  

クレスのときに限る。  

（2）スラックの相対的な大重さに関して減少関数で  

ある。  

（3）スラックの重要性を示すウェイトwf，Ⅶyが決ま  

れば、Ⅶ効率値はユニークに決まる。   

T効率値はスラックを考慮しており、尺度の性質も  

含めて、従来のD効率備に比べて、優れた尺度である  

と考えられる。しかし、T効率催が加重平均入力効率  

性と加重平均出力効率性の軌こよって求められること  

の培極的な理由ほ説明されていない。さらに、主問題  

に戻したときに比率尺度として解釈できるのかどうか、  

可変ウェイト働，髄はどのような借をとるのか、可変  

ウェイト働，髄とスラックに対する入出力項目の重要  

性を示すウキイトwガ，旭yの関係なども説明されてい  

ない。   

そこで、本研究ではCCRモデルに対し、2段階の  

線形計画問題を利用して、スラックを考慮しつつ、こ  

れらの点を説明できる新しい効率性尺度を提案し、数  

値例も含めて竣討する。さらに、スラックを考慮した  

クロス効率倦も提案する。以下に本論文の構成を示す。  

2節で2段階問題の主問題を示し1、スラックおよび入  

出力項目の重要性を表すウェイトと可変ウェイトの関  

係について調べる。そして、新しい効率性尺度を示し、  

考察する。3節では、数値例によj5考察を行う。4節で  

は、スラックを考慮したクロス効率僅を示す。最後に、  

5節で結論および今後の課題を述べる。  

（1）  

（2）  

（3）  

（4）  

m五m β   

s．立．ぬ。－ズA－βf＝O  

y太一8y＝暫○  

Å≧0，β∬≧0，8y≧¢   

＜第2段階＞  

max ∂＝Ⅶごβ方＋w㌻βy   

s九 ズA＋β∫＝β申詔。  

（3），（4）式  

第2段階のβ申は第1段階で求められた最適解を表  

す。さらに、加重平均入力効率性と加重平均出力効率  

性の填で示されるスラックを考慮した修正効率性尺度  

ア（T効率値）も提唱されている。  

r。＝（∂。一髪）（  ） ）（7）  

Ⅷ邸。  

覇（眺＋β；   

やひび車 のりお  既腐義塾大学理工学部管理工学科   
〒223槍浜市港北区日吉㌻14－1TELO45－5阻1141．ext．3628   
FÅⅩ045－563－5979E－m扇11厄biki㊥ae．keio，aC．Jp   

lt勒，叫の債の設定方法として、単位の不変牲を保つために、入  
出力億の攻大偲【9】を用いる方法なとが投薬されている。  
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2 スラックを考慮した効率性尺度  

2．1 2段階線形計画問題の主問題  

2段階の線形計画問題を主問題形式に書き直すと次  

のように定式化される。tJ∈Rm，≠∈RJは入力、出  

力に対するウェイトを表す。   

＜第1段階＞  

＜第3段階・＞  

mh xV＝諾ごγ（3）  

s．t．yT■u（3）＿ズ㌦（3）＜o  

yざ髄（3）－β●（〇ごⅤ（3））＝∂●  

Ⅵ（3）≧w。  

u（3）≧wy  
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max ♂＝yご≠（1）  

s・七・‡ごり（1）＝1  

yT■u（l）＿ガ㌦（l）＜0  

廿（1）＞0  

髄（l）＞0   

＜第2段階＞  

max ∂＝y㌻≠（】）－♂■（ェごγ（ユ））   

s．t．yTt▲（っ）＿ズTt，（】）＜。  

t，（】）≧叫  
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本研究ではスラックを考慮した効率借として、第3  

段階で求められる可変ウェイトγ（3）－，u（3）●を用いた  

（24）式の 

DEAEfRciency‥以降、S効率値）71＋を提案する㌔   

り・＝  
（24）   

可変ウェイトγ（3）●，u（3）●は第2段階の最適解にも  

なり得るので、り●は、（5），（13）式（または（21）式）よ  

り、（25）式に書き直すことができる。  

り・甜一・ （戒圭＋現場）  （25）   

ここで、XV●＝諾ごu（3）●＞0。が≦β－，（スラックレ  

スのときは、り－＝βりとなり、スラックを考慮した場  

合の尺度の性質もすべて満たす。S効率借りを求める  

場合、2段階LPの主問題の第2段階において、ウェイ  

ト祉k，Wyが可変ウェイトの値を制約することにより  

スラックを評価していると考えることができる4。以  

上のことから、S効率値が主問題、双対問題の両方を  

考慮した効率値であるという特徴を持つことが分かる  

だろう。   

次に、入出力スラックを考慮したS効率借り●をス  

ラックレスの入力の一律削減率と考えた点（り◆正吉，y㌃）  

（以降、仮参照点と呼ぶ）と通常の一律削減率β●とス  

ラックによる改善案として求められる参照点（（β■才。－  

8；）T，（‰＋電）γ）の関係について考察を行う。仮参照  

点と参照点には、（26）式の関係を示すことができる5。   

y㌃u●－巾ごり●  

＝（y。＋β；）T≠●－（β●茸。－β；）Tり●＝0．（26）  
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（15）、（16）式より、第2段階で入出力項目の重要性  

を示すウェイトw∬，Wyは、可変ウェイト℃（】），髄（コ）  

の下限値を表していることが分かる。   

2．2 スラックを考慮した効率値  

スラックを考慮した効率値を考えるために、まず初  

めに2．1節で示した2段階LPの主問題の第2段階で求  

められる可変ウェイトv（】）・，髄（ホを用いた比率尺度  
γ●を（17）式に示す。   

γ・＝  
（17）   

第2段階の目的関数からも分かるように、比率尺  

度γ●は一意に決まるとは限らない。（13），（17）式より、  

（18）式が成り立つ。  

∂●  

諾ごγ（ユ）  

γ＝β●＋  
（18）   

∂●≦0より、2ごγ（】）→∞にすると、で＝♂●とな  

り、スラックを考慮しない効率備になる。そこで、ス  

ラックを考慮した効率値を一意に求めるために、次の  

第3段階の問題を解く2。  

効率値の解釈や脱明については第2段階を用いて展開する。  
3BCCモデルの効率性尺度も同様に示すこ七ができる。  
4可変ウェイトに制約を与える方法の一つである領域限定を行うと、  
効率借は小さくなるか、同じである。そのことからも第2段階では  
ウェイトの制約により小さくなる分をスラックとして評価している  
と解釈できる。  
5このことは、2．3節の図解により理解できるだろう。   

2欝3段階はスラックを考慮した効率値の一意性を保証するための  

段階である。第3段階の最適解は第2段層の解にもなり得るので、  
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仮参照点（が詔ご，即ご）はスラックレスでない限り、生  

産可能集合に含まれない。しかし、仮参照点に相当す  

る活動を行うDMVが存在すると仮定した場合、他の  

DMUが変わらない限り、そのD 

仮参照点はスラックレスの敬啓案になる。このことば  

S効率億が効率的となる改蓉寡を求めるDEAの考え  

方に極めて整合的な効率債であることを示している。   

次に、（25）式に含まれるxyOについて考察する。2  

段階LP（双対問題）の第2段階は次のように番垂直す  

ことができる。   

max ∂＝封㌃剋（3）－ ♂○（立ごⅥ（2））   （27）   

S・仕・ β＝β中  
（28）  

（2）～（4）式   

xVoは第3段階の目的関数値であるが、（28）式に対  

する双対解として考えることもできる。したがって、♂申  

を微小変化させても、その分、スラック部分の大きさ  

∂も微小変化するので、りは変化しない。つまり、XVo  

が一律削減率♂、スラック部分∂をバランスさせる役  

割を果たし、そのバランスしているときの効率僅かS 

効率借りになる8。XVさは、∂に対するβのシャドウ  

プライスであり、（25）式で計算されるS効率借の重要  

な意味付けを与えてくれることが分かる。   

2。3 簡単な数値例による考察   

2入力、1出力、3DMUの数値例を用いて、S効率  

備について考察する。  

塞1：2入力、1出力、3のMUの数億例  

ウェイトの億の持つ条件が、  

（1）3t〟∬1＋ひf2≧勒1ならば、  

呵＝叫1，Ⅴ言＝勒2，鮎；＝3叫1＋叫2，   

略＝訟  
（2）翫晦1＋叫2≦ひylならば、   

頃＝勒1，V芸＝叫1－3t〟幻，朋；＝Wyl，   

垢＝品  
になる。ウェイト叫1，勒2，ひylの組み合わせの違い  

による鳴の例を塞2に示す。   

衷2：ウェイトの組み合わせの遠いによる略の例  

l〃fl 叫戒  ひyl  ● ●      ■  噴  略   

例1  1   1   1 1  4  埴   
例2  2   1   8   2  2  8  1ム   
例3  0   1   0 1  ロ  田   
例4  1   0   1 0  3  ％0   

垢の億を図で表すと次の図1のようになる。  

入力2／出力1  

∵…・：∵’  
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DMU  入力1 入力2  出力I   効率性   

A   2  4   D効率的   

β   3  1   D効率的   

C   10  2   D非効率的  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

入力1／出力1  
入力2／出力1  

二∴‘】mRm  

■
竹
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▲
苫
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DMUCのみD非効率的になる。入力ウェイトをⅧ1，  

v2、出力ウェイトを叫、入力スラックに対するウェイ  

トを叫1，Ⅷ∫2、出力スラックに対するウェイトを勒1  

とする。Ⅰ）Ml＝プを対象とすると、スラックに対する  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

入力1／出力1  
6LPのプログラムを用いて双対問題を解くと、目的関数が歪み付  
けスラックの収大化を目指すため、できるだけ主問題の可変ウェイ  
トは小さくなるように向かうこと、また線形計画問題では端点を餅  
として題択することから欝2段階の（28）式の双対餌として、XyO  
が通常、得られる。したがって、双対問題で解けば、欝3段階せし  
なくても通常の場合には良いと思われるが、理翰上は欝3段階で定  
義する必頸がある。  

図1：略の図解  

－ 8 －   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



3 数値例による考察  

刀根【6】の東京都立図書館のデータの一部（東京23  

区中、人口の少ない11区）を用いて数値実験を行う。  

入力項目として、床面積、蔵番数、職員数、図書館費、  

人口の5項目、出力項目として、登録者数、貸出冊琴  

の2項目を用いて計算したS効率値、T効率値、D効  

率値を表3に示す。  

衰3：効率性尺度  

DMU Cとその参照点であるしDMUβの関係を各  

例について調べ、（26）式の示す関係－を図1を用いて図  

解し、略の備について考察する。出力はすペて1で  

スラックlよないので、（26）式は入力のみの（29）式に  

なる。  

砿証言が＝（β＊諾C－き；）Tu●＝0  

さらに、（30）式が成り立つ。   

ズβ＝β●・託C－8；  

（29）  

（30）  

S効率饉†  T効率儀‡  D効率饅  旦塾璽旦 上〉」軌兎慮  王塾撃隻 ．D鋤温儀   
千代田区  0．333  0．2由  0．352  0．945  0．801   

中央区  0．735  0．576  0．896  0．820  0．643   

台東区・  0．459  0．450  0．630  0．728  0．713   

荒川区  b．709  0．623  0、ナ51  0．945  0．829   

港区   1．000  1．000  1．000  1．000  1．000   

文京区  1．000  1．000  1．000  1．000  1．000   

墨田区  0．725  0．615  0．743  0．976  0．828   

癌谷区  0．656  0．570  0．697  0．940  0．817   

目黒良  1．000  1．000  1．000  1．000  1．000   

豊島区  0．747′  0．639  0．816  0．915  0．783   

新帝区  0．641  0．595  0．669  0．958  0．889   

平均  0．728  0．668  0．778  0．930  0．846   

したがって、（29），（30）式より、（31）式が成り立つ。  

（ズβ一成昔C）γγ●＝0  
（31）  

（31）式および図1からも分かるように、鴫の借は次  

のように考えることができる。   

例1）1ゐ×（10，2）＋（－1ふ1β）＝（3，1）  

（－1ふ1β）（1，1）γ＝0  

例2）1ム×（10，2）＋ト1ん1ム）＝（3，1）  

（－1ふ埴）（2，2）T＝0  

例3）1ノら×（10，2）＋（－2，0）＝（3，1）  

（－2，0）（0，1）T＝0  

例4）％0×（10，2）＋（0，％）＝（3，1）  

（0，％）（1，0）T＝0   

左辺の第1項の係数が砿の値、第2項は符号無制  

約のスラック（ズβ一兎エC）Tを表しているのが分かる。  

そのスラックと入力ウェイトの内穂をとると（直交し  

て）、0になる。S効率借り●はウェイト付けされた符  

号無制約のスラック値を合計した結果、0になる（符号  

無制約のスラックを含めなくても良いと考えたときの）  

効率値を示すと考えることかできる7。  

：： 
： 

丁・十三要望）／（ 

S効率値、T効率借は叫‘＝た，Wy‘＝た として  

計算した。この理由は次の二つである。  

（1）データがすべて正であり、かつ単位の不変牲を保  

つことができる。  

● （2）両効率借が基準化したスラック値藷，語を含む  
ことになり、比較の考察を行いやすい。   

また、D効率値は数値誤差を避けるためにウェイト  

の最小値はすペて0として計算した。したがって、D  

効率値は入力の一律削減率に等しい。  
● 表3で用いた基準化後のスラック熟語とxV● の  

値を表4に示す8。  

丁ここでの議論は出力スラックがない1出力での数個例および図解  

であるので解釈には注意が必要である。しかし、出力も含めて議論  
する場合にも、図解するのは難しいが、（26）式を用いて同様に解釈  
することができる。  

8効率的なDMUのxV●の億は意味がないので、誤解を避けるた  
めに空欄にする。  
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力数が多いとその影響がS効率備に比べて大童く出や  

すいと考えられる9。   

4 スラックを考慮したクロス効率値  

DEÅにおいて、のMUの特徴を探ることやm効率的  

なOMVの順序づけなど、ひ効率値とは違う側面から効  

率性を評価することができる別の方法として、Sexton，  

SilkmanandⅡogan別によって提案されたクロス効  

率値（CTOSS逓伍ciency）かある。（24）式により、S効率  

催を求めることがで尊るので、そのときのウェイトを  

用いてクロス効率倦も計算することができる。Ⅱ）MU∂  

を対象にして求められたウェイト即（3）千，髄（3）申を用い  

た即肌りのクロス効率借咋。ほ（32）式で示すことが  

できる。ここで、考∈見所，乃∈J㍗は即肌りの入  

力、出力値を表す。  

表4：基準化後のスラック語，語とxy。 の借  

入力項目  

DMV     床面敬  蔵密教  散見致  国章館費  人口   

千代田区  0．00P  0．077  0．000  0．164  0．000   

中央区  0．542  0．475  0．076  0．000  0．000   

台東区  0．175  0．000  0．059  0．143  0．104   

荒Jll区  0．199  0．049  0．140  0．000  0．000   

港区   0．000  0．000  0．000  0．000  0．000   

文京区  0．000  0．000  0．000  0．000  0．000   

超田区  0．231  0．201  0．000  0．094  0．112   

渋谷区  0．101  0．000  0．138  0．000  0．177   

目黒区  0．000●  0．000  0．000  0．000  0．000   

鼻鳥区  0．351  0．000  0．039  0．284  0．210   

新宿区  0．143  0．000  0．055  0．047  0．128  

亘 り○＝  
（32）   

ヤー専）○  

（j＝1，…，n弧do＝1，・‥，れ）  

このクロス効率値をスラック調整済クロス効率値  

（SlackAdjusもedCross－E瓜ciency）と呼ぶ。3飾のデー  

タを用いたスラック調整済クロス効率値の数値例を表  

5に示す。ここで、港区、文京区、目黒区ほ効率的に  

なるので、通常のクロス効率債と同様に一意に決まら  

ない。しかし、スラックがないので、枇々木【2，3】の  

修正クロス効率債と同じになる。効率的な3区に対し  

ては修正クロス効率借の最小借と最大値を示す。   

従来のクロス効率億はスラックを考慮しないD効率  

催が対角要素となるため、それがクロス効率値の中で  

帝大になるが、スラック調整済クロス効率借では、必  

ずしも対角要素（S効率億）が最大になるとほ言えない。  

さらに、S効率値は必ずD効率値よりも／トさいか同じ  

であるが、スラック調整済クロス効率値は従来のクロ  

ス効率値よりも小さいとは限らない。   

ところで、，スラック調整済クロス効率値を用いて評  

価を行う場合、従来のクロス効率借の評価法【4】をそ  

のまま用いることができる。  

まず、大きな特徴として、S効率億は、甘効率催よ  

りも大きくなる。S効率値とT効率借を比べると、中  

央区と豊島区は、Xy申が入力数mや出力数βより  

も大きく、しかも基準化後のスラックの合計か大きい  

ため、差か大きくなっている。また、墨田区はスラッ  

クの合計はあまり大きくないものの、XV中が極めて大  

きいため、差が出ている。一方、台東区はxV中がm  

と同じ借を示しているため、あまり差が出ていない。   

次に、D効率値との比をみてみる。平均値を比べる  

と、S効率催が0．930、甘効率侶が0．846というよう  

に、大きな差か出ている。さらに、最小値を比べると、  

S効率値が台東区の0．728に対し、T効率値は中央区  

の0．643となっている。これはS効率億がスラックを  

考慮するときも、そのDMVにとってで巷るだけ有利  

になるように評価しているからである。また、T効率  

借は入出力のスラックが此で彫拶を与えるため、入出  

92入力（蔵斡数、職員数）、2出力の場合、D効率侶に対するS効  
率倍の平均比は0．955、T効率侶の平均比は0．907となり、差が小  
さくなる。  

ーiO－   
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表5：スラック調整済クロス効率値  

対象DMVo  

千代田区中央区台東区荒川区  港区  文京区  墨田区渋谷区   目黒区   豊島区新宿区  

【最小値，最大値】【最小値，最大値】  【最小値，最大値】  

千代田区  

中央区  

台東区  

荒川区  

港区  

文京区  

墨田区  

渋谷区  

目黒区  

豊島区  

新宿区  

生壁追0・2890・1960・272【0・206，0・352】【0．235，0．352】0．2630．242【0．089，0．352】0．2450．243  

0・761廷迫0・4720・584【0・339，0・885】【0．395，0．896】0．7350．433【0．221，0．896】0．4420．439  

0・4190・412姐迫0・510［0・328，0・531】【0・274，0・583】0・41さ0・463［Oj31，0・630】0・4510・458  

0・6090・6360・593姐拉【0・476，0・655】［0．477，0．751】0．5150．603【0．432，0．751 

1・0000・9050・6040・620 1・000 【0・509，1．000】1．0001．000【0．217，1．000】1．0001．000  

1・0001・0000t7161・000【0・699，1・000】 1．000  0．7420．881【0．464，1．000】0．8730．879  

0・6550・6300・6030・620【0・440，0・743】【0・453，0・672】旦ヱ星星0．560【0．502，0．743】0．5630．563  

0・5330・5220・4520・401【0・481，0・69て】【0・306，0・610】0・563辿［0・234，0・697］0・6540・653  

1・0001・0001・0001・000【0・810，1・000】【0．718，1．000】1．0001．000 1．000   1．0001．000  

0・6520・6110・6200・606【0・537，0・816】【0・436，0・749】0．754．0．754【0．452，0．816】虹坦0．751  

0・5680・5430・4830・477【0・499，0・669】【0．380，0．631】P．6100．643【0．272，0．669】0．638辿  

※下線部は、S効率借を示す。  

5 おわりに  

本研究では、CCRモデルで効率性を評価するため  

の計算法である2段階の線形計画問題を利用して、ス  

ラックを考慮しつつ、入出力の可変ウェイトγ，Ⅶと  

の関連で説明することも可能な新しい効率性尺度（S効  

率値）を提案した。刀根によって、スラックを考慮した  

効率値として提唱されているT効率値との比較を数値  

例により行った。さらに、S効率値は可変ウェイトに  

よって記述できることを利用して、スラックを考慮し  

たクロス効率債も提案した。T効率備に比べ、求めら  

れる効率値がウェイトも含めてDEAの定式化から十  

分に鋭明が可能であるという特徴を持つごとが有効な  

点であると考えている。今後の課題として、実際の適  

用例により、S効率値の妥当性を検討する必要がある。  
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