
DEAのモデルをめぐって一再論－  

刀根  薫＊  

最適解を（β＊，入◆，β；，β；）とするとき、凡打仇は  

β●＝1，8；＝0，β；＝0  

を満たすとき、CCR効率的といい、それ以外のとき  

CCR非効率的と呼ぶ。このLPはか〟払の現在の  

出力y。を最低限保証した上で、入力を出来るだけ  

縮小する計画を求めている。その意味で1入力指向  

型のモデルという。この最適解による解の改善案は  

次式によってなされる。  

は じめに   

DEAはデータオリ・エンテットの効率性測定手法であ  

り、入力と出力の間の生産関数について最小の仮定  

しか設けていない、いわゆるノンパラメトリックな  

手法である。CharneS，CooperandRhodes（［3］）に  

よる最初の研究に始まり、その後急激に研究と応用  

が展開されSeifbrd（閏）によれば論文の数も1994年  

までに1000編に達しようとしている。著者は前論  

文「DEAのモデルをめぐって」（【・10】）において諸モ  

デルとその特徴持ついて述べたが、本稿においては、  

モデルとデータとの適合性を中心に、DEA適用上の  

諸問題について考究する。併せて加法モデルにおけ  

る効率性を提案する。   

1．D E Aの基本モデル   

1．1CCRモデル  

几コの事業体（DMU）に関するmコの入力データ  

ズ∈RmX九とβコの出力データ1′∈見きX九をもと  

に事業体β〟仇（0＝1，…，花－）の効率性を測定する  

CCR（ChaTneS，CooperandRhode5）モデル（【3］）は  

次のように定式化される。  

（2）  
工：＝ β●芯。－β；  

y： ＝ y。＋β；・   

このモデルでは次の生産可能集合を仮定している。  

P＝（（‡，州℃≧ズ入，y≦y入，入≧0）・（3）   

効率的フロンティアは断片的に平面であり、原点を  

通る。効率的フロンティア上の点の規模の収益性は  

一定（constzntrettLrnStOSCale＝CRS）である。   

上の入力指向型モデルに対して、次の出力指向型  

のCCRモデル（以下CCROと呼ぶ）がある。  

（4）  
ma・Ⅹ 叩   

8t．ズ入＋8∬ ＝ 訂。  

叩y。－y入＋8y ＝ 0  

入 ≧ 0，βェ ≧ 0，βy ≧ 0・   

（1）  
min ♂   

st．β工。一方入－8∬ ＝ O  

y入－きy ＝ yo  

入 ≧ 0，8．≧ 0，βy ≧ 0，   明かに、最適解ではが≧1である。CCRとCCRO  

の最適解の間には簡単な関係がある（【9】）。   

1．2 BCCモデル  

BC？モデルはCCRモデルに対して、次の制約を追  

加したものである。  

ここに、入∈月九，βJ∈Rm，β，∈Rタ，β∈Rは変数  

である。CCRは最初ズ＞0，y＞0を仮定した。  

もともと、このLPは多入力、多出力に関する比率  

尺度問題から導出されたものである（【3】，【9】）。上の  
LPを解くためには先ず、♂を最小化し、次にスラッ  

クの和erβ∬＋erβy（ただしeT＝（1，…，1））を最大  

化するという2段階法を用いる。そうして得られた  

eT入＝1．  
（5）  

このことにより、生産可能集合は次のように、現存  

するDMUの凸包とそれより大きい入力と小さい出  ・埼玉大学政策科学研究科〒338浦和市下大久廃255  
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2。データ について   

MⅢer（【4】）によれば、一般にデータは次の4種現に  

分質される。  

（1）比率尺度データ：これは原点からの距離の比で決  

まるデータであり、原点の位置が決定的に重要な役  

割をもつ。単位の取り方とは無関係である。  

（2）間隔尺度データ：データ間の差だけが問題となる  

尺度。たとえば温度のように原点をどこに置くかは  

本質的に意味がない。  

（3）順位尺度データ：順位だけが問題であり、順位間  

の距離等ほ問馬としない。  

（4）カテゴリカルデータ：どのカテゴリに属するか  

だけが問題であり、カテゴリ間の優劣等は問題とし  

ない。   

もともとDEAは比率尺度デー・タをもとに展開さ  

れたが、最近は間隔尺度等のデー一夕に対しても適用  

されるようになってきた。したがって、原点の位置  

と無関係なモデルが要求されるようになっている。   

紅塵襟の平行移動による影轡   

間隔尺度を取り扱ったり、比率尺度でも負のデータ  

がある場合には、それに適合したモデルを用いる必  

要がある。CCR、CCROモデルは共に、効率的フ  

ロンティアが座標軸の原点を通るので、原点を移動  

させればβ¢の変化をもたらす。すなわち、データの  

原点移動（平行移動）に対して不変ではない。それ  

に対して、BCCモデルでほ〇軸の0点（y軸）が  

♂寧の測定の基準となり、y軸方向の平行移動に対し  

てほ不変（imvari乱nt）である。このことはerA＝1  

という制約（凸条件）がもたらす（詳しくはA追等  

（川）鍋。すなわち、出力データをどのように底上  

古ナ（下名乃しても最適解は不変である。BCCモデル  

は正、ゼロ、負の出力データを処理することができ  

る。全く同じ理由から、加法モデルは入力、出力の  

両方の原点移動に対して不変である。すなわち、正、  

ゼロ、負の入力、出力データを対象とすることがで  

きる（この牲質をtranslatiorLinva．riaACeという）。  

乗法モデルほ不変ではない。   

4。単位の変更による影響   

CCRモデルにおいて、データ∬，yを正の対角行列  

P∈見れ×れ，Q∈兄事X∫をもとに、P∬，Qyという単  

位の変換をしても（1）式の最適解は不変である。ただ  

力をもつ点から構成される。  

ア＝（（芯，即）匝≧∬Å，即≦・yA，erA＝1，A≧呵  

（6）  

効率的フロンティアは普通原点を通らず、その上の点  

は規模の収益が増加型、一定型、減少型のいずれかに  

属する（【2】，【9】）。出力指向型BCCモデル（BCCO）  

は、CCROモデルにeTÅ＝1を追加したもので、生  

産可能集合はBCCモデルと同じである。   

以上、生産可能集合の図表示については【9】，【10】  

を参照されたい。  

1．3 加法モデル  

基本的加法モデルは次のLPによって示される。   

T T max eβ∬＋eβy  

s七．∬A＋β才 ＝ 訂。  

yÅ－βy ＝ 即o  

eアA ＝1  

A ≧ 0，8∬ ≧ 0，βy ≧ 0・  

（7）  

このモデルの生産可能集合と効率的フロンティアほ  

BCCモデルのそれと同一である。このLPの目的関  

数は当該のDMU（芯。，即。）から効率的フロンティア  

への最大Jl－ノルムの点を求める。最適解において  

8；＝0，β；＝0かつそのときのみ効率的である0加  

法モデルによる効率化は詔：＝雷。－β；，即：＝即。＋β；  

である。このモデルにおいては入出力データの符号  

は自由である。   

1．4 乗法モデル  

CobもーDoⅦglas型の生産関数  

y＝eq）ポl…∬訂 またほ  

logyニC。＋cllogJl＋…＋c，几log∬れ  

に対するDEAモデルとして、原データの対数を取  

って  

鬼＝（log∬‘ブ）∈茸裾…  

す＝（log拘）∈月ヤ拍  

とし、鬼，すをデータとして加法モデルを適用する。こ  

のモデルの効率的フロンティアは断片的にpiecewise  

log一山ne乱rであるが、原データ空間では（上に）凸で  

すらない。  
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し、第2段階のLPでmaxerβJ＋eTき，の代わりに、  6．モデルの選択をめ■ぐって  

DEAの通用に当たってモデル甲選択は最も重要な問  

題である。モデルめ選 

らである。領域限定法、コーシレイショ法、 

能変数、カテゴリ変数等め採用も現実的に必要であ  

るが、ここでi嘩本的なモデル選考に当たって考慮  

すべきことをあげる。   

6．1生産可能集合の形状  

CCRとCCROモデルでは、効率的フロンティ了に  

おいては規模の収益性が一定（consta・rLtieturn畠to  

scale＝CRS）であると仮定している。それに対して  

BCC、BCCO、加法、乗法モデルでは規模の収益性  

が増加（i．ncrea5ing＝IRS）L、一定（constarLt＝CRS）、  

減少（decreasirLg＝DRS）でありえるという仮定を用  

いている。入力と出力の対応に関する予備的調査、例  

えば回帰分析、Cobb－Do両厄型分析、エキスパート  

の知識等によって生産可能集合の形状が推定される  

ならば、それに最も適合したDEAモデルを採用す  

る。ただし、普通の回帰型の分析でi享1出力対多入  

力の関係を調べるのに対して、DEAは多出力対多入  

力の対応を問題にしていることに注意したい。  

6．2入力指向か出力指向か  

DEAの一つの目的は非効率的な事業体を効率的フロ  

ンティアに投影することである。そのために、入力  

指向型一現状の出力レづルを最低限保証しながら入  

力をできるだけ縮小する一七、出力指向型一現状の  

入力レベルでできるだけ出力を増加させる－がある。  

さらに、加法型や乗数型のように、入力の剰余と出  

力の不足を同時に対象とするモデルもある。  

6．3座標系に依■存するかしないか  
衰1から見られるように、効率測定値β・（叩・）をも  

つかもたないかで、モデルを分類することができる。  

効率値β■はデータのもっている座標系によって決ま  

ることに先ず注意したい。例えば、CCRモデルでは  

効率叩フロンティアは断片的に線形な多様体からな  

り、それらはすべて原点を通る。したがって，原点  

の位置は効率値炉を決める上で決定的な役割を持  

っ。BCCモデルの効率的ウロンティアは座標系とは  

独立であるが、効率値♂●は入力デー‘タ（ズ）の原点  

に依存する。周じように、効率値♂●を採用するモデ  

ルは本質的に座標系に依存している。確かに、この  

タイプのモデルは効率値β●の値の順に事業体を並  

m ざ  

max≡品＋≡意  
（8）  

ただし、   

lご佑1＝maX（lごりt‥j＝1，…，兜）（i＝1，∴，m）   

l椚肌l＝maX（l拘卜J＝1，…，几）（i＝1，…，β）  

としておけば、こちらも単位の取り方にたいして不  

変である。   

同様の工夫を施せば、CCRO、 

各モデルはデータの単位の変更の影響を受けない（こ  

の性質をⅦnitsimvarianceという）。   

ただし、基本的な加法モデルの最適解はデータの  

単位の影響を受ける。しかし、加法モデルの目的関  

数を（8）のようにすれば、unitsinva・riarLCeになる  

（tra，rLSla．tiorLinvaria．rLCeではなくなるが）。乗法モデ  

ルは不変である。   

PastoT（【6】）は（8）の代わりに次の式を用いること  

を提案している。この式はunitirtvaria．ntかつtrarts－  

1a．tioninvariantである。  

皿
丁
肥
 
 

タ
∑
出
 
 
 

＋
 
 

生
帰
 
 

m
∑
嶺
 
 

Ⅹ
 
 

a
 
 
m
 
 

（9）  

ただし、J∬i（Jyi）は＜力（出力）項目℃i（机）の標  

本標準偏差である。Jェi（ケ，i）がbに近い場合には注  

意を要する。  

5．モデルとデータの適合性  

以上の考察を基に、奉1に、基本的なDEAモデルと  

データの適合性その他の重要な関連を記した。◆この裏  

の中で、Se正一pOSiti）eとあるのは各DMUにつき当  

該のデータが半正（非負でゼロでない）である．ことを  

意味し、Fleeは正、ゼロ、負を許す。例えば、CCR  

モデルでは、入の非負性と入力データズが半正であ  

るために、♂◆は0≦♂●≦1になることが保証され  

る。このように、CCRモデルのデータ領域は、従来  

の正領域から拡張することができるのである。「規模  

の収益性」の中のCRSは一定（consta・ntrettlrnStO  

scale）であることを、VRSは可変（variablerettLrnS  

toscde）であることを示す。  
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ショ法等を用いて効率的なDMUを限定することも  

できるが、兜ほm＋βより数倍であることが望まし  

い。入力と出力の選択はDEAを成功させるための  

重要な要素である。この点に関しては、次のような  

手順をすすめたい。最初は、重要と判断される比較  

的少数の入出力項目を用いて分析する。次に、次第  

に項目を増やしていき、追加項目の影響を確かめな  

がら項目の増減を行い、結論に達する。  

6．6多くのモデル巷試みよ  

予備的調査によっても、入力対出力の対応関係が確  

認できない場合に、ただ一つのモデルに固執するこ  

とは危険である。そのようなときには、できるだけ  

多くのモデルを試み、その結果を比較検討し、エキ  

スパートの意見を参考にして結論を出すことが望ま  

しい。  

7。 加法モデルの展開   

既に述べたように、加法モデルは広いデータ領域  

（tra．nsla，tioninva．riance）と規模の収益性が可変であ  

るという意味で、適用性の広いモデルである。この  

モデルの展開について述べる。  

7．1薗みつき加法モデル  

（7）の目的関数の代わりに、重み髄㌧≧0，ぴy≧0  

をもとに次の目的関数を設定する。  

max wβ。＋びβ，   （10）  

仮に、ぴy＝0とすれば、入力指向型加法モデル（第1  

目的関数ほmaⅨぴぎ8∬、第2目的関数はmaxeTβ，）  

となり、ある意味でBCCモデルに対応する。なお、  

ぴ∬，ぴy の中に（8）の重みを組み込んでおけば、  

tlnitsinvaJia．rLCeである。  

7．2制御不能変数の処理  

もしある入力（出力）項目が制御不能であれば、そ  

の項目に対するスラックβ∬i（5yi）の値を初めからゼ  

ロに設定しておけばよい。   

同様に、上下限つきの変数も自由に設定すること  

ができる。  

7．3効率性尺度の導入  

加法モデルには1次元的な効率性尺度が欠けている  

という難点があるが、これを解決するためにいくつ  

かの方法が提案されている。  

（1）著者は【8】の展開として次の2つの尺度を提纂  

ベることができるという利点をもつらしかしながら、  

効率値β○は必ずしも完全な指標ではない。そこに  

は入力の過剰や出力の不足が反映されていないから  

である。これらめ要素は管理上重要な意味をもつも  

のである。（この点に関する解決策としては（【8】）を  

参照。）   

他方、βウをもたない加法モデルやその展開とし  

ての乗法モデルほ本質的に座榛系から独立している。  

そのため、座標系の平行移動（乗法モデルでは単位  

変換）に対して不変である。これら甲モデルでは事  

業体の効率牲を効率的フロンティアまでのJl－ノルム  

の最大値によって測定するからである。これらのモ  

デルは効率的フロンティアへの射影としての改善案  

を提示するが、βウのように、事業体を1次元にラン  

クづける便利な指標をもたない。このことが、歴史  

的な由来は別にして、CCR、BCCといった00をも  

つモデルが多用される一つの大きな理由である。し  

かし後で述べるように新しい1次元的な効率性が提  

案されている。  

6．4データに基づくモデルの選択  

表1にモデルとデータの適合性が示した。この表か  

ら加法モデルが最も広いデータ域をもっていること  

が分かる。更に、加法モデルは、どの入力（出力）項  

目をも出力（入力）項目に変換できるという柔軟性  

をもっていることが次のようにして分かる。例えば、  

出力1が小さいぼど好ましいという性質のものとす  

る。（消防署の効率性を評価するさいに出力に出火件  

数を用いる場合等。）このようなとき、ylJの符号を  

変えて－yり（J＝1，‥・，犯）とし、対応する制約式を  

†l  

∑卜叛）入ゴー矩＝－yl。  
ブ＝1  

とする。これより、  

91  

∑町人メ＋矩＝yl。  
メ＝1  

となり、この制約は入力制約の一部と見なすことが  

できる。  

6．5入出力項目の選択  

「般的に言えば、事業体の数（几）に対して、入力数  

（m）と出力数（β）の和（m＋β）が少ないとき、多く  

のDMUが効率的となって、効率性の判別ができな  

くなる。そのようなときは、領域限定法やコーンレイ  
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1ionJRe．…r亡ん∫〃Ci叫OJJ叩叫36，167－174．  
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【10】刀根 薫（1993），“DEヰのモデルをめぐって，”  

オペレーションズ・リサーチ，38，34－40．  

する。  

）（1－ 完甜′2  
eT8；  

eT（工ムー写）   

） ）  

eT8； erき；  
．   

／2 （11）  1－  ＋  
eT（‡。一等）■eT（宙－y。  

ただし、  

写＝（（毛）：ざi＝mh（句：j＝1，…，n），i＝  

1，…，m），謬＝（（否i）：否i＝maX（拘：メ＝  

1，…，れ），i＝1，…，き）である。なお、eT（工。一軍）＝  

0，eT（宙－y。）＝0のときは、対応する分数項はゼロ  

とする。上川I【んが効率的のときのみβ＝1となり、  

0≦♂≦1であり、この尺度もtr孔nSlationinvariふt  

である。また、（【6】）のような工夫をすればⅦnitin－  

mvarianceとなる。  

（2）Pa5tOr（【5】）は次の尺度を提案している。  

♂・＝1－（痔＋写動 m＋ 
（，  

ただし、総和はく‘＞0，J；i＞0の項甲みについて  

取る。この尺度もβ〟杭が効率的のときの 

なり、tranSlationinvari乱れtかつⅦnitinvaTiantで  

ある。   

乗法モデルに対しても同様な1次元尺度を定義す  

ることができる。このような尺度の妥当性と現実的  

な意義付けは今後の研究課題である。   
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表1：モデルの特徴  

モデル  CCR   CCRO  BCC   BCCO   加法   乗法   

データ   Ⅹ  Semi－  Semi－  Semi一  Ree   Free   Positive  

positive  po8itive   positive  
Y  hee   Free   hee   Semi－  hee   Positiveee 

positive  

平行移動  Ⅹ  No   No   No   Ye8   Y由   No  

Y  No   No   Yes   NoNo Y由 No   

単位の変更  Yes   Yes   Y占s   Y占s   No   Yes   

♂●，り●  0＜β●■＜1  1≦り●  0＜♂●＜1  1≦叩●＜∞  7節参照  7節参照   

現模の収益  CRS   CRS   VRS   VRS   VRS   VRS   

－ 5 －   
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