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乱。Im七『OdⅦCも昆om   

BellmamandZadeh［1］consideredasequellCeムffuzzysetsina爪nitestatespacebysoIvingthefuzzy  
relaもionalequationwritteninもhematrixbrmaIldobtainedamaximlZlngdecisionfbrnlZZymultisもage  
decisionprocesseswiもhade爪nedterminaltime．   

ThispaperglVeSanOVerViewofadynamicfuzzysystem，Whichhasbeendevelopedbytheauthors，  

andwediscussadditionalconsideraもionsasanewmulもi－StagehlZZydecisionprocesses．Soもhedetai18fbr  

もheproofoftheoremsarerefbrredtothecitedpapers．   

InSection2adynamicfuzzysystemisfbrmulaもedexplicitlyandthelimittheoremforthesequenceof  
8もatesisshownbyacontracもiveassumpもion．‡nSecもion3，4wewilldevelopanewoptimizationproblem  

includingllhe discountedfuzzyrewardand thetimeaveragen】ZZyreWard．Theoptimalityisdiscussed  

underaparもialorder，WhichiscalledanJ写2；ymaXOrder．訊）rbothperLbrmanceindexes，WeCOnSiderもhe  

fuz2；yrelaもiollalequationwllicllissatisGedbytheoptimalpolicy．Furtherthepolicyimprovementandもhe  

Opもimalityequation areconsidered，Which are thefundamentalelementsin Markov decision processe＄．  

InSection5wealsodiscussseveralsubjectswhichshouldbeanalyzedinthefuture．   

望。SeqⅧemCeSO『飢皿富男ySもa屯esamdせ血e且五m五七色払虐0『em   

Firsも1ywebeginwithmakingafbrmulationfbradynamicfuzzysystem・LetN：＝（0，1，2，3，…）and  

Ebeacompactmeもricspace・WedenoもebyC（E）もhecollectionofalltheclosed＄ubsetsofE．Leもpbe  

もhe‡lausdorfrmetriconC（E）・Thenit五swell－known［2】thaも（C（E），P）isacompactmetricspace．   

甘hroughoutthispaper，WedefineafuzzysetonEbyitsmembershiphlnCもionS：EH［0，1】．Fbrもhe  

もheoryorfuzzysets，Weref如もoZadeh［21］andNovak［12】・Leもf（E）bethesetofal1theh錯ySetS言  

OnEwhichareuppersemi－COntinuousandsatisfysupf∈Ei（3：）＝1・Fora・nyhlZZyStateg∈F（E）and  
α（0≦α≦1），theα－Cuもisde爪neda5fo1lows：  

も‥＝‡ェ∈射言（‡）≧α）（α＞0），and ゐ‥＝Cli∬∈引や）＞0）  

where clmeans t，he closureofaset．   

From屯hedynamicfuzzysystem，WeCande爪neもhesequenceoffuzzystates（島）畏。by  

も＝言，も＋1（y）＝Sup（言t（£）∧如，y）），y∈β，t≧0・  
∬∈β  

Thetransitionfrom言‘tOi（＋lin（2．1）iscalledafuzzytransiもioninthedynamicsystem．  

De侃m五七五om2・軋（see【11】）・恥ーち，言∈ア（β），  

t塩島＝g嘗sup勅αふト0（電→∞）                          α∈【0 
，1】  

（2・1）  

provided thati，，。，もareα－CutS（0≦α≦1）fbrもhehJZZyStateSあ，Srespective）yandpisthegiven  

Hausdor汀metric．Fbrα∈【0，1】，D∈C（E），Wede丘neamap否α：C（E）－C（E）by  

抑＝ 

脛よ亨（漂ぷ0慧慧霊詔｝……蓋…  
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（2・2）  

Furもher，fbrl＝0，1，2，・・・，WedeRnemap＄㌶：C（E）r・・．C（E）by  

妃isanident・ityma・p and 百エ＝百α（舐‾l）（i＝1，2，…）・  
（2・3）   

－34 －  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ThefuzzytransitionischarチCterizedbythefbllowings【6］・  

Lemma2・1・fbrg∈ア（β），i‖loJdざ抽a亡  

毎，。＝克（も）ゐr正＝＝0，1，2，…amdα∈【0，1】，  

AssuTption2・1（Contractionproperty）・Thereexistsarealnumberβ（0＜β＜1）satisfyingthe  
fbllowlngCOndition：  

〆す。（A），百。（β））≦β〝（A，β）brallA，β∈C（β）anda11α（0≦α≦1）・  

TlleOrel112．1．  

（i）mereexiざ‘5al川iql∫e爪∫ZZγざね‘e声∈ア（β）5a臼βケing  

如）＝皆（綽）∧綽，y））ゐraJJy∈且  
（2・4）  

（ii）Thesequence（it）de17nedLv（2・1）co，】VeTgeSCoaunLqtLeSO］utLon50L’（2・4）Lndepe］）dentb，0（ule  

i前山aJんzzyβ‘a‘eあ．Ⅳame†弟  

t聖β‘＝p・  
（2・5）  

In［17，19］themonotonicityisimposedonthefuzzyrelation否．Theydiscussedtheconvergencealld  

therecurrencefbr（言l）．Irthelillearitystructureof百isassumed，tlleeXistellCeOfpotentialaLSSOCiated  

WiththehlZZyrelationcouldbeshown（cr・【14，15，16】）．   

＾sanexamplefbrthepfeVミOuSreSults，tlleneXt？impleoneisillustrated・LetS＝［0・l］beaspaceof  

StaLteSandafuzzyrelatiolllSglVenby  

如，y）＝1－ly－（訂／2＋1／4）l，エ，y∈∫，  

a］ldaninitialfuzzystateio（r）＝1－2l＝－1／2l，エ∈S・Thenwecaneasilycheckthatthecontraction  

COemCientβin Assllmption2．l・isl／2andthattlleSCquenCeOrfuzzystatdsde爪nedby（1・2）isi，1（＝）＝  

1－anlx－1／2l，E∈S，Whereao＝2andan＝2an＿1／（2an＿1＋1）．Then，．the！imitfuzzysetβofinis  

β（∬）＝1－1／2lェー1川，£∈∫，  

WllichisalsotheuIliquesolutionofTheorern2・1．Figurelsl10WSthefuzzyrelation5（r，y）andFigure2  

Showsthesequenceorfuzzystatcs丸（x），n≧0，Whichconvergesto5（2：）・  
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凱『Ⅶ盗：邑y舶c五s五¢m伊野のCeSSeSW鼠七肋ad鼠sc①Ⅷ血ed也0亀a皿『eWa町d   

Wegivenotationsandmathematicalfactsinordertofbrmu）ateafuzzydecisionprocesses．LetE，El，  

E2beconvexcompactsubsetsofsomeBanach＄paCe．DenotebyF（E）theseもofal1fuzzysets言onEwhich  

isuppersemi－COntinuousandhaveacompactsuppムrtwiththenormalitycondiもion：SuP3∈ES（3：）＝1・  
rrhehJZZyrelationbetweentlleSpaCeElandE2meanSthaも百‥ElXE2→【0，1］andす∈7（ElXE2）・A  

fu㍑yrelaも五on百∈7（ElXβ2）iscalledconvexif  

打kl＋（1一入）£2，Åyl＋（1一入）y2）≧綽1，yl）∧否（ェ2，y2）  

fbr3：1，C2∈El，yl，y2∈E2，and入∈【0，l］・Theclassofallconvexfuzzysetisdenotedby  

ろ（β）：＝（言∈ア（g）1言isconvex）・   

mereafもert・hesetofallnon－emptyCOnVeXClosedsubseもorEisdenotedbyC（E）・   

EspeciallywhenE＝［0，M］（aclosedintervalwitha爪ⅩedM＞0），WeWrite  

ろ（【0，叫）：＝（言∈れ（月＋）lも⊂【0，叫），  

andC（［0，M］）becomesLhesetofa］1non－emPtyCIosedsub－intervalsof［0，M］・   

In theFeStOfthistalk，WeCOnSider Markov－typefuzzydecisionprocesses  

（5，A，【0，叫，否，声，β）  

（3．1）  

Whichsaもisfythefbllowing（M・i）－（M・五ii）：  

（M・i）LetSandAbea・StateSpaCeandanactionspace，Whicharegivenasconvexcompacもsubsetsof  

SOme Banachspacerespectively．甘hedecision processisassumed tobefuzzyitself，SOthatboth  

thef沌aもeorthesystemand theactiontakenateachsteparedenotedbyelementsorJt（S）and  
Jt（A），CalledthefuzzystateandもIlefuzzyacもionrespecもively・  

（M・ii）Thelawormotiontbrthesysもemandもhefuz％yreWardcanbecharacterizedbytimeinvariantfuzzy  
relat・ions百∈Jl（（SxA）×S）and戸∈Jt（（SxA）×【0，M】），WhereMisagivenpositivenumber・  

Exp≠icitly，ifthesystemisil－afuzzystate言∈Jt（S）andthefuzzyaction古∈7；（A）ischosen，then   

iももransferstoanewfuzyStateQ（i・丘）andafuzzyrewardR（g，丘）hasbeenincurred，WhereQ，R  

arede月nedbythefblJow）ng：  

Q（言，丘）（y）：＝ Sup 言（£）∧言（α）∧如，α，y）（y∈ぶ）  
（∬，d）∈∫×A  

and  

R（g，古）（u）：＝ Stlp 言（苫）∧古（α）∧中，α，U）（0≦u≦〟）・  
（訂，d）∈5×A   

（M・iii）Theco－1StantSCalarβisadiscounもratesatisfyingO＜β＜l・  

（3・2）  

（3・3）   

First］ywede爪neapolicybasedon thefuzzystateandfuzzyactionasfbllow＄．Letn：＝（7TI7T：  

グム（S）‥∴㌔（＾））beasetofallmaps丘omろ（S）も0ア；（A）・Ånyelement汀∈rIiscal1edastrategy・Å  

policy，矛＝（7rl，7r2，7r3，‥・），isasequenceofstrategiessuchLhaも7TL∈mLbreacht・Especial）y，thepolicy  
（7r，7T，7r，・l・）isastaもionarypolicyanddenotedby7T∞・   

ForarLypOlicy矛＝（7Tl，7T2，…）andanyinitialnlZZyStaもe言∈7c（S），Wede餌easequenceoffu㍑y  

Sねtes（毎）畏。a5  

（3，4）  言1‥＝言，も＋1：＝Q（あ，訂l（言l））br 土＝1，2，‥・  

Forfu”ySetS流，元∈Jt（R＋）andasca）ar入，  

（流＋応）（£）：＝ Sllp（流（y）∧元（z）），  
ご＝y＋之  

（3・5）   疏（ェ／入）irÅ＞0，  

1（0）（よ）ir入＝0，  
（人品）（ヱ）‥＝  エ∈鳳＋，  
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Wherel＾（・）i8thec）assicalcharacteristichlnCtionfbranyordinaryshbsetAofR‡・   

Usingtheaboveoperations，WeCande6nethediscouniedioiaLルzzyrewaTiaBbllows：  

00  

砕，可‥＝∑βt‾1呵ふ爪（喜一））∈ち（【0，呵（1－β）】）  
f＝1  

h一言∈ち（∫）and舟＝（訂1，汀2，…）・  

De鮎1ition3・2（Fuzzymaxorder【5］）Fbr元，7元∈7t（［0，M］），  

克とThき彗min私≧min一元。andmax元。≧max一元。brallα∈【0，1］，  

（3・6）  

Wheremin，maXmeanSthelertorrightendpointortheα－Cutintervalsrespectively．   

Thefuzzystrategy汀‥ろ（S）H7t（＾）isca11edadmissibleiftheα－CutSet7T（i）c，Or7rdependsonly  

OnthescalarαandLlleSet言α，thatis，iLcouldbewrittenas  

訂（恥＝訂（α，言。）・  
（3・7）  

LetIl＾betheco11ectionofa11admissible爪1Z写yStrategies・Similarlyapolicy矛＝（汀1，7r2，・・・）iscalled  

admissibleif7rt∈Il＾（l＝1，2，‥・）・Ourproblemistomaximize¢（舟，S）overal1admissiblepolicies矛．  

Wedenneamap5。：C（S）×C（A）‥C（S）（α∈【0，l］）by  

（ 

（y∈・Sl綽，α，y）≧αbrsome（ご，α）∈β×β），α＞0，  

Cl（y∈引締，α，y）＞Ofbrsome（∬，α）∈β×β），α＝0，  
す。（β×β）‥＝  

andamap〒。：C（S）×C（A）－C（［0，M］）（α∈【0，1】）by  

〈 

（u∈R＋l司∬，αパ‘）≧αbrsome（ヱ，α）∈β×β），α＞0，  

Cl（u∈・尺＋l司訂，α，u）＞Obrsome（訂，α）∈β×β），α＝0．  
㌔（β×β）‥＝  

Thende爪nemapsQニ：C（S）‥C（S）andR：：C（S）ヤC（［0，M］）（7r∈Ⅲ＾，α∈【0，1］）by  

Qニ（β）：＝百。（β×汀（α，β））a・nd 月；（β）‥＝㌔岬×汀（α，β））brβ∈C（∫）．  

Foranyadmissib）efuzzypolicy矛＝（7Tl，7r2，・‥），Q；。（t≧1）isde爪nedinductivelya51bllows：For  

β∈C（∫），Q㌫。岬）‥＝β，Qr，。（β）‥＝Qニ，（β），and  

吼1．。 （叫：＝鵬，－3・…）Qニl岬）（t＝1，2，…）・  
LetV：＝（v‥C（S）－C（［0，M］））・De爪neametricdvonVby  

dv（り，Ⅷ）：＝ SuP ∂（γ（β），ひ（β））brりル∈V・  
β∈C（∫）  

Thell（竹dv）isa云oml）1etemetricspace．1brv，W∈V，Wedenlleal10rder  

γとywj彗u岬）と。iW（β）bral用占c（∫），  

WhereとcimeanSthat  

【α，b］と。i【c，d】空iα≧ca－1dふ≧d fbr【α，軋【c，司∈C（【0，叫）．  
Furtherde爪neamapU：‥Vト→V（7T∈rT＾，α∈【0，1］）by  

Uニu（β）：＝尺ニ（β）＋卵（Q；（β））brv∈竹β∈C（5）・   

（3・8）  

（3・9）  

（3・10）   

Thek）1lowin草reSultsaregivenin［7］  

TlleOreln3．1．  
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（i）Le亡訂∈m＾andα∈【0，1】・ICho）dsthatU：LsmonoLone，CO血acCLveand））aSaunLquemapvZ∈V  

5UCJ】り】a色  

璃＝帰城・  

（ii）ゐrg∈ろ（∫）a乃da乃ad血∬J以egね臼0旧けpOJi町方∞＝（訂，訂，灯，…），  

¢（∬∞，恥＝咤（も）ゐrα∈【0，1】・  

（3・11）  

（3・12）  

T払eo陀m3こ2・エe‘舟＝（机，訂2，…）bea叩pOJicy．  

（i）Su♪pぴe  

¢。（斉，β）とcJけ言¢。（舟，β）β∈C（∫），灯∈甘右α∈【0，1】・  

me〃Weムave  

¢（方，可と¢（∂，重 言∈差（∫），∂∈ⅢA・  

（ii）Le色町∈rIA・Suppoざe  

〝言¢。（舟，β）とcf¢。（舟，β）ゐraJト∂∈C（5）andα∈【0，1】・  

me11Weムave  
¢（訂∞，可と¢（舟，可 ゐraJJg∈ろ（5）．  

（3・13）  

（3・14）   

TheresultslikeTheorem3．2havealreadyappearedintheclassicdiscountedMarkovdecisionmodel  

andusedfortllepOlicyimprovement（［3，4］）．Bythesameidea，theabovetheorem＄WOuldbeusefulfor  

thepolicylmprOVementunderthefuzzydecisionmodel．   

NextweglVeahlZ乙yOPtimalityequaもionwhichisusedintheoptimizatiol10fthedecisionprocesses．  

De危neamapUα‥Vト→V（α＞0）by  

仇両p）‥＝ Sup（㌔岬×β）＋動（杏。岬×β）））brv∈竹β∈C（g），  
β∈C（A）  

（3・15）  

Wheresupistakenovertheorderと・ThenwegetthefbllowlngBellmanequationforeachlevelα．  

T恥eo陀m3・3・エe‘α∈【0，1】・打。jβmOnOk川e，CO雨rac臼vea刀dJ】おau扇quelれap咤∈VβUCム抽a£  

砿＝仇甘  （3．16）  

For言∈fc（S），WeCandefine  

㌦（言）（可‥＝Sup（α∧1鳴（も）（u））u∈【0，叫・  
α∈【0，1】  

（3．17）  

Co町0鳳旭町y3．皿．  

（i）が∈ア。（【0，財／（1－β】）卸d㌦と¢（矛，可ゐraJJad血5βibJepoJicieβ舟．  

（ii）SupposeuJatt））eTeeXi＄tS7r＊∈rIASL．CL）Lha膵；○鴫＝鴫LbTaJJα∈【0，1］．ThenがO3Lsabso）ute）y  

O〆血】aい．e．，  

ゆ（汀や∞，可とゆ（舟，可 ゐraJJadmJβ5ibJepoJJcie5矛a月dg∈ろ（ぶ）・  
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4・Fu2＝2；ydecisionprocesseswithanaveragereward   
Wespecifythetimeaveragerewardasameasureofthesystem，sperfbrmanceanddiscussitscharac－  

terizationunderthecontractiveassumption（Assumption2・1）・Forapolicy7r∞with7r∈Il＾，Wede爪ne  

thetotalT－timefuzzyreward点；（i）by  

T＿1  

柘（可：＝∑尺移，叫））r≧1，  
f＝O  

（4・1）   

Wllere（i（）畏。isgivenin（3．4）．Weestimatetheincreasingamountoffuzpzyrewardperunittime．For  

7r∈Ⅲ＾，K＞Oandα∈【0，1］，Wedefine  

（ 
恥：＝（r∈什 

bra11r≧。 

Thellthefb1low）ngfuzzy）lumbercouldbedenned．  

〉■■  

タ訂（鞘r）：＝Sup（α∧1G長．。（㍗））r∈【0，吋】br打∈Ⅲん言∈ア（5）・  
α∈【0，1】   

Theorem4・1・（【8】）UndeTadeqL．aLecoT）ditions（contTaCtionandcontjn11ity），jtho）dsu）at  

lim覇（卯r＝釘（可．                                    T→00  

（4・2）  

（4・3）  

Theorem4・2・（【9］）UL）deTu・eSameCOnd吊0，］SLn7ueoTem4・1，  

（i）TheTee不JざtSbounded丘ⅢCtions曳ニand石：onc（S）andLbTD∈C（S），theLb））owLngsho）d：  

曳ニ（D）＋minF（3）。＝minR；（D）＋塵ニ（Q；（D）），  

石：岬）＋max釘（恥＝maX咤（β）＋有ニ（Qニ岬））．  

（ii）ConveTSeb，，j［u）eTeeXjsCboundedLbnctLonsb：and有ニonc（S）andconsCan亡s旦ニ・and有：satjsLyLng  
り】e以JowlngeqUa臼on5ニ  

皇ニ（β）＋旦ニ＝1－－in昭（β）＋乾（Qニ（p）），  

高三岬）＋万ニ＝maX咤（β）＋有ニ（Qニ（β”  

伽aJ用∈C（5），班en（釘（可）。＝匪ニ，有：】．  

5．Conclusion  

Underthethestochasticdynamicssyste111thedecisionprocessesisknownasMarkovdecisionprocesses．  

The fundamentaltheory ofMarkov decision process are establishedfruiLhlly and they are applied so  

many nelds ofpracticalapplications．This theorylS a direct expansion from the discrete system of  

thedeterministic motionlaw．Asisdiscussedin this paper，thefuzzy decision process（abr．FDP）is  

fbrmulatedastheextensionoftlledeterministicdecisionprocessandtllisfuzzy爪catiollShouldbeexpected  

toapplysomany爪elds．AlternativelywehaveglVenthefbrmulationandtheanalysisofFDPviauslng  

themanlpulationoroperationfbrfuzzysets．Theimportantnotionintheconvergenceandthepartial  

orderowesmuchtothediscussionoftheclassoftheclosedconvexsetswhicharereducedbytheα一CutS  
ofthe convexnlZZySetS．Thismethodis rathersimplein themathematicaltreatment and henceitis  

emcient fbr the much morecomplexsystemssuch as asequentialfuzzygame．However wemustsoIve  

theoptimizationproblemfbrwhichtheprefbrencehasapartialorder．Soitfacesasimilardi爪cultyas  

inthemu】ti－Objectiveproblem．Tbovercomethesedi代cu】ty，aSOlutionmethodofLinearProgramm）ng  

＄houldbeincludedconsideringtheapplicationtoclariけthecomplexstructure・  

Ackl10Wledgl11entS   
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