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和文概要 ゲームオプションは買い手が任意の時刻で権利を行使することができるのと同様に，売り手も任
意の時刻でペナルティを支払うことで契約をキャンセルすることができるオプションである．このペナルティ
が十分に大きければ売り手はキャンセルすることは最適ではないので，ゲームオプションはアメリカンオプ
ションに退化する．本論文では，満期が無限のゲームオプションを永久ダブルバリアオプションとして定式化
をおこない, 価格式を導出する．

キーワード: 金融, 最適停止問題, 永久アメリカンオプション

1. はじめに

Black-Scholes[1]によるヨーロピアンオプションの価格式が導出されてから様々なオプショ
ンが提案されてきた．アメリカンプットオプションの価格式に関しては，満期前に権利行使
の可能性があること，危険資産の価格が不確実であることから閉じた形の解析解は存在しな
い．しかしながら，満期が無限の場合は価格式は時刻に依存せず，Black-Scholesの偏微分
方程式が常微分方程式になることから，Merton[9]により解析解が導出されている．
従来，オプションは買い手のみが権利を行使する金融商品であったが，Kifer[5]により提

案されたゲームオプションは売り手にもオプション契約をキャンセルする権利を与えたもの
で，Dynkinゲームの理論を用いて解析される．これはアメリカンオプションに償還条項を
付与したものと考えることができるので，本論文では償還条項付きアメリカンオプションと
呼ぶことにする．償還条項付きアメリカンオプションでは買い手は満期までの任意の時刻で
権利行使を，売り手は満期までの任意の時刻で償還することができる．ただし，償還すると
きに売り手は買い手に対して，ペナルティを支払わなければならない．このペナルティが十
分に大きければ，売り手は償還することはなく，償還条項付きアメリカンオプションは通常
のアメリカンオプションに退化する．
満期が無限である償還条項付きアメリカンプットについて，Kyprianou[6]は株式に配当が

ない場合について，ペイオフ関数を割引き，リスク中立確率の下での期待値をとることによ
り価格式を求めている．[6]では，株価が権利行使価格と等しくなったときに売り手は契約
をキャンセルすることをファイナンスの観点から説明しているが，そうなることが最適であ
ることを論証している訳ではない．
これに対し本論文では，Kyprianou[6]で示された定理を微分方程式を用いて証明する．そ

して売り手が償還することがあるならば，それは株価が権利行使価格に等しい場合であるこ
とを示し，価格式と買い手の最適行使境界を導出する．さらにKyprianou[6]では言及され
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ていない株式に配当がある場合の価格式を導出する．
本論文の構成は次のとおりである．第 2節で無危険資産，危険資産からなる資本市場にお

いて裁定機会が存在しないための理論的枠組を述べ，満期が有限の場合の償還条項付きア
メリカンオプションを最適停止問題として定式化する．第 3節では満期が無限である永久ア
メリカンオプションについての結果をまとめる．この結果は既存の研究結果をまとめたもの
であるが，第 4節の結果と比較する上で興味深いので整理する．第 4節では償還条項付き永
久アメリカンプットオプションの価格式を株式に配当がない場合は偏微分方程式を用いて，
配当がある場合は Brown運動の最小到達時刻に関する性質を用いて導出する．第 5節では
買い手の行使境界，価格式の数値計算の結果をグラフとして提示する．最後に第6節でまと
めと今後の課題を述べる．

2. 償還条項付きアメリカンオプション

本論文で考える資本市場は連続的に取引される 2種類の資産から成るものとする．これらの
資産のうち1つは無危険資産であり，時刻 tにおける価格をBt，無危険利子率をrとすると
Btは

dBt = rBtdt, B0 > 0，r ≥ 0 (2.1)

をみたす．もう 1つの資産は危険資産であり，時刻 tにおける価格をXtとするとXtは確率
微分方程式

dXt = μXtdt + κXtdWt (2.2)

をみたす．ここで μ，κは定数，Wtは完備な確率空間 (Ω,F，P )上で定義される標準 Brown

運動とする．また，Wtによって生成されるフィルトレーションを

FW
t = σ{Ws; 0 ≤ s ≤ t}, ∀t ∈ [0, T ],

と定義する．N をFW
T の P -零集合とし，以下フィルトレーションは

Ft = σ(FW
t ∪N ), ∀t ∈ [0, T ]

とする．(2.1)，(2.2)を解くとそれぞれ，

Bt = B0e
rt, B0 > 0，r ≥ 0，

Xt = X0 exp

{(
μ − κ2

2

)
t + κWt

}

となる．同値マルチンゲール測度 P̃ を P に対して

dP̃

dP

∣∣∣
F

= exp

{
−1

2

(
μ − r

κ

)2

T −
(

μ − r

κ

)
WT

}

と定義する．

W̃t = Wt +
μ − r

κ
t

とおけば，P̃ の下で W̃tは標準Brown運動となる．これを用いると (2.2)は

dXt = rXtdt + κXtdW̃t (2.3)
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と書ける．
次に初期資産 Z0 = zをもつ投資家を考える．この投資家の時刻 tでの危険資産，無危険

資産の保有量をそれぞれ，αt，βtとする．ただし，以下の条件をみたすものとする．∫ T

0
(αtXt)

2dt < ∞,
∫ T

0
(βtBt)

2dt < ∞．

時刻 tでのポートフォリオπtを πt = (αt, βt) とすると，πの下での時刻 tでのこのときの投
資家の資産は次のようになる．

Zπ
t = αtXt + βtBt． (2.4)

市場とポートフォリオに関していくつかの制約を課す．まず，市場は完全なもの，すなわち，
取引は連続で行われ，資産は無限に分割可能，取引費用 ·税金はかからず，空売りの制限も
ないとする．次にポートフォリオは自己充足的である．すなわち，(2.4)で定義されたZπ

t が

Zπ
t = z +

∫ t

0
αudXu +

∫ t

0
βudBu (2.5)

をみたすならば，ポートフォリオ πtは自己充足的である．(2.5)を微分形で書くと

dZπ
t = αtdXt + βtdBt (2.6)

であり，(2.6)に (2.1)，(2.3)を代入して整理すると，

dZπ
t = rZπ

t dt + καtXtdW̃t

となる．Zπ
0 = z > 0である自己充足的なポートフォリオ π に対し，Zπ

t の割引現在価値を
Mπ

t = e−rtZπ
t とする．伊藤の公式から，

dMπ
t = −re−rtZπ

t dt + e−rtdZπ
t

= −re−rtZπ
t dt + e−rt(rZπ

t dt + καtXt)dW̃t

= e−rtκαtXtdW̃t

となり，積分形で書くと

Mπ
t = Mπ

0 + κ
∫ t

0
e−ruαuXudW̃u

となる．ここで，Ẽ[
∫ T
0 (αtXt)

2dt] < ∞を仮定すると，Mπ
t は P̃ の下でマルチンゲールとな

る．すなわち，Ẽ[Mπ
t ] = zとなり，どのような取引戦略 πをとったとしても資産の期待値

は，初期の資産 zに等しく，正の正味現在価値を生成することはできない．すなわち，本論
文で考える市場は確率測度 P̃ が存在するならば，裁定機会は存在しない．
以下では危険資産を株式，無危険資産を債券とする．このオプションは売り手 Aと買い

手Bの間の契約 (満期は T )であり，任意の時刻においてAは契約のキャンセルを，Bは権
利を行使することができる．Bが権利を行使する前にAが時刻 σ ∈ [0, T ]でキャンセルした
場合，Bは f1(Xσ)を受けとる．一方，Bが時刻 τ ∈ [0, T ]で権利を行使するならば Aから
f2(Xτ )を受けとる．Aのキャンセルと Bの権利行使が同時の場合は Bの権利が優先し，A

はBに f2(Xτ )支払う．例えば，オプションがプットオプションであるならば f1(Xσ)，f2(Xτ )

は次のようになる．

f1(Xσ) = (K −Xσ)+ + δ，

f2(Xτ ) = (K −Xτ )
+．
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ただし，時刻 σ，τ での株価をそれぞれXσ，Xτ，権利行使価格をKとする. このときの δは
Aが契約をキャンセルしたことに対するペナルティと考えることができる．このペナルティ
δが十分に大きいならAは満期までにキャンセルをしないので，償還条項付きアメリカンオ
プションは通常のアメリカンオプションに退化する．
アメリカンオプションが買い手の最適停止問題として定式化されたのに対して，償還条項

付きアメリカンオプションはDynkinゲームの枠組みによる2人最適停止問題として定式化
される．売り手Aが停止時刻 σ ∈ [0, T ]でキャンセルし，買い手Bは停止時刻 τ ∈ [0, T ]で
権利行使するならばAはBに停止時刻 σ ∧ τ = min(σ，τ )で

R(σ, τ ) = f1(Xσ)1{σ<τ} + f2(Xτ )1{τ≤σ}

を支払う．唯一つの同値マルチンゲール測度 P̃ が存在する完備な市場において，時刻 0で
の公正な価格は infσ supτ Ẽ[e−r(σ∧τ−t)R(σ，τ )|Ft] であることを次の定理 1で述べる．ただ
し，Ẽ は確率測度 P̃ の下での期待値である．アメリカンオプションと同様に，買い手は
Ẽ[e−r(σ∧τ−t)R(σ，τ )|Ft] が最大になるように停止時刻を τ を選択する．一方，売り手はこの
価格が最小になるように停止時刻 σを選択する．これは 2人ゼロ和Dynkinゲームであり，2

人停止問題である．
Tt,T を区間 [t, T ]に値をとる停止時刻の集合とする．すべての t ∈ [0, T ]に対して確率 1で

Zπ
σ∧t ≥ R(σ，t)となるような停止時刻 σ ∈ T0,T と自己充足的なポートフォリオ πの組 (σ，π)

を満期 T の償還条項付きアメリカンオプションのヘッジという．この償還条項付きアメリ
カンオプションの価格は

V ∗(0) = inf{V ≥ 0|∃(σ，π) with Zπ
0 = V }

で定義される．ただし，(σ，π)は V のヘッジである．
定理 1. 任意の時刻 t ∈ [0, T ]に対する償還条項付きアメリカンオプションの価格 V ∗(t)は

V ∗(t)=ess inf
σ∈Tt,T

ess sup
τ∈Tt,T

Ẽ[e−r(σ∧τ−t)R(σ，τ )|Ft]

=ess sup
τ∈Tt,T

ess inf
σ∈Tt,T

Ẽ[e−r(σ∧τ−t)R(σ，τ )|Ft]

であり，最適な停止時刻は

σ̂ = inf{t ∈ [0, T )|V ∗(t) ≥ f1(Xt)} ∧ T，

τ̂ = inf{t ∈ [0, T )|V ∗(t) ≤ f2(Xt)} ∧ T

で与えられる．
(証明) Kifer[5]を参照．

T0,∞を区間 [0,∞]に値をとる停止時刻の集合とする．定理 1と確率過程Xtがマルコフ性
をもつことから次の系を得る．
系 1. 永久ゲームオプションの価格式 V (x)は

V (x) = inf
σ∈T0,∞

sup
τ∈T0,∞

Ẽ[e−r(σ∧τ )R(σ, τ )|X0 = x]

= sup
τ∈T0,∞

inf
σ∈T0,∞

Ẽ[e−r(σ∧τ )R(σ, τ )|X0 = x]

と書くことができる．
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償還条項付きアメリカンコールについては，通常のアメリカンコールと同様に次のことが
いえる．
定理 2. 償還条項付きアメリカンコールにおいて買い手は満期まで権利を行使しないことが
最適となり，売り手のみの最適停止問題に退化する．

(証明) e−rtXtは確率測度 P̃ の下でマルチンゲールである. f(Xt) = e−rt(Xt − K)+とす
ると f は f : R → Rで非減少凸関数である．よって関数 f(Xt)は劣マルチンゲールである．
ゆえに任意抽出定理より償還条項付きアメリカンコールの価格式V cc(0)は定理 1より，

V cc(0) = ess inf
σ∈T0,T

Ẽ[(e−rσ(Xσ − K)+ + δ)1{σ<T } + e−rT (XT − K)+1{σ=T }]

で与えられる．

3. 償還条項付き永久アメリカンプットオプション

償還条項付き永久アメリカンプットオプションは，ペナルティが償還条項のない永久アメ
リカンプットの価格を権利行使価格で評価した値より大きいならば，永久アメリカンプッ
トに退化する．株式に配当がない場合，永久アメリカンプットの価格式を V ap(x)とすると
δ > V ap(K)のときに，株式に配当がある場合，永久アメリカンプットの価格式をV ap

ξ (x)と
すると δ > V ap

ξ (K)のとき, 償還条項付き永久アメリカンは永久アメリカンに退化するので
売り手はキャンセルすることは最適ではない．

3.1. 配当がない場合

株式に配当がない場合の償還条項付き永久アメリカンプットオプションの価格V (x)は株価
が xのとき，定理 1の系 1より，

V (x) = sup
τ

inf
σ

Jx(σ, τ )

で与えられる．ただし,

Jx(σ, τ ) = Ẽ[e−r(σ∧τ ){((K − Xσ)+ + δ)1{σ<τ} + (K − Xτ )
+1{τ≤σ}}|X0 = x]

であり，Xtは確率微分方程式 (2.3)をみたすものである．
定理 3. r > 0のとき，償還条項付き永久アメリカンプットオプションの価格をV (x)とする
と V (x)は

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K − x 0 ≤ x ≤ b∗

(K − b∗)

(
K

x

)γ

− x

K(
K

b∗

)γ

− b∗

K

+ δ

x

b∗
−
(

b∗

x

)γ

K

b∗
−
(

b∗

K

)γ b∗ < x < K

δ
(

K

x

)γ

x ≥ K

で与えられる．ただし，b∗は買い手の最適行使境界，Kは売り手の行使境界である．また，
b = u0Kであり，ε = δ/K とすれば u0は方程式

uγ+1 − (γ + 1)(1 + ε)u + γ = 0 (3.1)

の 0 < u < 1をみたす解である．
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(証明) はじめに x ≥ Kの場合を考える．このとき買い手のペイオフは (K − x)+ = 0な
ので買い手は権利を行使しない．よって，売り手のみが最適停止時刻を選択する問題とな
る．売り手が償還する株価をXt = aとする．配当のない償還条項付き永久アメリカンプッ
トオプションの価格 V (x)は γ = 2r/κ2とすると，

V (x) = δE[e−rσa|X0 = x] = δ
(

a

x

)γ

となる．ここで，σaはXtの点 aへの最小到達時刻である．売り手は V (x)が最小になるよ
うに aを選ぶので V (x) = V (x, a)とし，aについて偏微分をする．

∂V (x, a)

∂a
=

δγ

x

(
a

x

)γ−1

> 0

より，V (x, a)は aについて単調増加であるから a = K のとき V (x)は最小値をとる．よっ
て売り手は a = Kで償還することが最適である．
次に b < x < Kの場合を考える．このとき V (x)は

1

2
κ2x2 d2V

dx2
+ rx

dV

dx
− rV = 0 (3.2)

をみたす．
(3.2)の一般解は

V (x) = B1x
α1 + B2x

α2

と表せる. ここで α1, α2は方程式

1

2
κ2α(α − 1) + rα − r = 0

の解である．これをαについて解くと，

α = 1，− γ

であるから，
V (x) = B1x

−γ + B2x (3.3)

となる．以上から V (x)は

V (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

K − x 0 ≤ x ≤ b

B1x
−γ + B2x b < x < K

δ
(

K
x

)γ
x ≥ K

と書ける．次に，b，B1，B2を条件

V (b) = B1b
−γ + B2b = K − b (3.4)

V (K) = B1K
−γ + B2K = δ (3.5)

V ′(b) = −γB1b
−γ−1 + B2 = −1 (3.6)

の下で解く．(3.4), (3.5)より，

B1 =
K2 − b(δ + K)

b−γK − bK−γ
, B2 =

−K−γ(K − b) + b−γδ

b−γK − bK−γ
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となる．これを (3.6)に代入すると，

−γ
K2 − b(δ + K)

b−γK − bK−γ
b−γ−1 +

−K−γ(K − b) + b−γδ

b−γK − bK−γ
= −1

⇐⇒ −γ
K
b
− (ε + 1)(
K
b

)γ
− b

K

(
K

b

)γ

+
−(K − b)K−1 +

(
K
b

)γ
ε(

K
b

)γ
− b

K

= −1

を得る．上式を整理して，
(

K

b

)γ
{
−γ

K

b
+ (ε + 1)(γ + 1) −

(
K

b

)−γ
}

= 0

を得る．(K/b)γ > 0より，

−γu−1 + (ε + 1)(γ + 1) − uγ = 0

をみたす uを求める．ただし，u = b/Kとおいた．次に，

g(u) ≡ −uγ − γu−1 + (ε + 1)(γ + 1)

として関数 g(u)の増減を調べる．

g′(u) = −γuγ−1 + γu−2 = −γu−2(uγ+1 − 1) = 0

より，u = 1のとき g′(u) = 0となる．g(u)は 0 < u < 1で増加，u > 1で減少するので u = 1

で最大値 ε(γ + 1)をとる. また，limu→0 g(u) = −∞，limu→∞ g(u) = −∞より，g(u) = 0の
解は 0 < u0 < 1，u1 > 1であるが，b < Kより u1は不適であるので買い手の最適行使境界
は b∗ = u0K である．

B1, B2を (3.3)に代入すると，

V (x) =
K2 − b(δ + K)

b−γK − bK−γ
x−γ +

−K−γ(K − b) + b−γδ

b−γK − bK−γ
x

=
(K − b) − b

δ

K(
K

b

)γ

− b

K

(
K

x

)γ

+
−(K − b) +

(
K

b

)γ

δ(
K

b

)γ

− b

K

x

K

= (K − b)

(
K

x

)γ

− x

K(
K

b

)γ

− b

K

+ δ

(
K

b

)γ x

K
− b

K

(
K

x

)γ

(
K

b

)γ

− b

K

= (K − b)

(
K

x

)γ

− x

K(
K

b

)γ

− b

K

+ δ

x

b
−
(

b

x

)γ

K

b
−
(

b

K

)γ

となる．
注 1. (3.1)を εについて微分すると，∂u

∂ε
= u

uγ−(1+ε)
となる．0 < u < 1より，任意の ε > 0に

対して ∂u
∂ε

< 0である．u = b/K，ε = δ/Kより，買い手の行使境界 bは δの減少関数である．
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系 2. r = 0のとき，買い手の最適行使境界は b = 0となるので価格式は

V (x) =

⎧⎨
⎩ (δ − K)

x

K
+ K 0 < x < K

δ x ≥ K

となる．一方，償還条項のない永久アメリカンプットは前節の定理 5より, 株価によらず
V ap(x) = Kとなる.

(略証) r = 0のとき，γ = 0となるので価格式は

V (x) =

{
B ′

1 + B ′
2x， 0 < x < K

δ x ≥ K

となる．条件 V (K) = δ，V (0) = K より B ′
1 = K，B ′

2 = (δ − K)/K であるので，系を得
る．

償還条項付き永久アメリカンプットの価格式は，r > 0のとき xに関して下に凸であるが，
r = 0のときは δ > Kの場合は上に凸，δ < Kの場合は下に凸であることがわかる．また，
価格式 V (x)は xに関して 0 < x < K，x ≥ K のそれぞれの区間において線形である．
注 2. V ap(K) = δ1とする．δ > δ1ならば償還条項付き永久アメリカンプットオプションは
永久アメリカンプットオプションに退化する．このときの価格式は

V (x) = V ap(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

K − x 0 ≤ x ≤ b1

(K − b1)

(
b1

x

)γ

b1 < x < ∞

で与えられる．ただし b1 = γK
γ+1

, γ = 2r/κ2 である．

3.2. 配当がある場合

株式に配当がある場合の償還条項付き永久アメリカンプットオプションの価格Vξ(x)は配当
がない場合と同様に，株価の初期値が xのとき，定理 1の系より，

Vξ(x) = sup
τ

inf
σ

Jx(σ, τ )

で与えられる．ただし，

Jx(σ, τ ) = Ẽ[e−r(σ∧τ ){((K − Xσ)+ + δ)1{σ<τ} + (K − Xτ )
+1{τ≤σ}}|X0 = x]

であり，配当率を ξとするとXtは確率微分方程式

dXt = (r − ξ)Xtdt + κXtdW̃t (3.7)

をみたす．ここで ξは配当率である．0 < b < x < a < ∞に対して，

V x(a, b) = Ẽ[e−r(σx
a∧τx

b )((K − Xσx
a
)+ + δ)1{σx

a<τx
b
} + {(K −Xx

τx
b
)+1{τx

b
≤σx

a}] (3.8)

とする．ここでXx
t は時刻 t = 0で xを出発する (3.7)の解である．σx

a，τ
x
b はそれぞれ，Xx

t

の点 a，bへの最小到達時刻，すなわち，

σx
a = inf{t > 0|Xx

t = a}
τx
b = inf{t > 0|Xx

t = b}

である．
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補題 1. ν = r−ξ
κ

− 1
2
κ, γ1 = 1

κ
(
√

ν2 + 2r + ν), γ2 = 1
κ
(
√

ν2 + 2r − ν)とすると

Ẽ[e−rσx
a1{σx

a<τx
b
}] =

(
b

x

)γ1

−
(

x

b

)γ2

(
b

a

)γ1

−
(

a

b

)γ2
(3.9)

Ẽ[e−rτx
b 1{τx

b <σx
a}] =

(
a

x

)γ1

−
(

x

a

)γ2

(
a

b

)γ1

−
(

b

a

)γ2
(3.10)

が成り立つ．
(証明) (3.9)を示す．確率測度 P̃ の下でXx

t は

Xx
t = x exp

{(
r − ξ − κ2

2

)
t + κW̃t

}

と書くことができる．次に

Lt = exp
(
−1

2
ν2t − νW̃t

)

と定義する．dP̂ = LTdP̃ とすればGirsanovの定理より Ŵt ≡ W̃t + νtは確率測度 P̂ の下で
標準Brown運動である．

Tλ = inf{t > 0|Ŵt = λ}
Tρ = inf{t > 0|Ŵt = ρ}

とすると，Xx
t = x exp(κŴt)より，log Xx

t = log x + κŴtであるから，

σx
a = Tλ, a.s., λ =

1

κ
log

a

x
，

τx
b = Tρ, a.s., ρ =

1

κ
log

b

x

がいえる．また，

L−1
Tλ

= exp
(

1

2
ν2Tλ + νW̃Tλ

)

= exp
(
−1

2
ν2Tλ + νŴTλ

)

= exp
(
−1

2
ν2Tλ + νλ

)

より，

Ẽ[e−rσx
a1{σx

a<τx
b }] = Ẽ[e−rTλ1{Tλ<Tρ}]

= Ê
[
exp

(
−1

2
ν2Tλ + νλ

)
e−rTλ1{Tλ<Tρ}

]

= eνλÊ
[
exp

{
−
(
r +

1

2
ν2
)

Tλ

}
1{Tλ<Tρ}

]
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となる．Karatzas and Shreve[4]より

Ê
[
exp

{
−
(
r +

1

2
ν2
)

Tλ

}
1{Tλ<Tρ}

]
=

sinh ρ
√

ν2 + 2r

sinh(ρ − λ)
√

ν2 + 2r

であるので

Ẽ[e−rσx
a1{σx

a<τx
b }] =

sinh ρ
√

ν2 + 2r

sinh(ρ − λ)
√

ν2 + 2r

eνρ

eν(ρ−λ)

=
eκργ1 − e−κργ2

eκ(ρ−λ)γ1 − e−κ(ρ−λ)γ2

=

(
b

x

)γ1

−
(

x

b

)γ2

(
b

a

)γ1

−
(

a

b

)γ2

となる．同様に (3.10)も示すことができる．

定理 4. 0 < b < x < a < ∞のとき，V x(a, b)は

V x(a, b) = ((K − a)+ + δ)

(
x

b

)γ2

−
(

b

x

)γ1

(
a

b

)γ2

−
(

b

a

)γ1 + (K − b)+

(
a

x

)γ1

−
(

x

a

)γ2

(
a

b

)γ1

−
(

b

a

)γ2 (3.11)

a = ∞のとき，
V x(∞, b) = (K − b)+

(
b

x

)γ1

(3.12)

で与えられる．
(証明) (3.8)は

V x(a, b) = ((K − a)+ + δ)Ẽ[e−rσx
a 1{σx

a<τx
b }] + (K − b)+Ẽ[e−rτx

b 1{τx
b ≤σx

a}]

と書くことができる．よって補題より (3.11)が示された．(3.11)において a → ∞とすれば
(3.12)が得られる．以上から定理が示された．
注 3. V ap

ξ (K) = δ2とする．株式に配当がある場合，δ > δ2ならば償還条項付き永久アメリ
カンプットオプションは永久アメリカンプットオプションに退化する．このときの価格式は

V (x) = V ap
ξ (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

K − x 0 ≤ x ≤ b2

(K − b2)

(
b2

x

)γ1

, b2 < x < ∞

で与えられる．ただし b2 = γ1K
γ1+1

である．
注 4. 配当がない場合は γ2 = 1，配当がある場合 γ2 > 1である．よって，両者の価格式を
比較すれば後者が高く評価されることがわかる．
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4. 数値例

本節では，買い手の行使境界と償還条項付き永久アメリカンプットオプションの価格式の数
値例を与える．ただし本節を通して権利行使価格K = 100，ボラティリティκ = 0.3，図 1，
図 2 では無危険利子率 r = 0.045とした．
図 1は (3.1)より，ペナルティδを変化させて買い手の行使境界を図示した．これから，δ

が増加すると買い手の行使境界は減少し，δ = 25では b = 50となる．これは通常の永久ア
メリカンプットオプションの行使境界と一致する．図 2において，実線は下から順に，δ = 5

，10，15，20，25と変化させたときの償還条項付き永久アメリカンプットの価格式 V (x)を描
いたものである．δ = 25のとき，上で述べたように，通常の永久アメリカンプットの価格
式と等しくなる．また，V (x)が (K − x)+ ≤ V (x) ≤ (K − x)+ + δをみたし，x = K で微
分不可能であることも確認できる．図 3において，実線は配当のある償還条項付き永久アメ
リカンプットを，点線は配当のある永久アメリカンプットを表している. 償還条項が永久ア
メリカンをより低く評価していることがわかる．また，権利行使時の利得関数 (K − x)+よ
り大きいことも確認できる. ここで売り手の最適行使境界 a = K，r = 0.1，δ = 10, 配当率
ξ = 0.09とした. 図 4において配当の有無による価格式の変化を図示した. 配当がある場合
γ2 > 1, 配当がない場合は γ2 = 1である．両者の価格式を比較すれば後者が高く評価され
る. 実線が株式に配当がある場合，点線は配当のない場合である. 配当があることにより価
格が高く評価されていることがわかる.

5 10 15 20 25
delta0

20

40

60

80

b

図 1: δを変化させたときの買い手の行使境界
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図 2: 配当がない場合の価格式
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図 3: 配当がある場合の価格式
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図 4: 配当の有無による比較

c©日本オペレーションズ・リサーチ学会　和文論文誌 2006年 49巻



30 鈴木・澤木

5. まとめと今後の課題

本論文では，買い手が任意の時刻で権利が行使でき，売り手が任意の時刻で償還することが
できる償還条項付き永久アメリカンプットオプションの価格式を導出した．株式に配当がな
い場合はKyprianou[6]とは異なる方法で求めた．一方，配当がある場合は，Brown運動の
最小到達時刻に関する性質，Girsanovの定理を用いることにより導出した．配当がない場
合，売り手は償還することがあるならば株価が権利行使価格と一致したときであることを示
し，買い手の行使境界 bの数値例を与えた．配当がある場合にはV x(a, b)を a，bについて偏
微分し，∂V x

∂a
= 0，∂V x

∂b
= 0を解くことにより，V x(a, b∗) ≤ V x(a∗, b∗) ≤ V x(a, b∗)が成り立つ

ような鞍点 (a∗, b∗)を求めることが必要となる．このような鞍点 (a∗, b∗)が存在するならば，
V x(a∗, b∗) = infa supb V x(a, b) = supb infa V x(a, b)であることも示すことができる．
また今後の課題として，株価が幾何Brown運動以外の確率過程にしたがう場合があげら

れる．このとき市場は完備でないので，ヘッジポートフォリオが存在するとは限らない．ま
た無危険利子率，ボラティリティといった定数が別の確率過程にしたがうと仮定した場合に
本論文を拡張することも今後の課題である．
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ABSTRACT

THE PRICING OF CALLABLE PERPETUAL AMERICAN OPTIONS

Atsuo Suzuki Katsushige Sawaki
Nanzan University

In this paper we deal with game option introduced by Kifer which is a contract that the buyer and the
seller have both the rights to exercise and to cancel it at any time, respectively. Since game option can be
canceled or called by the seller, it is a callable American option.
First, we review some results on the pricing of the non-callable perpetual American options to emphasize
a comparison with our results. Secondly, we derive the value function of the callable perpetual option
by solving differential equation and investigate the optimal boundaries of the seller and the buyer. The
value function is not differentiable at the stock price which equals strike price. Finally, when the stock
pays continuously dividends with a positive rate, we can obtain the pricing formula of callable American
perpetual options by applying first hitting time approach of Brownian motion.
Also some numerical results are presented to demonstrate analytical properties of the value function.
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