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和文概要 環境変化，不確実性等の日常的リスクに対応したレジリエンス (しなやかな回復力) [3, 5, 14]を加
味した生産システムの確立が急務である．従来は，不確実環境下の生産計画として，在庫品切れ確率を所与と
して安全在庫を求める方法，在庫保管コストと在庫品切れペナルティコストを所与としてコストを最小化す
る基点在庫を求める方法 [10, 22]，在庫コストと期間全体の品切れ確率（未達率）を所与として多期間の生産
計画問題を確率計画法として定式化し，未達率制約下でコストを最小化する方法 [17–20]などが提案されてき
た．これらは，リスクの程度を確率的に表現される目標値に合致させるか目標値以内に収める方法である．し
かし，需要量の分散の大きさから生じる在庫量の分布のすそ野の広がりによるリスクは考慮されなかったし，
場合によっては，多次元同時確率分布計算を扱わなければならなかった．
そこで，本論文は， AVaR (Average value-at-risk)を評価指標とする多期間の生産計画問題について，ゲー

ム理論を適用して解を求める方法を提案する．解法は，第 1段階として，AVaRを評価指標として，計画期間
トータルに想定される需要量をゲーム理論におけるシャープレイ値 [21]を用いて，各期に配分し，期別の想定
される需要量を決定する．次に，第 2段階として，ゲーム理論の結果を時系列に展開して期別の生産量を決め
るものである．このように決める在庫量，生産量の特性を明らかにする．5期間の生産計画問題に適用し，本
提案法の特徴を述べる．
本提案の手法は，週間生産計画問題について，従来の「確率で表現される目標値を制約にする方法」では

なく，信頼水準を所与としてリスク評価尺度にAVaRを用い，計画期間全体の想定される需要量を厳守すると
いう意味で，「需要量のトータルな想定値を重視する方法」である．在庫量あるいは，在庫品切れ量の多次元同
時確率分布計算を必要としない．最後に，需要が期ごとに互いに相関を持つ場合への拡張が容易であることを
示す．

キーワード: ゲーム理論，在庫，多期間生産計画，需要の不確実性，リスク評価尺度，
AVaR(average value-at-risk)， シャープレイ値，内示生産システム，レジリエンス

1. はじめに

近年，様々な産業において，自然災害，金融危機，テロ等の非日常的リスクや劣化，環境変
化，不確実性等の日常的リスクに対応したレジリエンス (しなやかな回復力) [3, 5, 14]を加味
した生産システムの確立が急務である．ここでは，生産システムの日常的なリスクとして，
注文の不確実性から生じる不充足，すなわち「在庫品切れ」をリスクと捉え，レジリエンス
を高めることを考える．とりわけ，内示生産システム [15, 16]では，内示情報が持つ不確実
性により，確定注文に在庫を充当していく際に，保有する在庫量によっては「在庫品切れ」
が発生し，顧客へ製品の納入が遅滞する事態が起こることへの対処が求められている．すで
に，在庫品切れ確率を所与として安全在庫を求める方法，在庫保管コストと在庫品切れペナ
ルティコストを所与としてコストを最小化する基点在庫を求める方法 [10, 22]，在庫コスト
と期間全体の品切れ確率（未達率）を所与として多期間の生産計画問題を確率計画法として
定式化して，未達率制約下でコストを最小化する方法 [17–20]などが提案されてきた．これ
らは，リスクの程度を確率的に表現される目標値に合致させるか目標値以内に収めることを
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基本とする方法である．しかし，需要量の分散の大きさから生じる在庫量の分布のすそ野の
広がりによるリスクは考慮されなかったし，場合によっては，多次元同時確率分布計算を扱
わなければならなかった．また，需要の期ごとの相関性を扱うことは困難であった．一方，
金融分野においては，VaR(Value-at-risk)， AVaR(Average value-at-risk)をもちいた計画問
題 [2, 6, 7, 9, 12, 13]，多次元確率分布を基にリスクを複数の資産に配分する方法 [11]やこれ
らにゲーム理論を適用する方法 [1]等は提案されている．しかし，生産計画問題への適用は
なく，特に，生産計画のように単なる組み合わせではなく，時系列展開が必要な計画問題へ
の適用はない．
そこで，本論文は，AVaR(Average value-at-risk) を評価指標とする多期間の生産計画問

題について，ゲーム理論を適用して解を求める方法を提案する．解法としては，第 1段階と
して，AVaRを評価指標として，計画期間トータルに想定される需要量をゲーム理論におけ
るシャープレイ値 [4, 8, 21]を用いて，各期に配分し，期別の想定される需要量を決定する．
次に，第 2段階として，ゲーム理論の結果を時系列に展開して期別の生産量を決めるもので
ある．このように決める在庫量，生産量の特性を明らかにする．5期間の生産計画問題に適
用し，本提案法の特徴を述べる．
本提案の手法は，週間生産計画問題について，従来の「確率で表現される目標値を制約

にする方法」ではなく，信頼水準を所与としてリスク評価尺度にAVaRを用い，計画期間全
体の想定される需要量を厳守するという意味で，「需要量のトータルな想定値を重視する方
法」である．在庫量あるいは，在庫品切れ量の多次元同時確率分布計算を必要としない．最
後に，需要が期ごとに互いに相関を持つ場合への拡張が容易であることを示す．

2. AV aRに基づく週間生産計画問題とは

2.1. 問題の概要

計画期間を n期とする．i(≤ n)期の不確実な需要量を di，需要量の期待値を di，需要量の
分散を ω2

i とし，互いに独立な正規分布に従うとする．

di ∼ N(di, ω
2
i ) ∀i (2.1)

Cov(di, dj) = 0 ∀i, j, i ̸= j (2.2)

需要量の分散共分散行列Aは，

A =


ω2

1 0 · · · 0

0 ω2
2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 ω2
n

 (2.3)

と所与である．また，1から n期までの累積需要量をDとする．

D ≡ d1 + d2 + · · · + dn (2.4)

信頼水準を α とし，V aRD(1 − α)を Pr(D ≥ x) ≤ αとなる最小の xであるとする．全
期間の累積需要量Dに対するAV aRD|D(1 − α)は，

AV aRD|D(1 − α) = E[D|D > V aRD(1 − α)] (2.5)
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である．
週間生産計画問題とは，「初期在庫量S0，信頼水準αを所与として，（2.5）式であらわされ

る計画期間の累積需要量Dに対するAV aRD|D(1 − α)を満足するように，週間の期別の生
産量 (xi, i = 1, · · · , n)を求める」ことである．
期別の需要量が在庫量を上回ったときに，その分を次期 (以降)に繰り越さない．また，週

間生産計画は，計画期間の期首 (0期)までに決定しているとする．

2.2. 解法の基本的な考え

累積需要量Dに対する AV aRD|D(1 − α)を満足して，かつ期別の生産計画を求めるには，
AV aRD|D(1−α)を期別に適正に配分することが必要である．このために協力ゲーム理論の
一つであるシャープレイ値 [8]により，これを各期に適正に配分し，期別の想定される需要
量を求め，その結果から期別の生産量 (xi, i = 1, · · · , n)を求める方法（シャープレイ値配分
と呼ぶ）を考案する．
すなわち，まず， AV aRを評価指標としてAV aRD|D(1− α)を求め，これを満足するよ

うに，ゲーム理論におけるシャープレイ値 πiを求める．πiの比率で，AV aRD|D(1 − α)を
各期に配分し，期別の想定される需要量を決定する．次に，ゲーム理論の結果を提案する方
法を用いて時系列に展開して期別の生産量を決めるものである．

2.3. 協力ゲームとシャープレイ値

協力ゲームは，n人のプレーヤーの集合N = 1, 2,…, nと特性関数 νの組 (N, ν)によって表
現される．
特性関数 νは，Nの部分集合Sに対して，Sに含まれるメンバーが獲得できる利得の値を

与える関数である．特性関数 νがすべての相交わらない 2つの提携S, T ⊆ N,S ∩T = {　 }
に対して，ν(S) + ν(T ) ≤ ν(S ∪ T )となるとき，νは優加法性を満たすという．特性関数 ν

が優加法性を満たす場合は，独自に行動するよりも，提携して共同で行動した方が獲得で
きる利得は小さくなることはないことが知られている [8]．したがって，提携のサイズは大
きくなっていき，最終的に全員提携が形成され，全員提携が形成されたときに獲得できる値
ν(N)をプレーヤー間でどのように分け合うかを決めることが解をもとめることになる．
ゲーム (N, ν)において，任意の提携 Sと Sに含まれない任意のプレーヤー iを考えると

きに， ν(S ∪ i) − ν(S)を提携 Sに対する iの貢献度として定義されている．
シャープレイ値は，協力ゲーム (N, ν)において，提携に対するプレーヤーの貢献度に基

づき，利得が配分されると考える．プレーヤー iの配分量 πiはシャープレイ値と呼ばれ，次
のように計算される．

πi =
∑

S⊂N−{i}

|S|!(n − |S| − 1)!

n!
(ν(S ∪ {i}) − ν(S)) (2.6)

ここで |S|は，Sに含まれるプレーヤーの数である．
（2.6）式の意味は，シャープレイ値とは，提携Sに，Sに含まれない {i}が加わった時の
利得の増加分 ν(S∪{i})−ν(S)（すなわち貢献度）の期待値であることを示している．シャー
プレイ値は，次の性質を有している．

c⃝日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



104 上野・田口・奥原

1.全体合理性　
n∑

i=1

πi = ν(N) (2.7)

2.個人合理性　 πi ≥ ν({i}), ∀i (2.8)

性質 1は，全員の利得を合計したものは，ν(N)に等しいことを表している．したがって，
シャープレイ値 πiは，全員が提携した時に得られる利得 ν(N)を各プレーヤーに配分した配
分値である．
性質 2は，各プレーヤーが得る利得は，そのプレーヤーが単独で行動した時に得る利得を

下回らないことを表しており，各プレーヤーは連携した方が得であるから提携に加わる動機
を持つことを表している．

2.4. シャープレイ値と生産計画の対応付け

2.4.1. 提携とAV aR

プレーヤー iを生産計画における「i期」にあてはめ，提携 Sを「期の合成」と考える．例
えば，提携 S = {2, 3}とは，2，3期が合成されることを表し，その貢献度は，2期の不確実
な需要量 d2に対する特性関数であらわされる値と 3期の需要量 d3が加わり，2,3期を合わ
せた需要量 d2 + d3に対する特性関数であらわされる値との差異（増加分）となる．
生産計画問題は，AV aRを評価指標とすることから，特性関数は−AV aRとする．−を

つけることにより，−AV aRは優加法性を満たす．提携 Sの累積需要量をD(S) =
∑

i∈S di

とすると，
1. 全期間（全提携N）の累積需要量DのAV aR

D = D(N) =
∑

i∈N diに対するAV aRは

AV aRD|D(1 − α) = E[D|D > V aRD(1 − α)] (2.9)

2. i期（提携 {i}）の需要量 diのAV aR

D({i}) = diに対するAV aRは，

AV aRdi|D(1 − α) = E[di|D > V aRD(1 − α)] (2.10)

3. 合成期間（提携 S）の累積需要量のAV aR

D(S) =
∑

i∈S di に対するAV aRは，

AV aRD(S)|D(1 − α) = E[D(S)|D > V aRD(1 − α)] (2.11)

となる．
第１段階によって決められるシャープレイ値πiの意味を述べる．特性関数として，技巧的

に−AV aRを使うことから，すべての πiは，負となるので，意味を解釈するときには，−πi

を考える．AV aRD|D(1− α)は，全提携N の利得であり，生産計画問題では，
∑n

i=1 diに対
する信頼水準 αで計画期間トータルの想定される需要量 (トータル想定需要量と呼ぶ)であ
ると解釈することができ，かつ全体合理性よりAV aRD|D(1− α) = −ν(N) =

∑n
i=1(−πi)で

あるので，すべての期の−πiの合計は，トータル想定需要量と合致する．　　　
このことより， −πiは，トータル想定需要量を各期に割り振られる想定需要量（期別想

定需要量と呼ぶ）である．この値以上の需要量が発生すると，信頼水準 αで，AV aRを上
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図 1: 生産計画における提携のイメージ (5期間の生産計画の場合)

回る需要量が想定される．逆に，期別の期首に−πiに相当する在庫量を保有しておけば，信
頼水準 αで想定されるリスクにほぼ対応できていることになる．厳密には，個人合理性よ
り，−πi ≤ −ν({i}) = AV aRdi|D(1−α) であるから，−πiは期別の不確実な需要量の分布パ
ラメータ（需要量の期待値，分散共分散）から決まる AV aRdi|D(1 − α)より下回った値と
なる．
以上の内容を例にて示す．提携S = {1}, {2, 3}, {1, 2, 3, 4, 5}の場合における在庫量の挙動

のイメージを図 1に示す．例えば，S = {1, 2, 3, 4, 5}は，全提携であり，この提携の特性関
数の値は，αとD =

∑5
i=1 di の分布のパラメータにより決まる． −

∑5
i=1 πi で表わされる

想定需要量に対する在庫量を期首に保有していれば，5期間の不確実な需要量に対して信頼
水準 α で想定される需要量に厳密に対応が可能であることを表している．提携 S = {1}の
場合では，プレーヤー１の特性関数の値は，需要量 d1の分布のパラメータ d1, ω

2
1により決

まり，−π1は，1期目の想定需要量を意味している．1期目の想定需要量−π1に相当する在
庫を期首に保有していれば，信頼水準 αで想定されるリスクを考慮した想定需要量にほぼ
対応ができることになる．提携 S = {2, 3}も同様である．
2.4.2. 特性関数

特性関数 ν(S)を求める．i期の在庫量に影響を及ぼす需要量Diとその特性を求めておく．

Di ≡ d1 + d2 + · · · + di =
i∑

t=1

dt (2.12)

である．Diの特性は，i < jとして，

E[Di] =
i∑

t=1

dt (2.13)

V ar[Di] = ω2
1 + ω2

2 + · · · + ω2
i =

i∑
t=1

ω2
t ≡ σii (2.14)

Cov[Di, Dj] = ω2
1 + ω2

2 + · · · + ω2
i =

i∑
t=1

ω2
t ≡ σij (2.15)
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となる．すなわち，Diの分散共分散行列Σは，

Σ =


ω2

1 ω2
1 · · · ω2

1

ω2
1 ω2

1 + ω2
2

. . .
...

...
. . . . . . ω2

1 + ω2
2 + · · · + ω2

n−1

ω2
1 · · · ω2

1 + ω2
2 + · · · + ω2

n−1 ω2
1 + ω2

2 + · · · + ω2
n



≡


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22
. . .

...
...

. . . . . .

σn1 · · · σnn

 (2.16)

となる．これらを用いて，提携 Sの特性関数は，

ν(S) = −AV aRD(S)|D(1 − α) = −

∑
i∈S

di + K

√∑
i∈S

∑
j∈S

σij

 (2.17)

K =
φ(z1−α)

1 − Φ(z1−α)
(2.18)

z1−α =
V aRD(S)(1 − α) −

∑
i∈S di√∑

i∈S

∑
j∈S σij

(2.19)

である [1, 11]．
ここで，φ ，Φ は，それぞれ標準正規分布における確率密度関数と累積確率分布関数で

ある．(2.17)式の特性関数 ν(S)は，優加法性を満たしている．なお，需要量 diに相関があ
る場合は，Cov(di, dj) ̸= 0, i ̸= jであるから，これに対応するDiの分散共分散行列を求め
て，σijとすればよい．

2.5. 従来法と提案手法

不確実環境における生産・在庫計画手法については，従来から種々の手法が提案されてきて
いる．
安全在庫を求める方法 [10, 22]は，需要量のばらつきを吸収するバッファとして，在庫品

切れ確率を所与とする．この確率でぴったりあらわされる在庫不足の機会となるような在庫
レベルの持ち上げ（増加）量を示している．従来から多用されているが，需要量の期待値が
一定となる期間に適用せざるを得ないので，多期間計画への適用は困難である．
基点在庫を求める方法 [10, 22]では，在庫保管コストと在庫品切れペナルティコストを所

与として多期間トータルのコストを最小化するように各期間の在庫量を求めるものである．
多期間の生産・在庫計画に適用可能であるが，実務上，在庫品切れペナルティコストの見積
もりが困難である．
未達率制約下でコストを最小化する方法 [17]は，在庫コストと期間全体の品切れ確率（未

達率）を所与として，未達率制約下でコストを最小化する確率計画法により求める方法で
ある．既に述べた手法の課題を解消しているが，期間全体の品切れ確率（未達率）を求め
るには，多次元同時確率分布計算を扱わなければならない．計算量の軽減化を図る近似解
法 [17, 18]が提案されている．

c⃝日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



AVaRに基づいた生産計画法の提案―ゲーム理論的アプローチ― 107

これらに比べて，提案手法は，信頼水準 αを所与として，多期間トータルの想定需要量
が AV aRD|D(1 − α)を満足する制約のもとで期別に期首の在庫量目標と期別生産量を決定
することができる．不確実な需要量に対して，AV aRを評価指標として組み込みこんでい
るので，在庫品切れ確率を指標とした場合には現れない在庫量の分布のすそ野の大きさ（分
散）から生じるリスクを考慮できる．ただし，このリスクに対応するためには，結果として
在庫量が大きくなるが，リスクに対する耐性が増し，危険事態からの挽回が容易になる．提
案手法の計算負荷については，提携 Sのすべてについて特性関数値 ν(S)が必要であるが，
(2.17)，(2.18)，(2.19)式より，1次元の確率分布計算をあつかえばよいことが分かる．従来
手法のように，期間全体の品切れ確率（未達率）を厳密に求めるために，在庫量や在庫品切
れ量の多次元同時確率分布の同定や確率計算を必要としないなどの利点を持つ．
従来解法が困難であった需要が互いに相関を持つ場合への拡張が容易であることについ

ては，6章にて詳述する．

3. 生産量の求め方

生産量を求めるに際しては，提携を扱うゲーム理論の結果を時系列展開する方法を考案す
る．プレーヤー iは生産計画における「i期」に対応しており，また πiは，i期の需要量分布
のパラメータとその特性関数値の情報を使って求めた値であるから，プレーヤー 1，2，3，
· · · を生産計画の期 1，2，3，· · · にそれぞれ対応させ，この順に連結する．
3.1. 期別生産量の決定

−πiは，リスクを考慮に入れた期別想定需要量である．期別に，期首の在庫量目標を−πiと
しておけば，トータル想定需要量を満たし，かつAV aRdi|D(1−α)より下回る値として求め
ることができ，この値で i期のリスクに対応してゆくことになる．初期在庫量 S0，i期の在
庫量 Si，生産量 xiとすると，計画段階における i期の期首（すなわち，i − 1期末）の在庫
量のもっともらしい値は，期待値E[Si−1]とみなせることから，

E[Si−1] + xi = −πi (3.1)

である．したがって，各期の生産量 xiは，

x1 = −π1 − S0 (3.2)

xi = −πi − E[Si−1] i ≥ 2 (3.3)

として求めることができる．
尚，xi < 0の場合は，xi = 0とおく．ここで，一般性を失うことなく，x1 ≥ 0としてお

く．初期在庫量 S0が大きく，x1 < 0の場合は，生産量 x1 = 0として，1期目をはずし 2期
目以降から再計算すると考える．

3.2. 期別の在庫量

3.1節にて，生産量が求まると，次に期別の在庫量とその期待値を求めることができる．
(i)1期（i = 1）

S1 = S0 + x1 − d1 = S0 − π1 − S0 − d1 = −π1 − d1 (3.4)

E[S1] = −π1 − d1 (3.5)
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図 2: 期別の生産量の決定法（５期間の例）

(ii) i期（i ≥ 2）

Si = S0 + (x1 + x2 + · · · + xi) − (d1 + d2 + · · · + di)

= S0＋（− π1 − S0）＋（− π2 − E[S1]）+ · · · +（− πi − E[Si−1]）− (d1 + d2 + · · · + di)

= −πi +
i−1∑
t=1

dt −
i∑

t=1

dt (3.6)

E[Si] = −πi − di (3.7)

以上の内容について，「期」の連結のイメージと各期の生産量，在庫の期待値の関係を図 2

に示す．Siの分布のイメージを横向きに描いている．

3.3. 解法の手順

計画期間 n，初期在庫量 S0，需要量の確率分布のパラメータ di(i = 1, · · · , n)，分散共分散
行列

∑
，信頼水準 αは，所与とする．

（手順）
1. 特性関数 (2.17)式を用いて，(2.6)式よりシャープレイ値 πiを求める．
2. 期別の生産量 xiを (3.2)，(3.3)，(3.7)式より，次のように決定する．

1. i = 1 : x1 = −π1 − S0

2. i ≥ 2 : xi = −πi＋πi−1 + di−1

ここで，xi ≥ 0なら，そのまま．xi < 0なら，xi = 0とする．

4. 生産量・在庫量の特性

在庫量の期待値，生産量について諸性質を導出する．なお，σiiは σiと簡略化する．
まず，準備として２つの集合 I, J ⊆ Nと需要量の期待値からの増減値 δ+(i), δ−(j)を定義

する．
I : E[Si] < 0となる期 iの集合
J : E[Si] ≥ 0となる期 iの集合，ここで I ∪ J = N, I ∩ J = {　 }
δ+(i), δ−(j)：下記の (4.1)，(4.2)式を満たす i期 (あるいは，j期)における需要量の期待

値からの増減値

i ∈ Iの場合　E[Si] = −πi − di < 0より，　− πi = di − δ−(i), δ−(i) > 0 (4.1)

j ∈ J の場合　E[Sj] = −πj − dj ≥ 0より，　− πj = dj + δ+(j), δ+(j) ≥ 0 (4.2)

まず，全体合理性より，(4.1)，(4.2)式を用いて全ての期 iについて和をとると，∑
i∈I

(−πi) +
∑
j∈J

(−πj) =
∑
i∈I

di +
∑
j∈J

dj +
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i)
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これより， ∑
i∈N

(−πi) =
∑
i∈N

di +
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) (4.3)

また，ここで (2.17)式より，

−
∑
i∈N

πi = −ν(N) =
∑
i∈N

di + K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij (4.4)

よって，(4.3)，(4.4)式より，∑
i∈N

di + K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
i∈N

di +
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i)

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) (4.5)

一方，個人合理性より，
πi ≥ ν({i}) = −(di + K

√
σi) (4.6)

したがって，
(i)i ∈ Iの場合
(4.1)，(4.6)式より，

πi = δ−(i) − di ≥ −(di + K
√

σi) (4.7)

δ−(i) ≥ −K
√

σi (4.8)∑
i∈I

δ−(i) ≥ −K
∑
i∈I

√
σi (4.9)

(ii) j ∈ J の場合
(4.2)，(4.6)式より，

πj = −δ+(j) − dj ≥ −(dj + K
√

σj) (4.10)

δ+(j) ≤ K
√

σj (4.11)∑
j∈J

δ+(j) ≤ K
∑
j∈J

√
σj (4.12)

(4.9)，(4.12)式より，∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) ≤ K

(∑
j∈J

√
σj +

∑
i∈I

√
σi

)
これより， ∑

j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.13)

（4.5)，(4.13)式より，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.14)

以上を用いて，以下に示すような【補題】と【定理】を導くことができる．
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補題 4.1. I ̸= {　 }, J ̸= {　 }, I ∪ J = N, I ∩ J = {　 }の場合には，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈J

δ+(j) −
∑
i∈I

δ−(i) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.15)

が成立する．

（証明）

（4.14）式より明らかである．

（証明終）

補題 4.2. I = {　 }の場合，すなわち，E[Sj]＝− πj − dj ≥ 0 ∀jの場合には，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈J

δ+(j) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.16)

が成立する．

（証明）

(4.14)式において，
∑

i∈I δ−(j) = 0と置く．

（証明終）

補題 4.2は，次のことを表している．
δ+(j)は，K

√∑
i∈N

∑
j∈N σijを資源として，各期に振り分けられる i期の期別想定需要量

−πiを「i期の需要量の期待値 diからの増加分」として表現したものである．
補題 4.3. E[Si]＝− πi − di < 0 ∀iとなることはない

（証明）

−πi − di < 0 ∀iとすると，矛盾であることを示す．
(4.14)式において，J = {}の場合であるから，

∑
j∈J δ+(j) = 0を代入すると，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij = −
∑
i∈I

δ−(i) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.17)

等号の左辺>０であるから，(4.17)式は矛盾である．
（証明終）

定理 4.1. すべての期 jについて，期別の在庫量の期待値E[Sj]＝− πj − dj ≥ 0である，す
なわち，δ+(j) ≥ 0 ∀jである．

（証明）

背理法による．任意の期 iについて，−πi − di < 0が成立すると矛盾であることを示す．
di, σij, αが与えられた場合のシャープレイ値配分結果が２つ得られ，πA

i , πB
i とする．

（ケースA）
I = {}の場合，すなわち，−πA

j − dj ≥ 0 ∀jより，

−πA
j = dj + δ+A(j), δ+A(j) ≥ 0 ∀j (4.18)

c⃝日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



AVaRに基づいた生産計画法の提案―ゲーム理論的アプローチ― 111

（ケースB）
I = {i}の場合，すなわち，−πB

i − di < 0より，

−πB
i = di − δ−B(i), δ−B(i) > 0 (4.19)

−πB
j = dj + δ+B(j), δ+B(j) ≥ 0 ∀j ̸= i (4.20)

(i)ケースAの場合
(4.16)式より，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈N

δ+A(j) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.21)

(ii)ケースBの場合
(4.15)式より，

K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij =
∑
j∈J

δ+B(j) −
∑
i∈I

δ−B(i) ≤ K

(∑
k∈N

√
σk

)
(4.22)

N ′ = N − {i}として，ケースAにおける提携N とケースBにおける提携N ′ のシャープレ
イ値を比較する．
ケース Aの場合における提携N のシャープレイ値の合計は，

∑
j∈N

πA
j = −

(∑
j∈N

dj +
∑
j∈N

δ+A(j)

)
(4.23)

ケースBの場合における提携N ′のシャープレイ値の合計は，

∑
j∈N ′

πB
j = −

(∑
j∈N ′

dj +
∑
j∈N ′

δ+B(j)

)
(4.24)

(4.23)から (4.24)を引くと，

∑
j∈N

πA
j −

∑
j∈N ′

πB
j = −di −

(∑
j∈N

δ+A(j) −
∑
j∈N ′

δ+B(j)

)
(4.25)

ここで，(4.15)式より，ケースA，ケースBは，∑
j∈N

δ+A(j) − 0 = K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij

∑
j∈N ′

δ+B(j) − δ−B(i) = K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij

となる．これらを (4.25)式に代入して，∑
j∈N

πA
j −

∑
j∈N ′

πB
j = −di + δ−B(i) = πB

i < 0 (4.26)
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よって， ∑
j∈N

πA
j <

∑
j∈N ′

πB
j

一つの問題から得られる 2つの配分結果について，全提携Nのシャープレイ値が提携N ′の
それより小さくなることになり，矛盾である．

（証明終）
つぎに，生産量 xiの変形式を求めておく．生産量 xiは，(3.2)，(3.3)式より， xi = −πi −

E[Si−1]である．この式に，E[Si−1] = −πi−1 − di−1を代入して，

xi = −πi − E[Si−1] = −πi + πi−1 + di−1 (4.27)

を得る．
補題 4.4. 期別の生産量は，次の式を満たす．

di − K
√

σi−1 ≤ xi ≤ di + K
√

σi ∀i ≥ 2 (4.28)

（証明）

個人合理性より，

πi ≥ ν({i}) = −(di + K
√

σi)より，− πi ≤ di + K
√

σi

定理 4.1より，−πi−1 − di−1 ≥ 0であり，πi−1 ≤ −di−1

これらを，(4.27)式に代入して，

xi ≤ di + K
√

σi − di−1 + di−1 = di + K
√

σi (4.29)

また，

πi−1 ≥ ν({i − 1}) = −(di−1 + K
√

σi−1) (4.30)

E[Si] = −πi − di ≥ 0 (4.31)

(4.27)式に，(4.30) (4.31) 式を代入して，

xi = −πi + πi−1 + di−1

≥ di − (di−1 + K
√

σi−1) + di−1

= di − K
√

σi−1 (4.32)

よって，(4.29)(4.32)式より，

di − K
√

σi−1 ≤ xi ≤ di + K
√

σi (4.33)

（証明終）
定理 4.2.

di ≥ K
√

σi−1 ∀i ≥ 2 (4.34)

ならば，生産量 xi ≥ 0 ∀i ≥ 2である．
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（証明）

補題 4.4より，
xi ≥ di − K

√
σi−1

仮定より，xi ≥ 0となる．
（証明終）

定理 4.2の補足説明を行う．Kは αに依存するので，K(α)とかくと，

di√
σi−1

≥ K(α) (4.35)

が生産量 xi ≥ 0となる十分条件であることを示している．一般的に，αが大きいときは，
K(α)は小さくなり，定理 4.2は成立しやすいし，diに比べて σi−1が小さいときには，定理
4.2は成立しやすい．
尚，xi < 0の場合は，xi = 0とおく．在庫量が高めに設定されることになるので，AV aR

が好転する方向であり，リスクに対する耐性が増すことになる．

5. 数値計算

シャープレイ値配分による生産計画結果を示す．次に，需要量の平均値の期別変動による生
産量，在庫量の期待値への影響を述べる．従来から用いられている指標に基づき生産計画結
果を評価する．

5.1. 前提条件

5期間の週間生産計画問題を考える．[d1, d2, d3, d4, d5] = [10, 20, 24, 6, 12], [ω1, ω2, ω3, ω4, ω5] =

[3, 3, 3, 3, 3], α = 0.01, S0 = 10，

A =


9 0 0 0 0

0 9 0 0 0

0 0 9 0 0

0 0 0 9 0

0 0 0 0 9

 Σ =


9 9 9 9 9

9 18 18 18 18

9 18 27 27 27

9 18 27 36 36

9 18 27 36 45


5.2. 生産計画の指標

従来の方法との比較のために，下記の指標を用いて，シャープレイ値配分の結果と比較する．
(i) i期の未達率 εi：i期の在庫量Siが０未満になる確率であり，一般的に，期別に異なる．

εi = 1 − Pr(Si|Si ≥ 0) (5.1)

(ii)計画期間全体の未達率 SOn：計画期間において「少なくとも 1つ以上の期の在庫量が
0未満になる（在庫切れが生ずる）確率」である．表現を変えると，「すべての期の在庫量が
0以上ではない確率」をあらわしている．すなわち，

SOn = 1 − Pr{(S1, S2, · · · , Sn)| ∩n
i (Si ≥ 0)} (5.2)
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表 1: シャープレイ値配分による計画結果

である．この指標に基づいて計算するには，n次元同時確率分布計算が必要である．それ
で，従来から期間の相関性を考慮せずに，互いに独立として，次のSOn(0)が用いられてい
る [19]．すなわち，期別の未達率 εiを用いて，

SOn(0) = 1 − Πn
i (1 − εi) (5.3)

である．

5.3. シャープレイ値配分による生産計画結果

結果を表 1に示す．比率は，下 4桁，量は下 2桁に丸めている．
結果と考察を以下に述べる．表 1より，

1. 個別合理性 πi ≥ ν({i}),∀iが成り立っている．
2. AV aRD|D(1 − α)＝ 131.30であり全体合理性 ν(N) = −AV aRD|D(1 − α)と

∑n
i=1 πi が

等しいことがわかる．
3. 生産計画結果より求まるSO5(0)は，5.9％である．一方，εi＝ 0.01,∀iとしたときの 5期
間における SO5(0)は，1− (1− 0.01)5 ≃ 0.049であり，ほぼ同じであるが，シャープレ
イ値配分の結果の方が若干大きくなっている．この理由は，シャープレイ値配分におけ
る−AV aRdi|D(1− α)が優加法性であることより，πi は−AV aRdi|D(1− α)より少し大
きく（すなわち，期別想定需要量−πiはAV aRdi|D(1−α)より少し小さく）見積もられ
るからである．
以上のことから，従来法がコストを最小化するかリスクの程度を確率的に表現される目

標値に合致させるか目標値以内に収める方法であるのに対して，シャープレイ値配分は「信
頼水準αを所与として，計画期間全体のトータル想定需要量は，AV aRD|D(1−α)を順守し
て，期別想定需要量−πiを調整し，これをもとに期別に期首の在庫量目標と期別生産量を
決定するものである」ということができる．シャープレイ値を求めるに際しては，すべての
提携 Sの特性関数値 ν(S)が必要であるが，(2.17)，(2.18)，(2.19)式より，1次元の確率分
布計算をあつかえばよい．従来のように，在庫量や在庫品切れ量の多次元同時確率分布の同
定や確率計算を必要としない．

5.4. 内示の期別変動の影響

計画期間における需要量の期待値の合計は同じであるという条件のもとで，期別に変化させ
た時のシャープレイ値配分への影響を解析する．
需要量の期待値（内示量と呼ぶ）の期別変動のパターン (以下，内示変動パターンと呼ぶ)

を表 2に示す．caseBは変動型（ベース），case1は漸減型，case2はジグザク型である．合
計量は 72である．caseBは，5.3節の結果と同じであるが，再掲している．
結果と考察を以下に述べる．
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表 2: 内示変動パターン

表 3: シャープレイ値配分による計画結果（内示変動パターンの影響）

1. 内示変動パターンが変わっても，シャープレイ値の合計の値，在庫量の期待値の合計値
は同じである．
シャープレイ値の合計の値が等しいのは，（2.17）式により，S = N とおけば，

−
∑
i∈N

πi = −ν(N) =
∑
i∈N

di + K

√∑
i∈N

∑
j∈N

σij

であり，
∑n

i=1 di はケースによらず一定であることから明らかである．在庫量の期待値
の合計については，（3.7）式より，∑

i∈N

E[Si] =
∑
i∈N

(−πi − di) = −
∑
i∈N

πi −
∑
i∈N

di

であり，右辺はケースによらず一定であることから明らかである．
2. 内示変動パターンが変わっても，在庫量の期待値E[Si]＝−πi − diは，ケースによらず，
すべての期 iについて同一である．シャープレイ値の定義と特性関数より明らかである．
なぜなら，(2.17)式を用いて，

ν(S ∪ {i}) − ν(S) = −

 ∑
k∈S∪{i}

dk + K

√ ∑
k∈S∪{i}

∑
l∈S∪{i}

σkl

 +

∑
k∈S

dk + K

√∑
k∈S

∑
l∈S

σkl


= −

di + K

√ ∑
k∈S∪{i}

∑
l∈S∪{i}

σkl −
√∑

k∈S

∑
l∈S

σkl


であるから，(2.6)式に代入して整理すれば，

−πi − di =
∑

S⊂N−{i}

|S|!(n − |S| − 1)!

n!

K

√ ∑
k∈S∪{i}

∑
l∈S∪{i}

σkl −
√∑

k∈S

∑
l∈S

σkl


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K,σklは所与であるから，右辺は，diの変動パターンによらず一定になる．すなわち，
E[Si]＝− πi − diはすべて期 iについてケースによらず同一である．

3. 内示変動パターンが変化しても，生産量 xiの合計は，ケースによらず同一である．計画
期間の期末（5期目）の在庫量の期待値は，

E[S5] = S0 +
5∑

t=1

xt −
5∑

t=1

dt

である．E[S5], S0,
∑5

t=1 dtはケースによらず同一であるから，
∑5

t=1 xtもケースによら
ず同一になる．

以上のことから，内示変動パターンが異なる場合でも，計画期間の内示量の合計が同じと
きには，期別の内示量に対応して，シャープレイ値が変化し，期別の生産量を調整し，「す
べての期の在庫量の期待値のレベルを同一にしている」ことがわかる．

6. 需要に期別の相関性がある場合

6.1. 分散共分散行列の作成

需要に期別の相関がある場合に，本手法を拡張する．i(≤ n)期の需要量 diは，正規分布に
従い，

d ≡ [d1, d2, d3, d4, d5], d ≡ [d1, d2, d3, d4, d5] = [10, 20, 24, 6, 12] (6.1)

d ∼ N(d,A) (6.2)

A =


ω2

1 ω12 · · · ω1n

ω21 ω2
2

. . .
...

...
. . . . . . ω1 n−1

ωn1 · · · ωn−1 1 ω2
n

 (6.3)

とする．
Diの特性は，

E[Di] =
i∑

t=1

dt (6.4)

V ar[Di] =
i∑

t=1

ω2
t + 2

i∑
t=1

i∑
u>t

ωtu ≡ σii (6.5)

Cov[Di, Dj] =
i∑

t=1

ω2
t + 2

i∑
t=1

i∑
u>t

ωtu +
i∑

t=1

j∑
u>i

ωtu ≡ σij, i < j (6.6)

となるので σii, σijをもちいて，Diの分散共分散行列Σは，

Σ =


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22
. . .

...
...

. . . . . .

σn1 · · · σnn

 (6.7)
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表 4: シャープレイ値配分による計画結果（需要に期別の相関がある場合）

6.2. 数値計算

6.2.1. 前提条件

d = [10, 20, 24, 6, 12], α = 0.01, S0 = 10とする．
1. case1：1，4期の間に正の相関がある場合
1期目に来た顧客に，4期目にも来店勧誘などの需要促進をする場合である．

A =


9 0 0 6 0

0 9 0 0 0

0 0 9 0 0

0 0 0 9 0

0 6 0 0 9

 Σ =


9 9 9 15 15

9 18 18 24 24

9 18 27 39 39

15 24 39 48 48

15 24 39 48 57


2. case2：1，4期の間に負の相関がある場合
1期目に来た顧客に，4期目には，値上がり予想広報などの需要抑制をせざるを得ない場

合である．

A =


9 0 0 −6 0

0 9 0 0 0

0 0 9 0 0

0 0 0 9 0

0 −6 0 0 9

 Σ =


9 9 9 3 3

9 18 18 12 12

9 18 27 21 21

3 12 21 24 24

3 12 21 24 33


6.2.2. 結果

表 4に示す．結果の在庫量の期待値の推移の比較を図 3に示す．
結果と考察を以下に述べる．

1. シャープレイ値の合計の値は，case1，caseB，case2の順に大きい．これは，分散共分散
の要素の値が大きい case1では，トータル想定需要量を大きく見積もるからである．
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図 3: ケースごとの在庫量の期待値の推移（需要に期別の相関性がある場合）

2. 図 3より，4期以降において在庫の持ち方が大きく異なっている．case1（1と 4期に正
の相関がある場合）は，後半の時期に需要量の分散が大きくなるので，在庫量の期待値
のレベルを上げて注文の不確実性のリスクに対応する方策をとっている．

以上に示すように，従来法がコストを最小化するかリスクの程度を確率的に表現される目
標値に合致させるか目標値以内に収める方法であるのに対して，需要量に相関がある場合に
は，分散共分散の大きさに合わせてシャープレイ値を変化させ，在庫量の期待値のレベルを
調整している．また，シャープレイ値の計算に際しては，(6.5)，(6.6)式を用いて分散共分
散行列Σを求めておけば，それ以降の計算手続きは，需要の相関がない場合と同じである．
これらのことから，需要が互いに相関を持つ場合への拡張が容易であるといえる．

7. おわりに

1. 不確実な需要環境における生産計画問題についてシャープレイ値配分による生産計画法
を提案し，その特性を明らかにした．

2. シャープレイ値配分の特徴を以下に示す．
(a) 全体合理性，個人合理性を厳守している．
(b) 既存手法で用いられる評価指標 SOn(0)で比較すると，シャープレイ値配分の結果
は若干大きくなる傾向にあるが，ほぼ同じである．

(c) 既存手法 [10, 22]は，各期の「在庫品切れ確率」や「在庫量のレベル」を調整するこ
とを重視するが，シャープレイ値配分は「計画期間全体のトータル想定需要量を厳
守して，期別想定需要量を調整する」ことを重視する．

(d) 内示変動があったとしても，計画期間の内示量の合計が同じときには，期別の生産
量を調整し，「在庫量の期待値のレベルを同一」にしている．これは，内示生産シス
テム [15]において，計画期間中に内示量の変動があったとしても，期間の合計の内
示量が同じ場合には，提案手法は，シンプルな在庫管理基準を示しており，適切に
調整できることを示している．

(e) 需要量に相関がある場合にも，分散共分散の大きさに合わせてシャープレイ値を調
整し，在庫量の期待値のレベルを調整している．

3. 提案したシャープレイ値配分による多期間の生産計画法の利点は，
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(a) 不確実な需要量に対して， AV aRを評価指標として組み込むことができ，在庫品切
れ確率を指標とした場合には現れない在庫量の分布のすそ野の大きさ（分散）から
生じるリスクを考慮できる．

(b) トータル想定需要量がAV aRD|D(1 − α)を満足する制約下で，期別に期首の在庫量
目標と期別生産量を決定することができる．

(c) 1次元の確率分布計算を主体としたものであり，在庫量や在庫品切れ量の厳密な多
次元同時確率分布計算を必要としない．

(d) 従来解法が困難であった需要が互いに相関を持つ場合への拡張が容易である．

今後の予定としては，多ケーススタディを行い，レジリエンス向上への知見を蓄積する．
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ABSTRACT

WEEKLY PRODUCTION PLANNING ON THE BASIS OF

AVERAGE VALUE-AT-RISK: A GAME THEORY APPROACH

Nobuyuki Ueno Yuki Taguchi Koji Okuhara
Hiroshima University of Economics Osaka University

It is an urgent need to complete a production system with the resilience against deterioration, environ-
mental change, demand uncertainty, etc.

For the risk of the demand uncertainty, they use stock-out ratio and/or unfulfilled-order-rate for estimat-
ing the risk in the past.

In this paper, we propose a formulation and a solution for multi-period production planning problem that
reflects the AVaR (Average value-at-risk) for weighing the tail risk and Shapley value in game theory. The
characteristics of the solution method by comparing with the previous method are revealed. The present
method has the features that it does not require strict probability distribution of stock-out and it enables
an extension to the case where demand in different period is correlated.
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