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和文概要 この論文は議員定数配分問題を扱う．すなわち，人口に比例して議席を配分するテーマを扱う．本
論文の目的を具体的に言えば，著者が最近提案した配分方式である緩和除数方式が比例方式であることを証明
し，歴史上の五つの議席配分方式（	
��
方式，����方式，����方式，���
���方式，�����
��方式）との
関連性を明らかにすることである．妥当な配分方式はすべて比例方式なので，当然，緩和除数方式も比例方式
であるべきである．これら �方式の内，�方式しか緩和除数方式ではないが，�方式全体との関係を俯瞰する
ことは重要である．
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�� はじめに

議員定数配分問題は，人口や得票に比例して議席を配分する問題である．この問題はどこの
国にも存在する普遍的な問題で，我が国でも定数是正や一票の格差の問題として，しばし
ば，メディアに取り上げられている．ヨーロッパで良く使われる比例代表制では，政党の得
票に比例して政党間で議席を配分している．アメリカのような連邦制では，州の人口に比例
して州間で議席を配分している．政党の得票を州の人口と読み替え，政党間を州間と読み
替えれば，本質的には，両者は同じことを表している．しばしば，両者は組合せて利用され
る．我が国の衆議院の定数の一部 ���議席は ��ブロック（選挙区）の人口に比例して，ブ
ロック間で配分され，さらに，その各ブロック内では，そのブロックに与えられた議席を比
例代表制により政党間で配分している．ここでは問題の記述を統一化するため，アメリカの
下院議員の州間での議席配分を対象にして議論する．
人口に比例して議席を配分することは単純なようであるが，それは意外と難しい．例え

ば，����年度人口で，����	
����州はアメリカの総人口の ��
����の人口を有する．議席総
数 ���の ��
����は ��
��議席になる．��議席を配分すれば，同州の一票の価値は理想値よ
り大きくなり，��議席を配分すれば逆に一票の価値は理想値より小さくなる．つまり，ど
ちらにしても，配分値を人口に完全に比例させることは不可能である．また，人口の少な
い州では配分議席数が �になるか �になるかで，一票の価値に大きな差を生じる．例えば，
��
�� ������州の場合，州の人口に完全に比例した議席数は�
���であり，配分議席数が �
になるか �になるかは一票の価値の格差に大きな影響を与える．そのため，人口に比例し
て議席を配分することは難しく，アメリカでは ���年以上にわたり激しい論争が続いてい
る ���．また，わが国でも，一票の格差の是正を求めた訴訟が絶え間なく続いている．
議席配分の歴史において，��������
� ���の功績は非常に大きく，過去に考案された��� �，

!���，����，"�#����（別名，$�����%&���'�），(�)���
�（別名，!*�
���）の �方式のみが
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彼の「一対比較の理論」より導かれ，����方式の他の �方式に対する優位性を述べた．さら
に，これらの �方式が���#� �パラドックスを避けることも示した．���#� �パラドック
スとは議席の総数が �増加すると，州に配分される議席が減る現象のことで，����年当時
に使われていた配分方式（最大剰余法）を用いると，議席総数 �++では���#� �州に �議
席が配分されたのに，���議席にすると �議席しか配分されなかった歴史的事実のことであ
る．また，�方式は上記の順に人口の少ない州に有利ということから，人口の多い州と少な
い州への偏りに関して，真ん中の ����方式が中立，すなわち，偏りが最小と主張した．以
下では，人口の多い州を「大州」，人口の少ない州を「小州」と呼ぶ．また，単に，「配分方
式の偏り」と言えば，配分方式の大州と小州への偏りを意味する．彼の理論は �+�+年当時
の一流の数学者たち（下院議長の要請を受け，全米科学アカデミーにより指名された）によ
り認められ，やがて，配分方式が法的に"�#����方式から����方式に変わった�．そのため，
これらの歴史上の �方式は特別なものと考えらえてきた．
しかしながら，,�����-� ��� .
��� ���によれば，これらは単に無数にある除数方式の一

部分でしかない．除数方式という配分方式は原始的で，非常に古くから存在する配分方式で
ある．この方式では，ある一定の人口に対して�議席を配分することが基本となる．例えば，
��万人に対して �議席を配分するのであれば，����年度人口が約 ���万人の���#� �州に
は，���を ��で除することにより �/議席が配分される．一方，人口が約 ��万人の ����-�
州では ��を ��で割ると，商が �となり ��が余る．同州に �議席が配分されるが，余りの ��
万人に対して，追加の �議席を与えるべきかどうかは判断が難しい．��� �方式では，す
べての余りに追加の �議席を与え，(�)���
�方式は余りをすべて無視する．"�#����方式で
は，��万人の半分の ��万人より大きい余りに �議席を追加する．このように，どのような
大きさの余りに �議席を追加するかにより，さまざまな除数方式が考えられる．
このため，,�����-� ��� .
���は �方式から偏りを最小にする方式を探すのではなく，無

数の除数方式から探すべきと主張した．探すべき範囲を除数方式に限定する理由は，除数
方式のみが人口パラドックスを避けるからである．多くの国では西暦の数字の末尾が �の年
に国勢調査が行われているが，アメリカではその国勢調査により定まった人口に応じて，議
席の再配分が行われている．つまり，��年ごとに議席配分をし直している．人口パラドッ
クスとは連続する �回の国勢調査で，人口の増加率の小さい州が増加率の大きい州から議席
を奪う現象のことである．探すべき範囲を除数方式に限定するもうひとつの理由は，除数
方式は���#� �パラドックスも避けるからである．,�����-� ��� .
���は除数方式の中か
ら，偏りが最小の配分方式として"�#����方式を選び出しているものの，この点に関して
はかなりの反対意見があり ���，必ずしも，完全に彼らの主張が認められているわけではな
い．実際，�++�年度の国勢調査結果に基づき，現行配分方式，つまり，����方式による議席
配分の違憲性を問う訴訟が �件起き，その訴訟の一つは上告され，最高裁でも審理された．
その裁判の判決では，彼らの主張とは異なり，"�#����方式の����方式に対する優位性は認
められなかった�．
このような状況に鑑み，つぎのことを考えた．(�)���
�方式は除数方式であるものの，明

らかに大州に有利となる配分を与え，好ましい配分方式とは言えない．さらに，��� �方
式も除数方式ではあるが，これは逆に，小州に極めて有利な配分を与えるので，これも好ま
しい配分方式とは言えない．一方，現在使用されている ����方式は ��������
� ���による

�����年にも再度同じことが行われた．このときも，����方式が支持された．
�アメリカ合衆国判例集第 ���巻 �������ページ，����年．
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支持などから，明らかに好ましい配分方式である．また，����方式の使用前に使われていた
"�#����方式も"���0
1 �+�および,�����-� ��� .
��� ���の支持を考えれば，好ましい配分
方式である．このような理由から，著者は除数方式全体を二つのグループに分けることを提
案した ��� ．二つのグループとは緩和除数方式とそれ以外である．緩和除数方式は論文 ���で
最初に定義されている．本論文では定義 �
�で同方式を定めている．これは簡単に言えば，
次のようになる：除数方式を離散最適化問題として表現し，州への配分議席数の整数制約を
連続緩和したとき，州への配分数と人口が完全に比例するとき，その除数方式を緩和除数方
式と呼んでいる．緩和除数方式は����方式と"�#����方式を含むが，他の �方式は含まな
い．緩和除数方式は一つのパラメータでその構成要素の配分方式をすべて特徴づけることが
できるので，人口に対する偏りを最小にする配分方式を見つけることを容易にすると期待さ
れる．
論文 ���では議席の総数が増加するとすべての緩和除数方式の偏りがなくなることが示さ

れているが，緩和除数方式が比例性をもつことは示されていない．,�����-� ��� .
��� ���
によれば，仮に，議席配分に偏りがなくても，その配分方式が比例方式でなければ，配分方
式としての妥当性に欠ける．比例方式は定義 �
�で定められているが，例で説明すれば，つ
ぎのようになる：例えば，小選挙区制で選ばれる衆議院議員 ���名の議席は ��都道府県の人
口に比例して配分されているが，ある配分方式を使った結果，すべての都道府県の配分議席
数が偶数になったとする．もし，半分の ���議席を以前と同じ配分方式で ��都道府県に配
分したとき，配分結果が一意に決まり，各都道府県の配分議席数が丁度以前の半分になって
いるとき，その使用した配分方式は比例方式と言われる．そこで，本論文では，緩和除数方
式が比例方式であることを � 節で示す．さらに，� 節では，緩和除数方式でない (�)���
�，
��� �，!���方式がいかなる位置を占めているかなどを含み，歴史上の �方式と緩和除数
方式全体の位置関係を明らかにする．

�� 緩和除数方式の比例性

この節では緩和除数方式が比例方式であることを証明する．最初の �
�節では，緩和除数方
式の定義を与える．�
�節では，そのつぎの �
�節の比例性の証明の準備として，パラメー
タを二つ持つ $�
����-2平均の定義を与え，その性質を調べる．最後の �
�節では，緩和除
数方式の比例性の証明を与える．

���� 緩和除数方式の定義

州の数を � � �，議席総数を � � �，人口ベクトルを � 3 4��� � � � � ��5，議席配分を � 3

4��� � � � � ��5とする．州の集合を� 3 ��� � � � � ��とする．人口は正の整数で議席は非負の整数
とする．すなわち，�� � �� � ��� �� �� � � �� 4� � �5，�� � �� � ��� �� �� � � �� 4� � �5とする．
丸め関数を	4�5 4� � ��5とする．丸め関数	4�5は �に関して狭義増加で，� � 	4�5 � �6�

を満たす．さらに，	4
5 3 
かつ 	4�5 3 � 6 �を満たす整数のペア 4
� �5は存在しない．こ
こで，
 � ��，� � ��である．歴史上の �方式の丸め関数 	4�5を表 �に示す．
�を正の実数とし，���を次のルールに基づき定まる整数とする．
�
 � 
 	4�5ならば ��� 3 �とする．
�
 	4�5 
 � 
 	4�6 �5となる � � ��が存在すれば，��� 3 �6 �とする．
�
 � 3 	4�5となる � � ��が存在すれば，��� 3 �または ��� 3 �6 �とする．
人口ベクトル�と議席総数�を持つ問題に，丸め関数 	4�5に基づく除数方式7を用いたと
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表 �8 歴史上の �方式の丸め関数 	4�5 4� � ��5

配分方式の名前 	4�5 �と � 6 �の平均名
��� � �

!���
��4� 6 �5

��6 �
調和平均

����
�
�4� 6 �5 幾何平均

"�#���� �6 �
�

算術平均
(�)���
� � 6 �

きの配分の集合�4�� �5は�
�

��� �� 3 ���
�

�
� � � �は実数で，

�
���

���
�

�
3 �を満たすように選ぶ

�

に等しく�，さらに，�
�

���  �1
����

	4�� � �5
��

�  ��
���

	4��5

��
� �4�5 3 �� �� � �� 4� � �5

	

に等しい ���．定義：�� � �� � �� � �� � � ��および �4�5 �
�

��� ��とする
�．

定義 ���� ある有理数 � 
 � 
 �の値を固定する．�4�5 3 �となる議席配分 �に対して，

� 3 ��� 4� � �5がすべて非負の整数と仮定する．このとき，

� ��4�� �5 3	 ��� 3�4�� ��5

となるならば，この除数方式7は比例方式と言われる．
定義 ���� 丸め関数 	4�5を以下のように定義するとき，この除数方式は緩和除数方式と呼
ばれる ���．�
 
 � 
 6
はパラメータであり，下付きの添え字として丸め関数に明示す
る�．� � ��に対して，丸め関数 	�4�5を

	�4�5 3

�������

�������

�

�

4�6 �5���

��
� 3 �のとき

�

�
� ���
�

� 3 �のとき�
4�6 �5� � ��

�

� �
���

� �3 �� �のとき

4�
�5

と定義し，	�4�5を

	�4�5 3

�����

�����

� � � �のとき
�

�
� ���� � 3 �のとき�
�

�

� �
���

上記以外のとき

4�
�5

と定義する

�ここの � � �は除数と呼ばれる．����方式などのように，����  �ならば � � �が必要である．
�明らかに，�� の非空性を保証するには � � �が必要である．
�論文 !�"では �の代わりに �# �を用いている．
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���� ����	
��
平均とその性質

ここでは，緩和除数方式の比例性を証明するために必要な事柄を簡潔に述べる．正の実数の
集合 �� 3 �� � � � ��と実数の集合 � 3 �� � �
 
 � 
 6
�を定義する．
定義 ���� 二つの実数パラメータ �� � � � を用いて，異なる正の �数 � �3 � � �� の平均

�4�� �9 �� �5 3

�����������

�����������

�
�����	��
�����	��

� �
���

��4� � �5 �3 �のとき�
���	�

���	
 ���	
 	�

� �
�

� �3 �: � 3 �のとき�
���	�

���	
 ���	
 	�

� �
�

� 3 �: � �3 �のとき
�1;

�
�� �	
��	� �	
 	

���	�
� �

�

�
� 3 � �3 �のとき



�� � 3 � 3 �のとき

4�
�5

を定義する．これは二つのパラメータを持つ $�
����-2平均と呼ばれる．
明らかに，�4�� �9 �� �5は �� �および �� �に関して対称である．�4�� �9 �� �5は正の �と �

の平均なので，任意の �� � � � に対して
 ����� �� 
 �4�� �9 �� �5 
  �1��� �� 4�
�5

となる �/�．
定義 ���� 正の � � �� と実数 � � � に対して，

�4�� �5 3 �4�6 �� �9 �� �5 4�
�5

を定義する．
補題 ���� � � ��に対して

	�4�5 3 �4�� �5

となる．ただし，
�4�� �5 3 �� 

����
�4�� �5

とする．

証明 � � ��に対しては，定義式 4�
�5と 4�
�5を比較すれば明らかである．よって，
� 3 �の場合のみを考える．� � �でかつ � �3 �ならば，定義式 4�
�5の �番目より

�4�� �5 3 �� 
����

�
4�6 �5� � ��

�

� �
���

3

�
�

�

� �
���

より，	�4�5 3 �4�� �5となる．
つぎに，� 
 �の場合を考える．同じく，定義式 4�
�5の �番目を利用するが，� 3 �� � �

とおくと， �
4� 6 �5� � ��

�

� �
���

3

�
4� 6 �5�
 � ��


��
� �
����

3

� ��
4� 6 �5�
 � ��


� �
���

3

�
��
4� 6 �5


4� 6 �5
 � �


� �
���
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となる．ゆえに，

�4�� �5 3 �� 
����

�
��
4�6 �5


4� 6 �5
 � �


� �
���

3 �

となり，	�4�5 3 �4�� �5となる．
� 3 �ならば，定義式 4�
�5の �番目より

�4�� �5 3 �� 
����

�1;

�
4�6 �5 �
�4� 6 �5� � �
� �

4� 6 �5� �
� �

�

となるが，�� ���� � �
� � 3 �なので，�4�� �5 3 ���となり，	�4�5 3 �4�� �5が得られる．
� 3 �ならば，定義式 4�
�5の �番目より

�4�� �5 3 �� 
����

�

�
� ���
�

3 �

となり，	�4�5 3 �4�� �5が得られる． �

補題 ���� �4�� �5の �に関する導関数を ��4�� �5とすると，

��4�� �5

�4�� �5
3

�

�4�6 �� �9 �� � � �5 � � � �� � � � �

となる．

証明 � �3 �� �とする．このとき，定義式 4�
�5: 4�
�5より

�4�� �5 3

�
4� 6 �5� � ��

�

� �
���

4�
/5

となる．両辺の対数を取って，�で偏微分すると

��4�� �5

�4�� �5
3

�

� � � �
4� 6 �5��� � ����

4� 6 �5� � ��

3
�

���
�

���������

�������������

となるが，

�4�6 �� �9 �� � � �5 3
�
4� � �5�4�6 �5� � ��

�
�
�
4� 6 �5��� � ����

�
� �

�������

に注意すると，
��4�� �5

�4�� �5
3

�

�4�6 �� �9 �� � � �5
が得られる．
つぎに，� 3 �の場合を考える．定義式 4�
�5: 4�
�5より

�4�� �5 3 �1;

�
4� 6 �5 �
�4� 6 �5� � �
� �

4� 6 �5� �
� �

�
3 �1; 44� 6 �5 �
�4�6 �5� � �
��� �5 �
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すなわち，
�
��4�� �5 3 4�6 �5 �
�4�6 �5� � �
��� �

となる．つぎに，�で微分すると

��4�� �5

�4�� �5
3 �
�4� 6 �5 6 �� �
� �� � 3 �
� �6 �

�

が得られ，

�4�6 �� �9 �� �5 3
4� 6 �5� �

�
�4�6 �5� �
�� 3
�

�
� ���
�

に注意すると，
��4�� �5

�4�� �5
3

�

�4�6 �� �9 �� �5

が得られる．
最後に，� 3 �の場合を考える．定義式 4�
�5: 4�
�5より

�4�� �5 3
�

�
� ���
�

3
�

�
�4� 6 �5� �
� ��

すなわち，

�
�4�6 �5� �
�� 3 �

�4�� �5

となるが，�で微分すると
�

�6 �
� �

�
3 � ��4�� �5

4�4�� �55�

となる．これを書き換えると

��4�� �5

�4�� �5
3 �

�
�

�6 �
� �

�

�
�4�� �5 3

�
���

� �
�

4��54�
�4�6 �5� �
��5
が得られる．一方，

�4� 6 �� �9 ����5 3
�

�
���

� �
�

4��54�
�4� 6 �5� �
� �5

���

に注意すると，
��4�� �5

�4�� �5
3

�

�4�6 �� �9 �� �5

が得られる． �

補題 ���� 正の定数 � � �を固定する．正の実数 ��� 
 � � �� と実数 � � � に対して

�4�5 3
�4��� �� �5

�4�� �5
4�
�5

を定義すると，�4�5 は狭義増加関数となる．
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証明 等式 4�
�5の対数を取り �で微分し，さらに，補題 �
�を用いると，

�	4�5

�4�5
3

�

�4��� ��� �9 �� � � �5 �
�

�4�6 �� �9 �� � � �5
が得られる．
�4��� ��� �9 �� � � �5は ��� �と ��の平均なので，式 4�
�5より

�� �
�



�4��� ��� �9 �� � � �5
�


 �

となる．また，�4�6 �� �9 �� � � �5は �と � 6 �の平均なので，

� 
 �� �
�



�4��� ��� �9 �� � � �5
�


 � 
 �4�6 �� �9 �� � � �5

の関係が成り立つ．よって，�	4�5��4�5 � �となる．さらに，式 4�
�5の分子に関して，�4���
�� �5 � ��� � � �に注意すると，�4�5 � �である．すなわち，�	4�5 � �となり，�4�5は狭
義増加関数となる． �

���� 緩和除数方式の比例性の証明

定理 ���� 緩和除数方式は比例方式である．

証明 除数方式7は一様性を持つことに注意する．一様性とは，州全体�にわたる議席
配分 �は，任意の �州 �と �だけで �� 6 ��議席を配分し直しても，この �州のどちらにとっ
ても，配分 4��� ��5よりも良い結果を得ることはできないという性質である．すなわち，

� ��4�� �5 3	 4��� ��5 ��44��� ��5� �� 6 ��5 � � �3 � � �

となる性質である（詳しくは ���参照）．
ある有理数 � 
 � 
 �が存在し，�4�5 3 �となる議席配分 �に対して，
� 3 ��� 4� � �5

がすべて非負の整数と仮定する．このとき，除数方式7の一様性から，比例性を示すには，
任意の �州 �と �に対して，

4��� ��5 ��44��� ��5� �� 6 ��5 3	 �4
�� 
�5� 3�44��� ��5� 
� 6 
�5 4�
�5

を証明すれば十分である．
以下では，州 �を州 �とし，州 �を州 �とする．
�� 
�の値に応じて場合分けを行うが，最

初に 
� � �� 
� � �の場合を考え，他の場合は証明の最後で議論する．さらに，�は定数で

��� 3 
�� ��� 3 
�� � 
 � 
 � 4�
+5

を満たすと仮定していることに注意する．
除数方式7は人口ベクトル �を �� 4� � �5に変更しても，配分は変化しない性質を持っ

ている．すなわち，
�4�� �5 3�4��� �5 � � � �

となる．ここで，� � �は実数である．これを除数方式の同次性 ���と呼んでいる
．この同
次性より，以下の証明では人口は正の実数と仮定する．
�厳密には !�"では，同次性（	を有理数に限定）と完備性（	を実数に拡大）と二段階に分けて記述している．
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緩和除数方式の比例性 	

つぎに，�� � �� �� � �平面（正の実平面）を考える．いま，
� � �� 
� � �，および，
式 4�
+5を仮定していることから，�� � 
� � �� �� � 
� � �，言い換えれば，�� � �� �� �
�� 
� � �� 
� � � に注意する．つぎの二つの（空でない）�角形 �4��� ��5と �4
�� 
�5を

�4��� ��5 3 �4��� ��5 � 	4�� � �5 � �� � 	4��5� 	4�� � �5 � �� � 	4��5��
�4
�� 
�5 3 �4��� ��5 � 	4
� � �5 � �� � 	4
�5� 	4
� � �5 � �� � 	4
�5�

と定義する．このとき，丸め関数の定義より，上記定義 �式から，それぞれ，

4��� ��5 � �4��� ��5 3	 4��� ��5 ��44��� ��5� �� 6 ��5

点 4��� ��5が �4
�� 
�5の内点 3	 �4
�� 
�5� 3�44��� ��5� 
� 6 
�5

の関係が導かれる．�角形 �4��� ��5を � 
 � 
 �倍して，これを縮小すると，その領域

��4��� ��5 3 �4��� ��5 � �	4�� � �5 � �� � �	4��5� �	4�� � �5 � �� � �	4��5�

は再び �角形となるが，その縮小された �角形 ��4��� ��5が別の �角形 �4
�� 
�5に完全に含
まれることが，式 4�
�5の関係が成り立つための必要十分条件である．言い換えれば，つぎ
の条件式

	4
� � �5 
 �	4�� � �5� �	4��5 
 	4
�5� 	4
� � �5 
 �	4�� � �5� �	4��5 
 	4
�5

が成り立てばよい．これらの �番目と �番目の不等式，および，�番目と �番目の不等式か
ら定数 �を消去すると，式 4�
�5の関係が成り立つための必要十分条件は

	4
� � �5
	4
�5



	4�� � �5
	4��5

�
	4
� � �5
	4
�5



	4�� � �5
	4��5

4�
��5

となる．
さて，補題 �
�より，��� 
 � 
 �	とすると，

�4��� �� �5
�4�� �5



�4��	 � �5
�4�	� �5

となる．つぎに，� 3 
��
�とおく．いま，
� � �� 
� � �なので，� � �となる．十分小さな
� � �に対して，� 3 
� 6 �，�	 3 ��とおくと，（� 3 �����および �	 3 �� � 
� 6 � 3 �に注
意する）

�4
� 6 4
��
�5�� �� �5
�4
� 6 �� �5



�4�� � �� �5
�4��� �5

となる．補題 �
�の中で定義された関数 �4�5 4� � ���5の狭義増加性より，また，�4�� �5の
� � �に関する連続性より，�� �のとき

�4
� � �� �5
�4
�� �5



�4�� � �� �5
�4��� �5

の関係が得られる．同様に，� 3 
��
�と置くことにより

�4
� � �� �5
�4
�� �5



�4�� � �� �5
�4��� �5
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の関係が得られる．補題 �
�より，�本の不等式 4�
��5が成り立つことが分かる．
つぎに，
� � �� 
� 3 �の場合を考える．このとき，定数�の定義式 4�
+5より，�� � 
� � �

かつ �� 3 
� 3 �であることに注意する．さらに，	4�5 � �となっていることにも注意する．
（	4�5 3 �ならば決して 4��� �5� �� � �という配分は実現しない．）つぎの二つの（空でな
い）�角形 �4��� �5と �4
�� �5を

�4��� �5 3 �4��� ��5 � 	4�� � �5 � �� � 	4��5� � � �� � 	4�5��
�4
�� �5 3 �4��� ��5 � 	4
� � �5 � �� � 	4
�5� � � �� � 	4�5�

と定義する．さらに，�角形 �4��� �5の底辺�を

� 3 �4��� �5 � 	4�� � �5 � �� � 	4��5�

と定義する．このとき，丸め関数の定義より，

4��� ��5 � �4��� �5�� 3	 4��� �5 ��44��� ��5� ��5

4��� ��5が �4
�� �5の内点 3	 �4
�� �5� 3�44��� ��5� 
�5

の関係が導かれる．�角形 �4��� �5を � 
 � 3 
���� 
 �倍して，これを縮小すると，その
領域

��4��� �5 3 �4��� ��5 � �	4�� � �5 � �� � �	4��5� � � �� � �	4�5�
は再び �角形となるが，その縮小された �角形 ��4��� �5から，その底辺を除いた領域が別
の �角形 �4
�� �5に完全に含まれることが，式 4�
�5の関係が成り立つための必要十分条件
である．言い換えれば，つぎの条件式

	4
� � �5 
 �	4�� � �5� �	4��5 
 	4
�5

が成り立てばよい．これらの不等式から定数�を消去すると，式 4�
�5の関係が成り立つた
めの必要十分条件は

	4
� � �5
	4
�5



	4�� � �5
	4��5

4�
��5

となる．補題 �
�において，� 3 �とおいて，以前と同様にすれば，不等式 4�
��5が得ら
れる．

� 3 �� 
� � �の場合は，上記と同様にして証明できる．また，
� 3 
� 3 �の場合は，

�� 3 �� 3 �なので，明らかに式 4�
�5の関係が成り立つ． �

�� 緩和除数方式と歴史上の �方式の関係

命題 ���� 緩和除数方式は � 3 ��のとき����方式であり，� 3 �のとき"�#����方式である．
証明 � 3 ��を	�4�5の定義式 4�
�5に代入すると	��4�5 3

�
�4�6 �5が得られる．すな

わち，����方式の丸め関数である．同様に，� 3 �を	�4�5の定義式に代入すると	�4�5 3 �6 �
�

が得られる．すなわち，"�#����方式の丸め関数である． �

(�)���
�方式と��� �方式は緩和除数方式ではないが，緩和除数方式はパラメータ �の
極限ではそれぞれの方式に収束する．
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緩和除数方式の比例性 ��

命題 ���� � � 6
の極限において，緩和除数方式は (�)���
�方式に一致し，� � �
で
は��� �方式に一致する．

証明 �� 6
を考える．その定義式 4�
�5，4�
�5より � � ��のとき，対数を取ること
により

�
� 	�4�5 3
�
�44�6 �5� � ��5

� � � � �
� �

� � � 4�
�5

が導かれる．いま，式 4�
�5の第 �項の分子は

�
�44� 6 �5� � ��55 3 �
�

�
4�6 �5�

�
��

�
�

�6 �

��
��

なので，� � ��ならば 4�
�5式の第 �項の分母と分子は �� 6
ではどちらも6
になる．
ロピタルの定理より

�� 
����

�
�44�6 �5� � ��5

� � � 3 �� 
����

4�6 �5� �
�4�6 �5� �� �
� �

4�6 �5� � ��

3 �� 
����

�
�4�6 �5� 4 �
���
5� �
� �

�� 4 �
���
5�

3 �
�4�6 �5

となる．一方，第 �項は

�� 
����

�
� �

� � � 3 �� 
����

�

�
3 �

となる．故に，式 4�
�5より，�
� 	4�5 3 �
�4�6 �5，すなわち，	4�5 3 �6 � 4� � ��5が得
られる．式 4�
�5に � 3 �を代入し，極限をとると，�
� 	4�5 3 �，すなわち，	4�5 3 �が得
られる．よって，(�)���
�方式の丸め関数が得られた．同様にして，�� �
で 	4�5� �

が導かれる．すなわち，��� �方式が得られる． �

命題 ���� � 3 ��の緩和除数方式と!���方式は以下の意味で実用上等しい．4�5両者の丸め
関数の差は � � � � ��のとき小さい．4��5丸め関数の �乗の相対差は � � �のとき減少する．
証明 � 3 ��を式 4�
�5に代入し，	��4�5 � �の �乗を考える．さらに，!���方式の
丸め関数 	�4�5 3 ��4�6 �5�4��6 �5 � �，すなわち，連続する �整数 �と �6 �の調和平均
の �乗を考え，両者の絶対差を求めると，

4	��4�55

 �

�
��4�6 �5

��6 �

�


3
���4�6 �5�

4��6 �5
4��� 6 ��6 �5
4�
�5

が得られる．よって，� � ��に対し，	��4�5 � 	�4�5となる．もちろん，� 3 �ならば，両
方の丸め関数は �に等しく，両者に差はない．
さらに，それぞれの丸め関数の �乗の相対差を求めると，

4	��4�55

 �

�
�������
����

�

�
�������
����

�
 3
�

��4�6 �54��� 6 ��6 �5

となり，� � �が増加すると，二つの丸め関数の �乗の相対差が減少し，二つの丸め関数が
近づく．
一方，� � � � ��の範囲で，両方の丸め関数値を計算してみると，表 �のようになり，両

者は実質上等しいことが確認できる． �
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表 �8 	��4�5と!���方式の丸め関数の値，および，両者の差

� 	��4�5
�������
����

絶対差

� �
��/� �
���� �
����

� �
���� �
���� �
����

� �
���+ �
���/ �
����

� �
���/ �
���� �
����

� �
���/ �
���� �
����

/ /
�/�/ /
�/�� �
����

� �
�//� �
�//� �
����

� �
���/ �
���/ �
����

+ +
���� +
���� �
����

�� ��
��/� ��
��/� �
����

� 	��4�5
�������
����

絶対差

�� ��
���� ��
���� �
����

�� ��
���� ��
���� �
����

�� ��
���� ��
���� �
����

�� ��
���� ��
���� �
����

�� ��
���+ ��
���+ �
����

�/ �/
���+ �/
���� �
����

�� ��
���� ��
���� �
����

�� ��
��/� ��
��/� �
����

�+ �+
���� �+
���� �
����

�� ��
���� ��
���� �
����

最後に，�軸上で，いくつかの配分方式の位置関係を考え，その結果を表 �にまとめる．
命題 �
�より，(�)���
�方式は � � 6
の無限遠に位置し，��� �方式は � � �
の無
限遠に位置する．前者は大州に大きな偏りを与え，後者は小州に大きな偏りを与える．命
題 �
�より，!���方式は � � ��の位置に存在する．これも��� �方式ほど極端ではない
が小州に偏りを与える．一方，命題 �
�より，"�#����方式は � 3 �の位置にあり，����方
式は � 3 ��の位置にある．偏りはどちらも甲乙付け難く，偏りは非常に小さい．また，パ
ラメータ �の増加に対して，小州への偏りは減少し，大州への偏りは増加するので ���，�の
値が��から �あたりに，偏りを最小にする値が存在しそうである．そこで，著者は最適な
�の値の近くにあると推察される，� 3 �� �� �� ����に対応する配分方式を新 �方式として提
案した ���．<�=�>方式は ���，?����方式は ���，?���� ��� $0�����方式は ���で提案されてい
る．新 �方式は"�#����方式と����方式を含み，かなり妥当な配分方式のクラスと思われ
る．論文 ���のシミュレーションの結果では"�#����方式の偏りが，新 �方式の中で，最小
となっている（論文 ���の図 �参照）．ただし，理論的には未解決問題である．
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緩和除数方式の比例性 ��

表 �8 �の値と配分方式の関係
� 配分方式の名前 緩和除数方式か否か 偏り

� 6
 (�)���
� 非緩和除数方式 大州に大きな偏り





� �=� 緩和除数方式
� "�#���� 緩和除数方式 僅かな偏り
� ?���� 緩和除数方式
� ?���� ��� $0����� 緩和除数方式

�� ���� 緩和除数方式 僅かな偏り





� �� !��� 非緩和除数方式 小州に偏り





� �
 ��� � 非緩和除数方式 小州に大きな偏り
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