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和文概要 本論文ではポートフォリオのリスク指標の効率的な推定方法を提案する．まずポートフォリオの
モデリングにおいて，異なる種類のリスクは異なるパラメータを持つ分布に 従う可能性を考慮すべきという
問題意識に基づき，新たな分布として群別GH分布を提唱する．また，提唱した分布を用いたモデルの下での
ポートフォリオ全体の損失分布をシミュレーションにより推定する．この際，損失分布から定まる，バリュー
アットリスク,及び期待ショートフォールと呼ばれるリスク指標を計算する．リスク指標の推定において，そ
の計算精度の効率化は重要な問題であるため，本論文では準モンテカルロ法における実質次元減少法を適用す
る．これは元々デリバティブの価格評価において提唱された方法であるが，リスク指標の推定という問題に対
しても，他のシミュレーション方法に比べて精度のよい結果が得られることを示す．

キーワード: リスク管理，ポートフォリオ，バリューアットリスク，期待ショートフォー
ル，準モンテカルロ，GH分布

1. イントロダクション

ロングタームキャピタルマネジメント社 (LTCM)の破綻や，リーマンブラザース社の破綻
にみられる金融危機から，将来の不確実性 (リスク)とどう向き合っていくのかということ
がよりいっそう重要な問題であると認識されてきている．この問題を扱うためにリスク管理
が必要であり，リスク管理のためには，まずそのリスクの計量化が必要とされる．例えば，
保険会社は保険金の支払い義務に備え，運用資産と商品のリスクエクスポージャーを計測し
なくてはならない．また，金融機関はバッファとして保有すべき資本額を決定するために，
監督機関は金融機関のリスクエクスポージャーを計測する必要がある．
本論文では，ポートフォリオのリスク指標の効率的な計測を目的とする．ポートフォリオ

のリスク計測は，ほとんどの経済主体が資産として何らかの形でポートフォリオを有して
ることを鑑みれば，リスク管理の問題として汎用的かつ重要な問題であることが認められ
るだろう．ポートフォリオのリスクの計測のためには，損失分布から定まる統計量をリスク
指標として用いることが多い．その理由として，Embrechts et al. [8]は，“損失分布は総じ
てポートフォリオの正確な状況を表してくれるという視点には次のように推奨できる点が
多い.”とした上で，“損失分布の概念は，単一の証券だけからなるポートフォリオから金融
機関の全体ポートフォリオまで，全てのレベルの総計について意味を持つ”こと，“正しく
推定されれば，損失分布はネッティングと分散効果を反映する”こと，“損失分布は全ての
ポーフォリオについて相互比較を行うことができる”ことなどを挙げている．具体的なリス
ク指標で実際に用いられているものとして最も有名なリスク指標がバリューアットリスク
(VaR)であり，これはバーゼル委員会による規制の枠組みの中でも取り入れられている．ま
た，VaRに代わるリスク指標として注目を集めているものとして，期待ショートフォール
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があり，本論文ではこの 2つの指標の推定を行う．
ポートフォリオのモデリングにおいては，資産価格が何らかの確率変数の関数として表さ

れ，その確率変数は資産のリスクファクターと呼ばれる．最も単純で良く知られているポー
トフォリオのモデルはRiskMetrics [19]によるもので，これは，リスクファクターが多次元
正規分布に従い，ポートフォリオの価値はリスクファクターの線形和で表わされるというモ
デルである．このモデルの利点はその単純さにあり，正規分布の扱いやすさなどの観点から
も実務界で広く受け入れられてきた．ただし，リスクファクターが正規分布に従うという仮
定に対して，実証分析による反例が数多く挙げられている．早期の研究ではMandelbrot [14]

がこれについて言及している．また，リスク管理に関する論文では，Frey and McNeil [9]が
正規分布を仮定したモデルと彼らの提唱する極値理論を応用したモデルの比較を行い，正規
分布の非適合性を示している．
本論文ではリスクファクターを記述するために Generalized Hyperbolic分布 (GH分布)

と呼ばれる分布を拡張したモデルを提案する．GH分布を初めに導入したのは Barndorff-

Nielsen [3]であり，Normal Inverse Gaussian分布 (NIG分布)や双曲型分布など様々な分布
をサブクラスとして持つ．またGH分布は，分布の形状を設定できるパラメータの数が多
く，柔軟性が高いため，様々な金融資産の収益率への当てはまりが良いことが知られており，
そのため金融の分野で応用が盛んである．Eberlein and Keller [7]は株価の収益率のデータ
に対してこの分布を用い，正規分布の仮定よりも比較してあてはまりが良いことを示して
いる．
Daul et al. [6]は，異なるリスクファクターに対してそれが従う確率分布に拡張性を持た

せる目的で群別 tコピュラを提唱している．またGlasserman et al. [10]では，各リスクファ
クターが，Daul et al. [6]の群別 tコピュラを構築する上で現れる群別 t分布に依存してい
る場合の，デリバティブまで含めたポートフォリオのVaRの計算を行っている．本論文で
は，株価や金利といった異なる種類のリスクファクターに対しては異なるパラメータを持た
せつつも依存構造を持たせるという目的のもとで，群別 t分布をGH分布に拡張して用いる
モデルを提案する．GH分布をベースとしてモデルを構築することにより，群別 t分布を含
む，より柔軟性の高いモデリングが可能となる．
ポートフォリオのモデルが定義された後，リスク指標の推定は，正規分布の仮定など解

析的なアプローチが可能な場合を除いて，シミュレーションによって行われる．このシミュ
レーションの方法によってリスク指標の推定精度は変わってくる．シミュレーションはおも
にモンテカルロ法 (MC)と呼ばれる乱数を用いた方法により行われることが多いが，計算
時間がかかる上に計算精度が良くないことが知られている．この問題を解決するためのMC

の分散減少法として，インポータンスサンプリング法や，アンティセティックモンテカルロ
法などが知られている．一方，このMCで用いられる乱数の代わりにローディスクレパン
シー列 (LD列)と呼ばれる点列を用いる準モンテカルロ法 (QMC)によっても精度を改善で
きうることが知られている．さらに，QMCにおいて更なる推定精度の向上を図るために，
実質次元減少法という，問題に適した LD列の当てはめを行う方法がいくつか提案されてい
る．デリバティブの価格評価において，Caflisch and Moskowitz [5]はブラウニアンブリッジ
を利用した方法を，Acworth et al. [1] は分散共分散行列の主成分を利用した方法を提唱し
ている．Imai and Tan [11]は新しい実質次元減少法として Linear Transformation (LT)を，
Imai and Tan [12]でその方法を拡張したGeneralized Linear Transformation (GLT)を提唱
し，その問題に適した直交行列を用いてLD列を変換することにより精度の良い計算が行え
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ることを示している．
ポートフォリオのリスク指標に関しては，VaRが劣加法性を満たさないなどの理論上の

問題点を持つことから，Artzner et al. [2]の提唱する整合的なリスク指標としての性質を有
する期待ショートフォールの概念が提案されている．山井・吉羽 [21]は期待ショートフォー
ルの計算をMCにより行い，裾の厚い分布に対して期待ショートフォールの推定値の標準
誤差が，VaRの推定値のそれよりもとても大きく，MCによる推定が実用に向かない場合が
あることを示している．Kreinin et al. [13]は，単純なQMCによる，RiskMetrics [19]の仮
定の下でのVaRの計算を行っている．しかし，QMCはリスク管理の分野においては，まだ
用いられている例が少ない．そのため本論文ではQMC及び，GLTを用いて効率的なリス
ク指標の計算手法を提案する．
以上の現状を踏まえ，まとめると，本論文では異なる種類の資産に対して異なる形状の

リスクファクターを設定する.そのために，群別GH分布という広い分布のクラスを提唱す
る．次に，群別GH分布を用いたポートフォリオのモデリングをする．このモデリングは，
十分な拡張性を持つ柔軟性の高いモデリングを目的としている．このモデルのもとで，まだ
リスク管理の分野においては用いられていないGLTを適用し，ポートフォリオのリスク指
標の推定を行う．この結果として，GLTではMCやQMCに比べて十分に精度の良い計算
結果が得られることが示される．
本論文の構成は以下のとおりである．まずセクション 2でポートフォリオのモデリングを

行い，リスク指標の概説をする．セクション 3で本論文におけるQMCの概説，及びQMC

とGLTのアルゴリズムの説明を行う．セクション 4では数値計算例によりGLTによって精
度の良い推定ができることを示し，セクション 5で結論を述べる．

2. ポートフォリオのモデルとリスク指標

本セクションでは，ポートフォリオのモデリングとリスク指標の概説を行う．2.1節で多次
元GH分布の定義を行う．次に 2.2節において本論文のモデルで用いる各リスクファクター
を記述するための群別GH分布を定義する．その後，2.3節において本論文におけるポート
フォリオのモデリングを行い，ポートフォリオの損失を定義する．2.4節では，本論文で推
定するリスク指標について概説する．

2.1. 多次元GH分布

本節では，多次元GH分布の定義を行う．以下では起こりうるすべての結果の標本集合 Ω，
Ωの部分集合族からなる σ−加法族F，F上の確率測度P からなる確率空間 (Ω，F，P )が与
えれているものとして議論を行う．
GH分布はGeneralized Inverse Gaussian分布 (GIG分布)に従う混合変数による正規平均

分散混合として定義される．GIG分布は 3つのパラメータ λ, δ, γ ∈ Rによって記述される
分布である．1変量のGIG分布とGH分布に関しては増田 [15]に詳しい記述がある．正規
平均分散混合は以下で定義される．
定義 2.1. W を正の実数上に分布する確率変数とし，ZをW と独立で分散共分散行列Λを
持ち，平均 0の d次元正規確率変数とし，これをZ～Nd(0,Λ)と書く．このとき，β, µ ∈ Rd

に対し
X = µ+Wβ +

√
WZ, (2.1)

で定義される新しい確率変数Xは，混合変数W による正規平均分散混合と呼ぶ．
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W はしばしば混合分布 (mixing distribution)とも呼ばれる．(2.1)式のW をパラメータ
λ, δ, γ ∈ Rを持つGIG分布に従う確率変数，以下W ∼ GIG(λ, δ, γ)と表記，とおくことに
よりGH分布が次のように定義される．
定義 2.2. W ∼ GIG(λ, δ, γ), Z ∼ Nd(0,Λ)，WとZが独立のとき，β，µ ∈ Rdに対して，混合
変数Wによる正規平均分散混合Xの分布が多次元GH分布であり，X ∼ GHd(λ, α, β, δ, µ,Λ)

と表記する．ただし，α =
√

γ2 + βTΛβで，βT は βの転置を表わす．
多次元GH分布の性質を以下で簡単に述べる．確率密度関数を pGHd

とおくと，pGHd
は以

下の式で与えられる．

pGHd
(x;λ, α, β, δ, µ,Λ) =

e(β
T (x−µ))(A/δ)λKλ−d/2(2αB(x))

(det Λ)1/2(2π)d/2Kλ(δA)(B(x)/α)d/2−λ
.

ここで，detΛはΛの行列式，
A :=

√
α2 − βTΛβ，

B(x) :=
√
δ2 + (x− µ)TΛ−1(x− µ)，

でありKλ(·)は指数 λを持つ修正された第三種のベッセル関数である．各々のパラメータは

λ > 0のとき，　δ ≥ 0, α > 0, α2 > βTΛβ,

λ = 0のとき，　δ > 0, α > 0, α2 > βTΛβ,

λ < 0のとき，　δ > 0, α ≥ 0, α2 ≥ βTΛβ,

を満たす．λは分布族を決定するパラメータであり，λ = −0.5のときはNIG分布，λ = 1の
ときは双曲分布など，λの値によって名前の付いている分布もある．αは尖度と裾の厚さを，
βは非対称性を，δは尺度を，µは位置を表すパラメータと解釈できる．また，期待値は，

E[X] = µ+ δ
Kλ+1(δ

√
α2 − βTΛβ)

Kλ(δ
√
α2 − βTΛβ)

βTΛ1/2(α2 − βTΛβ)−1/2Λ1/2，

で与えられる．

2.2. 群別GH分布

本節では，本論文で提唱する群別GH分布の定義を行う．群別GH分布とは，Daul et al. [6]

の群別 tコピュラを構築する上で登場する群別 t分布をGH分布に拡張したものであり，(2.1)
式のW のパラメータが群ごとに異なるものである．群別GH分布を定義するために，まず
共単調の定義を行う．本来，共単調の定義はコピュラを用いて行われるが，本論文ではその
定義と同値な命題により定義を行う．共単調のコピュラを用いた定義，及び定義の同値性に
ついては Embrechts et al. [8]を参照されたい．
定義 2.3. 確率変数X1, . . . , Xdが共単調であるとは，ある確率変数Zと単調増加関数v1, . . . , vd
が存在して，

(X1, . . . , Xd) =
d (v1(Z), . . . , vd(Z))， (2.2)

となることである．ここで=dは分布として等しいことを表す．
次に，多次元GH分布の定義を行う．
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定義 2.4. {1, . . . , d}を大きさがs1, s2, . . . , smである部分集合に分割する．Wi ∼ GIGi(λi, δi, γi)

(i = 1, 2, . . . ,m)，Z ∼ Nd(0,Λ)，各Wiは互いに共単調で，Z とは独立のとき，β, µ ∈ Rd

に対し，

X = (X1, . . . , Xs1 , Xs1+1, . . . , Xs1+s2 , . . . , Xd)

= (µ1 +W1β1 +
√

W1Z1, . . . , µs1 +W1βs1 +
√

W1Zs1，µs1+1 +W2βs1+1 +
√
W2Zs1+1,

. . . , µs1+s2 +W2βs1+s2 +
√

W2Zs1+s2 , . . . , µd +Wmβd +
√
WmZd),

としたときの，Xの分布を群別GH分布と定義する．
GIG分布から受け継いだパラメータを群ごとに変更することにより，異なるリスクファ

クターに対して，異なる分布族や非対称性を持たせることができる．群を 1つとすることで
多次元GH分布となる．

2.3. ポートフォリオ

本節では，本論文でのポートフォリオのモデリングを行い，ポートフォリオの損失を記述す
る．まず群別GH分布を用いて，本論文におけるポートフォリオの損失を定義する．また，
現時点を 0とし，リスク計測期間 tを固定する．株と金利のリスクファクターで群を二つに
分ける．株の銘柄数を s1，割引債の満期の種類を s2とし，s1 + s2 = dとする．つまり，定
義 2.4のリスクファクターのベクトルXが

X = (X1, . . . , Xs1，Xs1+1, . . . , Xd)

= (µ1 +W1β1 +
√

W1Z1, . . . , µs1 +W1βs1 +
√

W1Zs1，µs1+1 +W2βs1+1 +
√
W2Zs1+1,

. . . , µd +W2βd +
√

W2Zd).

となっている場合を考える．ある株 i (1 ≤ i ≤ s1)の時点 tでの株価を Si exp (Xi)とし，満
期が t < tjの時点 tでの割引債 j (s1 + 1 ≤ j ≤ d)の価格は，デフォルトのない単一の金利
を想定し，すべての利回りをリスクファクターとして扱い，exp((t− tj)Xj)とする．各資産
の損失を，現時点での価値からリスク計測期間後の価値を引いたものと定義すると，ポート
フォリオ全体の損失は次の式に従う．

L(X) = −(

s1∑
i=1

piSi(exp (Xi)− 1) +
d∑

j=s1+1

pj(exp ((t− tj)Xj)− 1)). (2.3)

ただし，piは資産 iのポジションである．

2.4. リスク指標

本節では，本論文で取り扱うリスク指標のバリューアットリスク (VaR)と期待ショートフォー
ル (ES)の定義，及び整合性の観点からその性質について述べる．まず，VaRの定義を行う．
定義 2.5. ある p ∈ (0, 1)が与えられたとき，ポートフォリオに対する信頼水準 pの V aRp

は，
V aRp = inf{l ∈ R : P (L > l) ≤ 1− p},

である．
次に，期待ショートフォールの定義を行う．
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定義 2.6. ポートフォリオの損失LがE(|L|) < ∞を満たし，分布関数 FLを持つとき FLの
分位関数 qu(FL)を用いて，信頼水準 p ∈ (0, 1)の期待ショートフォールESpは

ESp =
1

1− p

∫ 1

p

qu(FL)du,

である．
Artzner et al. [2]は整合的なリスク指標が満たすべき性質としていくつかの性質を提唱し

ている．リスク指標に関する議論では，これらの性質が重要な役割を果たすため，以下でこ
れらの性質の定義を述べる．
定義 2.7. あるリスク指標 ρがすべてのL1, L2 ∈ Mに対して，ρ(L1 + L2) ≤ ρ(L1) + ρ(L2)

を満たしているとき，ρは劣加法性を満たしているという．ここでMは ρの定義域である．
定義 2.8. あるリスク指標 ρがすべての L ∈ Mと l ∈ Rに対して，ρ(L + l) = ρ(L) + lを
満たしているとき，ρは平行移動不変性を満たしているという．ここでMは ρの定義域で
ある．
定義 2.9. あるリスク指標 ρがすべてのL ∈ Mとλ > 0に対して，ρ(λL) = λρ(L)を満たし
ているとき，ρは正の同時性を満たしているという．ここでMは ρの定義域である．
定義 2.10. L1, L2 ∈ Mが確率 1で L1 ≤ L2を満たすならば，ρ(L1) ≤ ρ(L2)が成り立つと
き，ρは単調性を満たしているという．ここでMは ρの定義域である．
以上の全ての性質を満たすリスク指標は整合的リスク指標と呼ばれる．VaRはバーゼル

の枠組みに取り入れられているなど，実務において最も知られているリスク指標だが整合
的リスク指標ではない．VaRの満たしていない性質は劣加法性である．これは，分散投資
によるリスクの軽減がVaRというリスク指標の計算においては必ずしも反映されないこと
を示している．これに対して，期待ショートフォールはすべての性質を満たしているため，
VaRに代わる新たな基準となりうる．しかし山井・吉羽 [21]では期待ショートフォールの
MCによる計算精度は，VaRに比べてかなり悪くなりうることが示されている．

3. 実質次元減少法

本セクションでは，3.1節においてQMCについて述べた後，QMCによるサンプリングの方法
を述べる．3.2節において Imai and Tan [12]の提唱するGeneralized Linear Transformation

(GLT)の，この問題へ応用した場合の説明を行う．

3.1. QMC

本節では，QMCについて概説し，その特徴を述べた後で，アルゴリズムを述べる．QMCは
MCにおける乱数によるサンプリングを，LD列によるサンプリングにしたシミュレーショ
ン方法ととらえることができる．LD列は決定論的に生成される一様に散らばった点列のこ
とであり，Niederreiter [16]にはLD列の性質が詳しく述べられているので参照されたい．乱
数の代わりに LD列を用いることで，MCよりも精度の良い計算結果が得られる場合が多く
知られている．乱数と LD列を比較するために，(0, 1)2上に一様な独立乱数を散布した図を
図 1に，LD列の 1次元目と 2次元目の散布図を図 2に示す．
乱数によるサンプリングでは，生成される乱数の偏り，例えば図 1に示されるような疎密

の部分によって精度が悪くなる．これを，図 2で見られるような一様性の高い LD列を用い
ることで解消するのである．
ここでQMCの特徴を挙げる．
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図 1: 乱数 (48bit線形合同法) 図 2: LD列 (ソボル列)

• 乱数はその一つ一つが互いに独立であるため，MCでは用いる乱数の順番等に注意す
る必要がないが，LD列はその次元ごとに生成される要素に関連がないと仮定してサ
ンプリングを行う．そのため，用いる問題によって LD列の順番などを注意する必要
がある．

• LD列は決定論的に生成されるために，そのままではシミュレーションによる推定値の
誤差を測ることが困難である．これを解決するために LD列の一様性を残したまま乱
列化するという Randomized QMCが知られている．この方法は例えばOwen [17]に
よって提唱され，その他にも様々な乱列化手法が提案されている．本論文でも LD列
を乱列化して用いることで，MCとの比較を行う．

• QMCの実用においては，サンプリングする回数が有限であることから，その一様性と
次元ごとの関連性が問題となり，高次元では強い関連をもってしまう場合がある．こ
のために，低次元の LD列を最大限に活かして効率的にサンプリングする方法が実質
次元減少法である．

• 実質次元減少法としては ，セクション 1で挙げたように，Caflisch and Moskowitz [5]

のブラウニアンブリッジや Imai and Tan [11]のLTなどがあるが，これらはデリバティ
ブの価格評価において発達してきた．本論文で適用する Imai and Tan [12]のGLTも
デリバティブの価格評価のために開発されたものであるが，そのアルゴリズムの特性
上，他の問題に応用することも可能である．

LD列を用いて群別GH分布を発生させる場合，次のアルゴリズムを用いる．

アルゴリズム 3.1.

1. (U0, U1, . . . , Ud) = U ∈ (0, 1)d+1を LD列とし要素 U0を混合変数のために割り当てる．
2. 群の数 2つのGIG分布の累積分布関数の逆関数GIG−1

1 (·)，GIG−1
2 (·)を数値的に用意す

る．これに関しては，[12]を参照．
3. W1 = GIG−1

1 (U0)，W2 = GIG−1
2 (U0)とする．これにより，(2.2)式からW1,W2が共単

調になる．
4. (U1, U2, . . . , Ud)から Z = (Z1, . . . , Zd) = Λ1/2(Φ−1(U1), . . . ,Φ

−1(Ud))により Z ∼ Nd(0，
Λ)を発生させる．ここでΦ(·)は標準正規分布の累積分布関数，Λ1/2はΛのコレスキー
分解である．

5. X = (µ1+W1β1+
√
W1Z1, . . . , µs1+W1βs1+

√
W1Zs1 , µs1+1+W2βs1+1+

√
W2Zs1+1, . . . ,

c⃝日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



184 鈴木・今井

µd +W2βd +
√
W2Zd)とする．

このあとに (2.3)式により L(X)を計算し，それを繰り返すことで損失のサンプリングが
行われる．

3.2. GLT

GLTは LD列を用いたサンプリングの際に，低次元の LD列がその問題の目的変数，例え
ばデリバティブの価格評価においてはペイオフ，本論文ではポートフォリオ全体の損失に最
も大きな分散を与えるように LD列を直交行列によって変換する方法である．ここでいう分
散とは，Analysis of Variance (ANOVA) Decompositionと呼ばれる，関数の直交分解にお
ける用語であり，詳細はWang and Fang [20]を参照されたい．直交行列による変換の理論
的根拠は，Aが直交行列，ε～Nd(0, I)であるときにAε ∼ Nd(0, I)となることに基づいてお
り，GLTでは問題に適した直交行列Aを用いて，通常のQMCなら εから発生させるサン
プルを，Aεから発生させる方法であると解釈できる．GLTのアルゴリズムは次のように記
述できる．

アルゴリズム 3.2.

1. (U1, U2, . . . , Ud+1) = U ∈ (0, 1)d+1 を LD列とし，ε = (ε1, . . . , εd+1) = (Φ−1(U1), . . . ,

Φ−1(Ud))として，ε ∼ Nd+1(0，I)を発生させる．
2. d+ 1次元直交行列Aによって ε′ = Aεとする．
3. ε′ = (ε′1, . . . , ε

′
d+1)を U ′ = (U ′

1, . . . , U
′
d+1) = (Φ(ε′1), . . . ,Φ(ε

′
d+1))によって変換する．

4. 群の数だけGIG分布の累積分布関数の逆関数GIG−1
1 (·)，GIG−1

2 (·)を数値的に用意する．
5. W1 = GIG−1

1 (U ′
0)，W2 = GIG−1

2 (U ′
0)とする．これにより，(2.2)式からW1,W2が共単

調になる．
6. (U ′

1, U
′
2, . . . , U

′
d)から Z = (Z1, . . . , Zd) = Λ1/2(Φ−1(U ′

1), . . . ,Φ
−1(U ′

d))により Z ∼ Nd(0，
Λ)を発生させる．ここでΦ(·)は標準正規分布の累積分布関数である

7. X = (µ1+W1β1+
√
W1Z1, . . . , µs1+W1βs1+

√
W1Zs1 , µs1+1+W2βs1+1+

√
W2Zs1+1, . . . , µd+

W2βd +
√
W2Zd)とする．

アルゴリズム 3.1との大きな違いは，U ′ を U の代わりに用いている点である．ここで
行列 Aは問題によって適したものを用いる必要があり，GLTではこの Aを決めるために
ε̄k = (ε̄k1 , . . . , ε̄kk−1

, ε̄kk , . . . , ε̄kd+1
) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)として

max
A.k

(
∂L(Aε)

∂εk
|ε=ε̄k

)2

subject to ∥A.k∥ = 1 and < A.k, A.j >= 0 (j = 1, . . . , k − 1)

(k = 1, . . . , d+ 1) (3.1)

を解くことでAを得る．ここでA.kは行列Aの k列目の列ベクトルである．(3.1)の最大化
問題は以下のように解かれる．
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∂L(X)

∂εk
=

d∑
i=1

∂L(X)

∂Xi

∂Xi

∂εk

=
d∑

i=1

∂L(X)

∂Xi

((
d∑

j=1

∂Xi

∂Zj

∂Zj

∂εk

)
+

2∑
n=1

∂Xi

∂Wn

∂Wn

∂εk

)

=

s1∑
i=1

∂L(X)

∂Xi

(√
W1(Λ

1/2
i. A′

.k) + βi +
1

2
√
W1

(Λ
1/2
i. Z)(GIG−1

1 )′(U ′
0)ϕ(ε

′
0)(a0k)

)
+

d∑
i=s1+1

∂L(X)

∂Xi

(√
W2(Λ

1/2
i. A′

.k) + βi +
1

2
√
W2

(Λ
1/2
i. Z)(GIG−1

2 )′(U ′
0)ϕ(ε

′
0)(a0k)

)
= < A.k, b >,

ここで，A′ は Aの 1行目と 1列目を除いた d × d行列，(GIG−1
1 )′(·)及び (GIG−1

2 )′(·)は
W1,W2それぞれの逆分布関数の微分，ϕ(・)は標準正規分布の確率密度関数，ベクトル bの
要素 bjは行列Aの各成分 ajkの係数を表す．b̂ = b|ε=ε̄をグラム・シュミット法により，それ
までのA.1, . . . , A.k−1と直交するようにし，ノルムを 1に基準化すれば，求めるべきA.kが
得られる．

GLTの，直交変換を利用してリスク要因の主要成分に着目するというアイディアは，多
次元空間に散らばるデータの中から，主要な直交軸を選択する主成分分析のそれと非常に
似ている考え方ともいえる．主成分分析を用いた主要なリスクファクターの選択は，金利リ
スクの評価手法などではすでに知られた技術である．ただし，重要な違いとして，主成分分
析がデータが与えられたもとでの統計的な解析手法であるのに対し，GLTは，モデルが与
えられたもとでの効率的な計算方法である点が上げられる．また，主成分分析では，主要な
ファクターのみを抽出して，通常，それ以外のファクターを無視するのに対して，GLTの手
法は主要なファクターに注目して計算精度の向上を目指しているが，残りのファクターを無
視しているわけではない．そのため主成分分析で問題となる打ち切りの誤差，推定値の不偏
性は，GLTでは問題にならない．このことは，主成分などを考慮しない単純なMC法によ
る推定値と，GLTの推定値が必ず一致する保証があることに対応している．さらに，GLT

はリスクの分布の正規性を想定していない点も主成分分析とは異なっているといえよう．

4. 数値実験

本セクションでは，4.1節でMC，QMC，GLTを使ったQMC (以下GLT)の 3つの手法に
より計算されたVaRを，4.2節で期待ショートフォールについてそれぞれ比較する．3.1節
で述べたように，QMCおよびGLTはMCとの標準誤差の比較のために乱列化した LD列
を用いている．この数値実験において，言語は JAVAを使用し，SSJライブラリ∗，および
JMSLライブラリ†を利用している．乱数としては 48bit線形合同法によるもの，LD列と
しては SSJライブラリのソボル列を使用し，この乱列化では addRandomShift関数，及び

∗Stochastic Simulation in JAVA,http://www.iro.umontreal.ca/ simardr/ssj/indexe.html から入手可能なフ
リーライブラリ
†商用の数値解析ライブラリ，詳細は http://www.roguewave.jp/products/imsl/jmsl/jmsl.htmlを参照
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leftMatrixScramble関数を使用している．また，GLTによる最適化はどれも 3次元まで行
い，残りの次元に関しては i行 j列の要素に対して i = jならば 1，i ̸= jならば 0，つまり，

A′ =



0 0 0

0 0
...

0 0

A.1 A.2 A.3 1 0 · · ·
0 1
... 0

... 0

0 0 1


とした上で QR分解を行い，この分解 A′ = QRによる直交行列 Qを GLTアルゴリズム
における直交行列 Aとして用いている．また，本論文におけるベースとなるパラメータ
は Prause [18]から λ1 = −1.79，α1 = 21.3，β1 = (2.67, . . . , 2.67)，δ1 = 0.0153，µ1 =

(−0.000004, . . . ,−0.000004)，λ2 = −1.0024，α2 = 39.6，β2 = (4.14, . . . , 4.14)，δ2 = 0.0118，
µ2 = (−0.000158, . . . ,−0.000158) を用いる．各資産のポジションはすべて均等に pi = 1，
Si = 1 (i = 1, . . . , s1)とし，pj exp(t − tj) = 1 (j = s1 + 1, . . . , d)としている．行列 Λに関
しては，i行 j列の要素に対して i = jならば 1，i ̸= jならば 1

i+j
，つまり，

Λ = (Λij) =


1

1 1
i+j

. . .
1

i+j
1

1


とし，以上のベースとなるパラメータセットをパラメータセット 1と呼ぶことにし，他のパ
ラメータは同様にして，分布の裾を厚くするためにα1 = 2.8，β1 = (0.1, . . . , 0.1)，α2 = 5.0，
β2 = (0.2, . . . , 0.2)としたものをパラメータセット 2と呼ぶ．

4.1. VaRの推定

本節ではVaRの推定を行う．MC，QMC，GLTそれぞれの手法による推定精度を比較する．
すべての手法において，10,000回のサンプリングで一つの推定値を取得し，それを 100回
繰り返し，推定値の標準誤差を計算する．それぞれの計算手法により計算されたVaRの結
果を表 1に示す．dは総資産数に対応し，その半分の資産を株，もう半分を割引債としてい
る．信頼水準 pは p = 0.95，0.99, 0.999の 3パターンに関してシミュレーションを行ってい
る．シミュレーションにおけるVaRの計算では，10,000回のサンプリングの後，大きい順
に並び替え，例えば p = 0.95では上から 5%，つまり上から 500個目のデータを 95%VaRと
して計算している．
表 1から，どの次元数の問題においても，GLT，QMC，MCの順で標準誤差が小さくなっ

ていることが分かる．QMCとMCでは大きな差が見られず，p = 0.99ではほとんど差がな
くなっている．したがって，GLTは単純なMCやQMCと比較して，より高い精度のVaR

の値を推定できることが確認できる．相対的には p = 0.95ではGLTの標準誤差はQMCの
約 20%程度，p = 0.99では 30%程度に，信頼水準の高い p = 0.999でも 40%～50%に減少
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表 1: パラメータセット 1によるVaR（標準誤差）

MC QMC GLT

p = 0.95 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.2104 3.50E-03 0.2102 2.55E-03 0.2106 3.95E-04

d=140 0.2390 4.52E-03 0.2391 3.06E-03 0.2385 8.63E-04

d=180 0.2603 4.57E-03 0.2610 4.18E-03 0.2607 8.21E-04

d=220 0.2785 5.29E-03 0.2788 4.02E-03 0.2790 7.79E-04

d=260 0.2945 5.80E-03 0.2949 4.16E-03 0.2949 8.89E-04

d=300 0.3083 6.04E-03 0.3091 4.45E-03 0.3085 1.03E-03

p = 0.99 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.3622 0.0101 0.3630 8.32E-03 0.3632 2.93E-03

d=140 0.4107 0.0111 0.4091 9.63E-03 0.4096 2.78E-03

d=180 0.4456 0.0122 0.4455 0.0105 0.4461 3.10E-03

d=220 0.4780 0.0107 0.4781 0.0110 0.4764 3.02E-03

d=260 0.5033 0.0141 0.5046 0.0110 0.5033 3.43E-03

d=300 0.5263 0.0128 0.5239 0.0127 0.5269 3.73E-03

p = 0.999 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.6664 0.0433 0.6737 0.0410 0.6673 0.0190

d=140 0.7466 0.0462 0.7489 0.0375 0.7507 0.0223

d=180 0.8166 0.0584 0.8113 0.0507 0.8159 0.0238

d=220 0.8715 0.0509 0.8641 0.0517 0.8648 0.0226

d=260 0.9082 0.0561 0.9225 0.0593 0.9095 0.0244

d=300 0.9446 0.0553 0.9476 0.0547 0.9488 0.0253

している．また，GLTの有効性が次元数にかかわらず確認できることから，信頼水準が大
きくなると精度が落ちる原因は，MCやQMCといったシミュレーション手法そのものに要
因があると推測できる．
次に，裾を厚くした場合についても計算するため，パラメータセット 2を用いて同様のシ

ミュレーションを行う．この結果が表 2である．裾の厚い場合でもGLTによる標準誤差は
MCやQMCに対して，パラメーターセット 1と同程度の減少を見せている．また，裾の厚
さと各推定方法の精度の関係を見るために，パラメーターセット 1で d = 200, p = 0.99を
固定する代わりに (α1, α2)をいくつかの値に変更し，数値実験を行う．この結果が表 3であ
る．表 3の結果より，どの裾の厚さにおいても，GLTの標準誤差はMCの 30%程度に抑え
られていることが分かる．

4.2. 期待ショートフォールの推定

本節では期待ショートフォールに関する数値実験を行い，MC，QMC，GLTそれぞれの手
法による推定精度を比較する．こちらも，すべての手法において，10,000回のサンプリング
で一つの推定値を取得し，それを 100回繰り返し，推定値の標準誤差を計算する．それぞれ
の計算手法により計算された期待ショートフォールの結果を表 4に示す．シミュレーション
における期待ショートフォールの計算では，10,000回のサンプリングの後，大きい順に並び
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表 2: パラメータセット 2によるVaR（標準誤差）

MC QMC GLT

p = 0.95 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.2949 5.14E-03 0.2950 4.29E-03 0.2957 1.54E-03

d=140 0.3465 7.02E-03 0.3450 4.46E-03 0.3459 1.41E-03

d=180 0.3899 6.65E-03 0.3897 5.27E-03 0.3895 1.68E-03

d=220 0.4277 8.37E-03 0.4281 5.17E-03 0.4281 1.68E-03

d=260 0.4631 9.737E-3 0.4625 6.05E-03 0.4626 1.82E-03

d=300 0.4956 0.0107 0.4954 7.32E-03 0.4945 2.19E-03

p = 0.99 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.5659 0.0230 0.5686 0.0139 0.5694 7.39E-03

d=140 0.6607 0.0213 0.6629 0.0175 0.6602 7.91E-03

d=180 0.7324 0.0269 0.7381 0.0194 0.7370 8.13E-03

d=220 0.8053 0.0283 0.8058 0.0232 0.8053 9.25E-03

d=260 0.8698 0.0305 0.8647 0.0276 0.8651 0.0119

d=300 0.9176 0.0285 0.9191 0.0234 0.9171 0.0110

p=0.999 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.7143 0.0507 0.7213 0.0511 0.7155 0.0236

d=140 0.7847 0.0544 0.7903 0.0565 0.7868 0.0279

d=180 0.8379 0.0552 0.8470 0.0495 0.8399 0.0261

d=220 0.8843 0.0542 0.8811 0.0468 0.8820 0.0263

d=260 0.9197 0.0671 0.9188 0.0530 0.9191 0.0307

d=300 0.9501 0.0665 0.9580 0.0594 0.9556 0.0265

表 3: 裾の厚さを変化させたVaR（標準誤差）

MC QMC GLT

(α1, α2) 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
(21.3,39.6) 0.4868 0.0122 0.4866 0.0126 0.4861 3.43E-03

(15,30) 0.4941 0.0144 0.4913 0.0133 0.4917 3.96E-03

(10,20) 0.4952 0.0134 0.4938 0.0127 0.4938 4.08E-03

(5,10) 0.4971 0.0152 0.4961 0.0122 0.4939 4.34E-03

(2.8,5) 0.4906 0.0143 0.4910 0.0132 0.4922 4.11E-03

替え，例えば p = 0.95では上から 500個のデータの平均を 95%期待ショートフォールとし
て計算している．
期待ショートフォールに関しても，GLTの標準誤差が最も小さく，p = 0.95, 0.99のどち

らに関してもGLTの標準誤差はQMCの 10%～20%程度に，p = 0.999では 30%～50%程度
に減少しており，VaRの場合よりも大きな改善がなされている．
VaRのケースと同様に，パラメータセット 2を用いて同様のシミュレーションを行う．そ

の結果が表 5である．裾の厚い場合でもGLTによる標準誤差はMCやQMCに対して，同
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表 4: パラメータセット 1による期待ショートフォール（標準誤差）

MC QMC GLT

p = 0.95 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.306 6.20E-03 0.306 3.50E-03 0.306 4.54E-04

d=140 0.345 7.43E-03 0.347 5.43E-03 0.346 6.13E-04

d=180 0.377 7.75E-03 0.377 6.12E-03 0.377 5.76E-04

d=220 0.402 7.98E-03 0.402 5.67E-03 0.403 6.38E-04

d=260 0.425 9.49E-03 0.424 7.50E-03 0.425 9.43E-04

d=300 0.444 8.38E-03 0.443 6.58E-03 0.444 7.02E-04

p = 0.99 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.4652 0.0160 0.4690 0.0138 0.4683 2.63E-03

d=140 0.5260 0.0166 0.5232 0.0150 0.5250 2.51E-03

d=180 0.5683 0.0194 0.5691 0.0173 0.5696 2.92E-03

d=220 0.6059 0.0196 0.6072 0.0169 0.6062 3.00E-03

d=260 0.6370 0.0224 0.6404 0.0160 0.6370 2.82E-03

d=300 0.6641 0.0199 0.6624 0.0209 0.6654 2.99E-03

p=0.999 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.7323 0.0632 0.7434 0.0639 0.7396 0.0294

d=140 0.8134 0.0638 0.8161 0.0594 0.8283 0.0275

d=180 0.9007 0.0782 0.8815 0.0788 0.8919 0.0264

d=220 0.9421 0.0760 0.9391 0.0741 0.9490 0.0266

d=260 0.9822 0.0796 1.0058 0.0828 0.9932 0.0290

d=300 1.0228 0.0746 1.0266 0.0669 1.0319 0.0339

程度に減少している．またVaRの時と同様に，裾の厚さと各推定方法の精度の関係を見る
ために，パラメーターセット 1で d = 200, p = 0.99を固定する代わりに (α1, α2)をいくつ
かの値に変更し，数値実験を行う．この結果が表 6である．どの裾の厚さにおいても，GLT

の標準誤差はMCの 10%～20%程度に抑えられており，VaRの時よりも精度が良い．
また，山井・吉羽 [21]で指摘されたような，期待ショートフォールのMCによる推定の困

難さは際立って観測されなかった．これは，山井・吉羽 [21]ではリスクファクターを，コー
シー分布に近い，裾が極めて厚い分布を想定しているが，本論文で用いた群別GH分布では
正規分布よりも裾は厚いものの，コーシー分布ほどは厚くないからであると考えられる．

5. 結論

本論文では，ポートフォリオのリスク指標の精度の良い推定を目的とし，シミュレーショ
ン手法としてGLTを用いた．これはデリバティブの価格評価に対する方法として Imai and

Tan [12]が提唱したものであり，リスク管理の分野において QMCを用いた論文は少なく
Kreinin et al. [13]に限られるため，本論文でQMC及びGLTを適用した．また，ポートフォ
リオのモデリングにおいて，群別GH分布という広い分布を提唱し，異なる資産に対して異
なる形状の分布のリスクファクターを用いることが可能なモデリングを行った．この結果，
VaRでは，p = 0.95の信頼水準に対してGLTの標準誤差はQMCの約 20%程度，p = 0.99
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表 5: パラメータセット 2による期待ショートフォール（標準誤差）

MC QMC GLT

p = 0.95 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.4750 0.0107 0.4760 9.34E-03 0.4770 1.86E-03

d=140 0.5531 0.0152 0.5521 9.94E-03 0.5536 2.01E-03

d=180 0.6176 0.0160 0.6191 0.0132 0.6175 1.87E-03

d=220 0.6764 0.0185 0.6741 0.0133 0.6741 2.51E-03

d=260 0.7246 0.0199 0.7257 0.0156 0.7239 2.32E-03

d=300 0.7722 0.0207 0.7694 0.0141 0.7701 2.70E-03

p = 0.99 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.8286 0.0461 0.8293 0.0345 0.8312 8.02E-03

d=140 0.9497 0.0429 0.9523 0.0472 0.9543 9.82E-03

d=180 1.0457 0.0506 1.0575 0.0383 1.0571 9.07E-03

d=220 1.1409 0.0517 1.1465 0.0472 1.1416 1.00E-02

d=260 1.2198 0.0571 1.2219 0.0537 1.2186 0.0116

d=300 1.2915 0.0563 1.2851 0.0461 1.2899 0.0135

p=0.999 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
d=100 0.7904 0.0683 0.7936 0.0746 0.7972 0.0369

d=140 0.8586 0.0779 0.8645 0.0750 0.8701 0.0341

d=180 0.9154 0.0805 0.9164 0.0721 0.9247 0.0348

d=220 0.9654 0.0824 0.9654 0.0717 0.9631 0.0355

d=260 1.0116 0.0990 0.9924 0.0828 1.0010 0.0335

d=300 1.0244 0.0840 1.0374 0.0791 1.0407 0.0340

表 6: 裾の厚さを変化させた期待ショートフォール（標準誤差）

MC QMC GLT

(α1, α2) 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差 推定値 標準誤差
(21.3, 39.6) 0.6294 0.0195 0.6270 0.0195 0.6293 2.98E-03

(15, 30) 0.6394 0.0194 0.6357 0.0209 0.6384 2.78E-03

(10, 20) 0.6434 0.0217 0.64141 0.0204 0.6436 3.54E-03

(5, 10) 0.6473 0.0214 0.6440 0.0196 0.6427 3.77E-03

(2.8, 5) 0.6373 0.0230 0.6388 0.0199 0.6411 4.44E-03

の信頼水準では 30%程度に，p = 0.999では 40%～50%に減少し，期待ショートフォールで
は p= 0.95, 0.99のどちらの信頼水準に対しても，GLTの標準誤差はQMCの 10%～20%程
度に，p = 0.999では 30%～50%程度に減少した．また分布の裾が厚くなるようなパラメー
タセットでも同様の結果が得られ，GH分布の仮定の下では山井・吉羽 [21]で指摘されたよ
うな期待ショートフォールの推定の困難さは観測されなかった．
今後の課題としては，Glasserman et al. [10]のようにポートフォリオの中身にデリバティ

ブを含めた場合にも拡張することや，債券のデフォルトを考慮することが考えられる．これ
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らは群別GH分布を用いたままポートフォリオの枠組みを変えることで達成されうる． 最
後に，本章で提案した群別GH分布が実務上有効なリスクモデルであるかどうかの確認は，
データによる実証分析によって統計的に検証されることが望まれる．ただし，本研究で提
案したGLTは非常に汎用的なシミュレーション手法であるため，群別GHを超える，より
複雑，より一般的な多次元分布においても適用できる可能性あり，その検証は今後の課題で
ある．
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ABSTRACT

ESTIMATING PORTFOLIO’S RISK MEASURES

WITH DIMENSION REDUCTION TECHNIQUE

Yuya Suzuki Junichi Imai
Keio University

This paper proposes an efficient quasi-Monte Carlo method to compute risk measures of a portfolio that
is used for risk management. To evaluate the risk in the portfolio it is necessary to take different types
of risk into consideration, such as market risk and interest rate risk. To that end, we introduce grouped
generalized hyperbolic distribution. This distribution has two distinctive features. First, the marginal
distribution is sufficiently flexible to describe a semi-heavy tail indicating that it can capture a potential
extreme value. Second, the distribution can model quite different shapes of distributions for different types
of risk with non-linear dependence structure by introducing the concept of group. These two features are
crucial for the quantitative risk management. In this paper, we show that the proposed distribution can
consider the features with a simple yet sufficiently flexible manner. We then develop an efficient quasi-
Monte Carlo procedure to evaluate risk measures by employing a dimension reduction method, which is
originally proposed for valuing financial options. In our numerical experiences, we compute two well-known
risk measures; Value-at-Risk (VaR) and Expected Shortfall (ES), in the presence of both market and interest
rate risk, and demonstrate that the proposed method can enhance the numerical efficiency of the simulation
in calculating these risk measures.
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