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和文概要 単体法は，線形計画問題を解く最も基本的な解法であり，大規模な現実問題を実際に効率よく解
くことができる．しかし，理論的には，計算量 �あるいは反復回数�が入力データの多項式でおさえられる解
法であるとはいえていない．さらに，いくつかのピボッティング規則には，	
�������の問題のように，入
力データの指数の大きさの反復回数を必要とする例題の存在が知られている．
	������� ��� ����� ���は，単体法で生成される異なった解の数の新しい上界を求めた．その上界は，標

準形の線形計画問題の変数の数，等式制約の数ならびにすべての実行可能基底解の正の要素の最大値と最小値
の比を使って表すことができる．また，	������� ��� ����� ��� ��では，単体法で生成される異なった解の
最大数の下界を求めることにより，上記の上界がかなりよいものであることを示した．本論は，これらの結果
とそれに関連する研究成果をまとめたものである．
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�� はじめに

単体法は，線形計画問題を解く最も基本的な解法であり，多くの大規模な現実問題を実際に
効率よく解くことができる．しかし，理論的には，楕円体法あるいは内点法のように計算
量 �あるいは反復回数�が入力データの多項式でおさえられる解法であるとはいえていない．
さらに，いくつかのピボッティング規則には，入力データの指数の大きさの反復を必要とす
る例題の存在が知られている．特によく知られた例題として，�������	
� ��の線形計画問
題がある．この例題があるため，一般の線形計画問題に対する標準的な単体法の計算量，反
復回数，あるいは生成される解の数に関する研究成果はあまり得られていない．

�������	
�の線形計画問題では，制約条件式の係数と定数，目的関数の係数などに制約
式の数�の指数の大きさの値が使われている．その結果として，目的関数あるいは実行可
能基底解の要素が大きな値をとり，単体法が多くの基底解を生成する場合がありうるのでは
ないかと考えられる．しかし，大規模な現実問題では，制約条件式の係数と定数，目的関数
の係数などにあまり大きな値は一般に現れず，目的関数値あるいは実行可能基底解の値もそ
れほど大きくならない場合が多い．本論では，このような問題に対して，単体法で生成され
る解の最大数を評価し，それがあまり大きくならないことを示す．
単体法の計算量あるいは反復回数を測る上で，退化と巡回について理解しておく必要があ

る．単体法は，線形計画問題が退化していると，同じ解で複数の基底を何度も生成すること
があり，さらに巡回を起こし，無限に繰り返す可能性がある．したがって，問題に非退化の
仮定をしなければ，反復回数を見積もることが非常に難しい．本論では，線形計画問題に非
退化の仮定をしない．その代り，単体法の反復回数ではなく，単体法によって生成される異
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なった解の数について調べる．問題が退化していなければ，反復回数と生成される異なった
解の数が等しいが，一般には反復回数の方が多くなる．また，生成される異なる解の数は，
基底の数以下であるので，巡回を起こし反復回数が無限になったとしても，必ず有限である．
本論では，ピボットに��	
���の規則 �最小係数規則�を使った単体法を主に扱う．��
�����

�	� ����	� ���は，マルコフ決定問題に対する�� ����の結果を一般の標準形の線形計画問
題に拡張した．そして，線形計画問題を初期の実行可能基底解から単体法で解くとき，生成
される異なった �実行可能基底�解の数が，多くとも

�����
�
��	�������

�

Æ
���

�
��	�������

�

Æ

��
あるいは，より単純に

�
�
�
�

Æ
���

�
�
�

Æ

��
�����

となることを示した．ここで，�は等式制約の数，�は変数の数，Æと �はそれぞれすべて
の実行可能基底解のすべての正の要素の最小値と最大値を表わし，実数 � � �に対して ���

は �より大きい最小の整数を表わす．もし線形計画問題が非退化ならば，これは反復回数の
上界にもなる．また，この上界は，線形計画問題の制約条件のみに依存し，目的関数とは無
関係である．この結果より，現実の大規模な問題において，比 ��Æがあまり大きくならなけ
れば，単体法の反復回数もそれほど多くはならないと考えられる．

��
������ ��
���� �	� ����	� � �と��
����� �	� ����	� �!�では，標準形の線形計画問
題だけでなく，変数の上限制約をもつ線形計画問題あるいは双対問題に対しても，同様に上
界を得ることができることを示した．また，得られた結果を，"� �頂点からなる線形計画
問題，ネットワーク計画問題，完全ユニモジュラ �#�
���� �	���������行列の線形計画問題，
マルコフ決定問題 ����$�% ��&����	 '��(����などに適用することにより，これらの問題を
単体法で解くときに，生成される解が多くならないことを示した．
上に示した上界が実際の問題に対してどれほど良いものか疑問を抱くかもしれない．この

上界は，Æと �の比 ��Æに大きく依存している．��
����� �	� ����	� �)� *�は，�������	
�

の単純な変種を構築することにより，実際に生成される解の数が��Æに一致する例があるこ
とを示した．したがって，生成される解の数の上界として��Æよりよいものを得ることがで
きないことがわかる．この意味で，比 ��Æが大きいとき，上記の �����は，かなり良い上界
を与えているといえる．
次節で単体法について簡単に復習してから，+節で��
����� �	� ����	� ���による上界

について説明する． 節では，��
������ ��
���� �	� ����	� � �と��
����� �	� ����	� �!�

に従い，変数の上限制約をもつ線形計画問題あるいは双対問題に対する結果を示す．)節で
は，"� �頂点からなる線形計画問題，ネットワーク計画問題，完全ユニモジュラ �#�
����

�	���������行列の線形計画問題，マルコフ決定問題 ����$�% ��&����	 '��(����などに適
用した場合の結果を示し，最後に *節で��
����� �	� ����	� �)� *�による下界に関する結
果をまとめる．

�� 単体法について

ここでは，単体法について復習を兼ねて簡単にまとめる．より詳しい内容は，例えば久保，
田村，松井 ��"�を参照していただきたい．次の標準形の線形計画問題
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を扱う．ここで，�と � �� 	 ��を正の整数とするとき，� � ����，� � ��，� � ��は
データであり，� � ��は変数ベクトルである．また，��の要素は列ベクトルであり，�� は
ベクトル �の転置を表わす．上の問題 �����を主問題とするとき，その双対問題は
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となる．ここで，� � ��は変数ベクトル，� � ��はスラック変数からなるベクトルであ
る．これらの問題に対して，本論を通して，次の仮定を置く．
仮定 ���� ��� 行列�のランクは�である．

���� 主問題 �����は最適解をもつ．このとき，双対定理より双対問題 �����も最適解をもつ．

����� 主問題の初期の実行可能基底解��が既知である．
主問題 �����の最適基底解を ��，双対問題 �����の最適基底解を ���� ���とし，主問題の

最適値を ��とする．双対定理より，双対問題の最適値も ��となる．
添え字の部分集合� 
 ��� �� � � � � ��とその補集合	 - ��� �� � � � � ����に対して，係数

行列�，目的関数の係数ベクトル �，変数ベクトル�と �を
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と分解して表現することにする．��が正則な正方行列となるとき，�を基底と呼ぶ．任意
の基底�と非基底	 - ��� �� � � � � �� � �に対して，主問題 �����は，
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と表わされ，さらに��が逆行列をもつので
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と書き換えることができる．これを，基底�に対する線形計画問題 �����の辞書という．こ
の辞書より，基底解

�� - ���
� �� �� - �

が得られる．もし，�� � �ならば，これは実行可能基底解となる．
同様に，双対問題 �����は，
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と表わされ，さらに
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と書き換えることができる．これを，基底�に対する双対問題 �����の辞書という．この辞
書より，基底解

� - ���
��

����� �� - �� �� - �� ���
���

�
��

����

が得られる．もし，�� � �ならば，これは実行可能基底解となる．主問題 ���+�と双対問
題 ��� �を比べると，それぞれの基底解における目的関数値が等しく，主問題の基底解が双
対問題の目的関数の係数となっており，逆に双対問題の基底解が主問題の目的関数の係数と
なっていることが分かる．
主問題 ���+�のすべての実行可能基底解のすべての正の要素の最小値を Æ，最大値を �とす

る．このとき，任意の実行可能基底解 0�- �0
�� 0
�� � � � � 0
��
� と任意の添え字 � � ��� �� � � � � ��

に対して，
Æ 	 0
� 	 � �1 0
� �- " ���)�

が成立する．ここで，Æと �の値は，実行可能領域を定める�と �に依存して決まり，目的
関数の係数ベクトル �には無関係である．
単体法により，初期実行可能基底解��より実行可能基底解の列 ���� - �� �� � � � �と基底の

列 ���� - �� �� � � � �を生成したとする．�番目の基底��に対して，	 � - ��� �� � � � � �����

を非基底とし，2��� - ��� ���
������

�� ����� とすれば，辞書 ���+�は
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と表わされる．非基底変数 ��� の係数ベクトル 2��� は縮約コストベクトルと呼ばれる．も
し，2��� � �が成立するならば，現在の基底解��は最適解となる．さもなければ，単体法
では，基底に新しく入る変数と出る変数を定めてピボット演算を行うことにより，新しい基
底解を得る．新しく基底に入る変数を定めるのに，いくつかの規則があり，たとえば，最小
係数規則 ���	
���の規則�，最良改善規則，最小添え字規則などがある．��	
���の規則を
使う場合には，縮約コストベクトル 2���の要素で最小となる添え字，すなわち

�� - ��� ��	
����

2�

に対する変数 
��を選ぶ．このときの縮約コストの絶対値を

　3� - �2��

とする．最良改善規則では，隣り合う基底解の中で目的関数値が最小となるように基底に入
る変数を選ぶ．主単体法では，基底に入る変数がきまったら，問題 �����の実行可能基底解
が得られるように，基底から出る変数を定める．
退化した線形計画問題に対して単体法を適用する場合，ピボット規則によっては同じ解

が生成され続ける巡回と呼ばれる現象が起こり得る．そのような問題例が久保，田村，松
井 ��"�に掲載されている．たとえば，��	
���の規則では，巡回が起こりうるが，最小係数
規則では巡回が起こらず，有限回の反復でアルゴリズムが終了する．
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�� 単体法によって生成される解の数の上界

本節の内容は，�� ����� ��
����� �	� ����	� ���� ��
������ ��
���� �	� ����	� � �に基づ
いている．ここで述べられている定理，補題等の証明は，それらの文献などに掲載されて
いる．
まずはじめに，任意の最適でない実行可能基底解��において，線形計画問題 �����の最適

値の下界と縮約コストベクトル 2���の最小値の絶対値3�の下界が得られることを示す．
補題 ���� ���	 
�� 線形計画問題 �����の最適値を ��とし，最適でない任意の実行可能基底解
を��とし，辞書における縮約コストベクトル2���の最小値の絶対値���	��� 2��を3�とす
れば，不等式

�� � ���� ���	�������3��

と

3� �
���� � ��

��	��������

が成り立つ．
��
����� �	� ����	� ���の 4���� � では，上記の補題中の��	�� �����のところが

単に�となっているが，��
������ ��
���� �	� ����	� � �の結果を使うと，この補題が得
られる．正確な証明はそれらの文献に掲載されているので，ここでは，図を使って補題 +��

の説明をする．辞書 ���*�から基底変数��� を消去すると，

��	 �����
��
���/ 2��������

��(,�&
 
� ���
�������

�������� � �� ��� � �

が得られる．ここで，ベクトル 2���� には負の要素が必ず存在するので，非基底変数 ��� の
空間で，上の辞書の実行可能領域とベクトル 2����を表示すると，図 �のようになる．この図
では，原点 ���� - ��が基底解 ��を表わしている．ここで，任意の実行可能基底解�に対
して

����� 	 ������

となるので，ベクトル 2���� の成分で負となる最も小さな成分に対応する添え字を	� � 	 �

とすれば，
2������� � �������2��

 - �������3�

が成立する．最適基底解��も実行可能基底解のひとつなので，この不等式から

　　 �� - ���� / 2�����
�
�� � ���� � ������3�

が得られる．また，任意の基底解で正となる要素の数が高々�であることを使うと，上の
式における �����を��	�������に置き換えることができる．このことから，補題 +��

の結果が見て取れる．
つぎに，��	
���の規則を使った単体法で基底解が更新される場合には，目的関数値と最

適値の差 �ギャップ�がある一定の割合で減少することを示す．また，その減少率は，目的関
数の係数 �に無関係である．
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図 �5 補題 +��の説明

定理 ���� ������� � �� �
� ��� ������ ��� �� ���� �������の規則を使った単体法で生成
される �番目の基底解と ��/��番目の基底解をそれぞれ��と����とする．もし，���� �- ��

であるならば，不等式

������ � �� 	

�
��

Æ

��	��������

�
����� � ��� �+���

が成立する．
上の定理より，単体法で生成される異なる解の数の上界が次のように得られる．

系 ���� ���������� ��� �� ���� 線形計画問題の �番目に目的関数値が小さい，すなわち最適
解を除いて目的関数値が最も小さい実行可能基底解を 2�とする．初期の実行可能基底解��

から，�������の規則を使った単体法により基底解の列を生成するとき，生成される異なっ
た解の数は，高々 	

��	�������
�

Æ
���

�
���� � ��

�� 2�� ��

�

�+���

である．ここで，実数 �に対して，���は �より大きい最小の整数を表している．
上の系で得られる上界 �+���は，目的関数に依存している．初期解での目的関数値と最適

値のギャップと，�番目に小さい基底解での目的関数値と最適値のギャップの比が小さい場
合には，これがよい上界となる．しかし，制約式には大きな係数がないが，目的関数に大き
な係数があるような問題では，この上界が大きな値となってしまう可能性がある．そこで，
以下の議論では，目的関数に依存しない上界を得る．次の補題では，最適でない実行可能基
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底解において，基底変数の中に最適値とのギャップに比例した上界をもつ変数が存在するこ
とを示す．
補題 ���� ������ � �� �
�� 主問題の最適ではない任意の実行可能基底解を��とし，その
基底を��とする．このとき，ある基底変数 
�� �2� � ���が存在し，
��� � "，���� � "，かつ任
意の実行可能解��において


��� 	 ��	�������
���� � ��

���� � ��

���

が成立する．
図を使って補題 +��の説明をする．最適基底解の辞書から基底変数��� を消去すると，

��	 �����
��
���/ 2��������

��(,�&
 
� ���
�������

�������� � �� ��� � �

が得られる．最適解では，ベクトル 2���� の要素がすべて非負なので，非基底変数 ��� の空
間で，上の辞書の実行可能領域とベクトル 2����を表示すると，図 �のようになる．この図で
は，原点 ���� - ��が最適基底解となっており，��はどこかの頂点と一致している．ここ
で，図 �より，ある添え字	� � 	�が存在し，目的関数値が現在の基底解��における値以
下となる領域 �図中の三角形����は，変数 
��

の値が �����
���
以下となる領域に含ま

れる，すなわち

������� 	 ����� - ���� ���� �� 	 ���� � ��� 
 ���� 
��
	 �����
���

�

が成立する．ここで，原点 �最適解���において ���� ��と 
��
が共に "となるので，上式

の後の二つの集合内の不等式の右辺をどちらも同じ定数 �����	�

�����	�
で乗じても包含関係が成

り立ち

���� ���� �� 	 ���� � ��� 
 ����
��
	 �����

���� � ��

���� � ��

���

�

が得られる．また，任意の基底解で正となる要素の数が高々�であることを使うと，上の式
における �� ���を��	���� � ��に置き換えることができる．このことから，変数 
��

を補題中の変数 
��とすれば，補題 +��の結果が得られる．
上の補題により，最適でない基底解では，基底変数の中に最適値とのギャップに比例した

上界をもつ変数が存在する．そのような変数は，ギャップが十分小さい実行可能基底解にお
いて値が Æより小さくなる．基底変数の値が Æより小さいということはゼロとなることを意
味するので，定理 +��の結果と組み合わせることにより，次の結果を得ることができる．
補題 ���� ������ � �� �
� ��� ����� ��� �� ���� �������の規則を使った単体法で生成さ
れる �番目の実行可能基底解を��，そのときの基底を��とする．これが最適解でないなら
ば，ある 2� � ��に対して，
��� � "かつ ���� � "となり，さらに単体法により，この基底解
から �

��	�������
�

Æ
���

�
��	�������

�

Æ

��
以上の異なった解が生成されたとすれば，変数 
�� の値はゼロとなり，その後もゼロのまま
である．
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図 �5 補題 +��の説明

図を使って補題 +�+の説明をする．補題 +��より，変数
��は目的関数値のギャップ ������

に比例した上界をもち，定理 +��より，その上界は基底解が更新されるごとに，ある一定比
率で小さくなる．したがって，その上界を図 +の点線で表わすことができる．単体法で点列
を生成すると，変数 
��の値は，図のようにゼロになったり正の値をとったりを繰り返す可
能性があるが，上記の上界が Æより小さくなれば，その後は正の値をとることができなくな
り，常に "となることが分かる．この上界が Æ以下となるまでの解の更新回数を求めると，
補題 +�+の結果が得られる．
上の補題で述べたような，ある変数の値が，ある基底解において正の値を取り，一定の反復

後に値が "になりその後もゼロであるというようなイベントは，各変数
� �� � ��� �� � � � � ���

について高々�回のみ起こり，候補となる変数は双対問題の最適基底解 ���� ���で ��� が正と
なる �に対する 
�のみである．そのような変数は高々�����個であるので，次の定理が得
られる．
定理 ���� ������� ��� �� ���� 初期点��から�������の規則を使った単体法で主問題 �����

の基底解の列を生成するとき，異なった解の数は多くとも

�����
�
��	�������

�

Æ
���

�
��	�������

�

Æ

��
である．
この定理の結果は，単体法により最適解が得られる場合のみでなく，巡回に陥る場合に

も成り立つ．もし主問題 �����が非退化ならば，単体法で生成される解はすべて異なるので，
次の系が得られる．
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図 +5 補題 +�+の説明

系 ���� もし主問題 �����が非退化ならば，任意の初期実行可能基底解から，�������の規則
を使った単体法により

�����
�
��	�������

�

Æ
���

�
��	�������

�

Æ

��
以下の反復で最適解を得ることができる．

�� 他のクラスの線形計画問題への上界の拡張

��
������ ��
���� �	� ����	� � �は，前節で得た標準形の線形計画問題に対する結果を，変
数に上限制約がついた問題に拡張した．そして，��
����� �	� ����	� �!�は，双対単体法
で生成される異なる解の数の上界を求めた．この節では，これらの結果をまとめる．

���� 変数に上限制約のついた線形計画問題

ネットワーク最適化などに現れる線形計画問題には，各変数に上限制約がつくことがよくあ
る．ここでは，各変数に上限制約のついた次の線形計画問題

��	 ����

��(,�&
 
� �� - �� � 	 � 	 �
� ���

を扱う．ここで，� - ���� ��� � � � � ���
� � ��の各要素 �
は，各変数 

の上限を表わしてい

る．この問題には，次の結果が得られている．
定理 ���� ���������� ��� �� ���� 上限制約のついた線形計画問題 �����を�������の規則を
使った単体法で解くとき，生成される異なる解の数は，高々

�����
�
�����

����

Æ
���

�
�����

����

Æ

��
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である．ここで，���� - ��.
 �
である．

���� 双対単体法

主問題 �����に対する双対単体法，すなわち，双対問題 �����の実行可能基底解を生成する単
体法については，次のような結果を得ることができる．
定理 ���� ������� ��� �� ���� 主問題 �����を�������の規則 �最大係数規則�を使った双対
単体法により解くとき，生成される異なる解の数は，高々

�

	
��	�������

��
Æ�

���

�
��	�������

��
Æ�

�


となる．ここで，Æ�と ��は，それぞれ双対問題 �����のすべての実行可能基底解 ��� ��に
おけるベクトル �のすべての正の要素の最小値と最大値を表わす．
上で定義した Æ�と ��の値は，双対問題の基底解におけるベクトル �の要素の値によっ

て決まり，ベクトル �の値とは，無関係であることを注意する．すなわち，不等式表現のみ
で表わされた多面体 ����� 	 ��を実行可能領域とする線形計画問題では，Æ�と ��の値
は，その多面体の頂点の座標ではなく，スラック変数の値によって決まる．このことは，不
等式表現のみで表わされた多面体を実行可能領域とする線形計画問題では，多面体を平行移
動すると頂点の座標が変化するが，単体法で生成される基底解の数が変化しないことにも矛
盾しない．

�� 特殊な線形計画問題への適用

この節では，前節までに得られた結果を使うことにより，特殊な線形計画問題を単体法で
解くときに必要な反復回数，あるいは生成される解の数があまり多くならないことを示す．
ここでは，"� �基底解からなる線形計画問題，最短路問題，最小費用流問題，最大流問題，
完全ユニモジュラ �#�
���� �	���������行列の線形計画問題，マルコフ決定問題 ����$�%

��&����	 '��(����を取り上げる．ここで，最短路問題，最小費用流問題，最大流問題が線形
計画問題として定式化できること，その係数行列が完全ユニモジュラになり，基底解が整数
となること，あるいは最短路問題と最大流問題が最小費用流問題の一種となることなどは
周知のこととして扱うが，詳しくは6��,�� ���	�	
�� �	� 7���	 ���などの文献が参考とな
る．また，マルコフ決定問題については，��		� ����あるいは�� ����を参考にしていただ
きたい．マルコフ決定問題についての本節の結果は，�� ����によって得られたものである
が，一般の線形計画問題に対する結果を適用しても同様な結果が得られることを示す．

���� "� �基底解

ここでは，割り当て問題のように，すべての基底解のすべての要素が"または �，すなわち
Æ - � - �であるような線形計画問題 �����を扱う．このとき，��Æ - �であるから，次の結
果が得られる．
定理 ���� すべての基底解のすべての要素が "または �であるような線形計画問題 �����を
�������の規則を使った単体法で解くとき，生成される異なる解の数は，高々

����� ���	������� �����	��������

である．
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���� 最短路問題

頂点の集合を �，枝の集合を�とするグラフ� - �����上で，ある頂点 � � � �ソース�か
ら，すべての頂点への最短路を求める問題を線形計画問題として定式化すると

��	
�
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� �
�

��	��

� 
�
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�
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�� 1�� � � � �	� � �- �



� � " 1�� ��&� ��� �� � �

�)���

となる．ここで，
�は枝 ��� �� � �の長さを表わす定数であり，

�は枝 ��� �� � �を �個の
頂点への最短路に使うとき �という値をとり，どの頂点へも使わないとき "という値をとる
変数である．最短路問題では，上の線形計画問題 �)���が非退化となることが知られている．
また，変数の数 � - �，等式制約の数� - �  � ��問題の等式制約のうちの一つは冗長�

であり，すべての基底解のすべての要素が整数である．これは制約行列が完全ユニモジュラ
行列であることによる �)�)節参照�．また，最大値が �  � �以下であるので，Æ - �かつ
� 	 �  � �となる．したがって，系 +��より次の結果が得られる．
定理 ���� 最短路問題 �����を�������の規則を使った単体法で解くとき，高々

�� � � / �� ���	�� � � � � / ���  ��� ���	�� � � � � / ��� �� �

あるいはより単純に ��� � ��� � の反復で最適解を得ることができる．
この定理で得られた反復回数は強多項式である．

���� 最小費用流問題

頂点の集合を �，枝の集合を�とするグラフ� - �����上の最小費用流問題は，線形計画
問題として

��	
�
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� 	 �
� 1�� ��&� ��� �� � �

�)���

と表わされる．ここで，
�は枝 ��� �� � �に �単位流すときの費用，�
は頂点 � � � の供給
量または需要量，

�は枝 ��� �� � �上の流量，�
�は枝 ��� �� � �上の流れの上限を表わす．
ここでは，すべての �
� ���� �� � ��と �
 �� � � �が整数であるとする．このとき，� - �，
� - �  � �，Æ - �，� 	 ���� - ��.	
��
� �
�となるので，定理  ��より次の結果が得ら
れる．
定理 ���� ���������� ��� �� ����最小費用流問題をあらわす上の線形計画問題 �����を�������

の規則を使った単体法で解くとき，生成される異なる解の数は，高々

�� � � / �� ��� � � / ������ ������ � � / ��������

である．
最小費用流問題 �)���は，一般に退化している．しかし，例えば 6��,�� ���	�	
�� �	�

7���	 ����� ''� )!� 8.��&��� ����*�に示されているように，問題 �)���において，ある �つの
頂点 �の供給量 �
に���  � ���� を加え，その他の頂点 �の需要量 �
に ��� を加えると，
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得られる摂動した線形計画問題が非退化となり，さらにその問題を解くことにより，元の問
題 �)���の最適解を得ることができる．したがって，摂動した線形計画問題を��	
���の規
則を使った単体法で解くとき，Æ - ��� となることから，高々

�� � � / �� ��� � � / ��� ���� ������ � � / ��� ������

回の反復で最小費用流問題 �)���の最適解を得ることができる．

���� 最大流問題

頂点の集合を �，枝の集合を� とするグラフ� - �����上で，始点 � � � から終点 � �

� �� �- ��への流れ � の最大値を求める問題は，線形計画問題として

��. �
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� 	 �
� 1�� ��&� ��� �� � �
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と表わすことができる．ここで，

�は枝 ��� �� � �上の流量，�
�は枝 ��� �� � �上の流れの
上限を表わす．すべての上限 �
�が整数であるとし，���� - ��.	
��
� �
�とする．この線形
計画問題については，双対単体法を使うと，よい上界が得られることを示す．双対問題は，
すべての基底解のすべての要素が "または �となり，その最適基底解は最小カットに対応す
る．したがって，変数の数 � - � / �，等式制約の数� - �  � �，���Æ� - �であるの
で，問題を標準形にしてから定理  ��を使えば，次の結果が得られる．
定理 ���� ���������� ��� �� ���� 最大流問題をあらわす上の線形計画問題 �����を�������の
規則を使った双対単体法で解くとき，生成される異なる解の数は，高々

��/ � � ��� � � / �� ����� � � / ���

である．

���� 完全ユニモジュラ行列の線形計画問題

ここでは，主問題 �����の係数行列�が完全ユニモジュラ �#�
���� 9	���������であり，定
数ベクトル �の各要素が整数である場合について考察する．行列�は，すべての正方な部
分小行列の行列式が �，"，��のいずれかであるとき，完全ユニモジュラであるといわれる．
このとき，すべての基底解の要素が整数となるので，正の要素の最小値 Æ - �となる．主問
題 �����の基底を�とし，基底解を ���

�� ��
� � �� � ����とすれば，�� - ���

� �となる．
完全ユニモジュラ行列の逆行列の任意の成分は，�，"，��のいずれかであるので，��の各
要素の値は高々����であり，基底解の正の要素の最大値�は ����以下となる．以上の議論
と定理 +��から，次の結果が得られる．
系 ���� ���������� � �� �
�� 主問題 �����の係数行列�が完全ユニモジュラであり，定数ベ
クトル �の各要素が整数であるとする．任意の初期実行可能基底解から�������の規則を
使った単体法を使うとき，生成される異なる解の数は，高々

����� ���	����������� ������	�������������

である．
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���� マルコフ決定問題

可能な行動が �つである場合のマルコフ決定問題は，線形計画問題として

��	 ��� �� / ��� ���
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� �	 � �
 ���� / �	 � �
 ���� - ��

�� � �� �� � �

�)� �

と表わすことができる．ここで，	は���単位行列，
 �と
 �は���マルコフ行列，
�は割引率，�はすべての要素が �のベクトルを表わす．マルコフ決定問題は，次のような
特徴を持つ．
�� 非退化である．
�� すべての実行可能基底解のすべての正の要素の最小値は �以上，すなわち，Æ � �である．
+� すべての実行可能基底解のすべての正の要素は高々 �

���
，すなわち，� 	 �

���
である．

これらの特徴と � - ��を使うと，系 +��より次の結果を得ることができる．
系 ���� ������ マルコフ決定問題 �����を�������の規則を使ったを単体法で解くとき，反復
回数は高々

�
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である．

�� 単体法で生成される解の最大数の下界

��
����� �	� ����	� �)� *�は，�������	
�の線形計画問題の単純な変種を構築することに
より，単体法で生成される解の数が ��Æに一致することがあることを示した．このことは，
��Æが単体法で生成される解の最大数の下界となり，上界として ��Æよりよいものを得るこ
とができないことを意味している．したがって，+節で得た上界がかなり良いものであるこ
とがいえる．ここでは，��
����� �	� ����	� �)� *�の結果を簡単に説明する．
変数の数が �以下，等式制約の数が�以下，任意の実行可能基底解の任意の正の成分が

Æ以上 �以下であるような任意の線形計画問題 �����と任意の初期実行可能基底解に対して，
��	
���の規則を使った単体法を適用するとき，生成される異なる実行可能基底解の最大数
を������ Æ� ��とする．このとき，定理 +��より，������ Æ� ��の上界が

������ Æ� �� 	 �����
�
��	�������

�

Æ
������	�������

�

Æ
�
�

と得られる．
��	
��� �	� #��'�による線形計画問題の本 �+�などには，�������	
�の線形計画問題と

して
��.

��


�� �"
��


�

��(,�&
 
� 
� 	 ��

�
����


�� �"
��


 / 
� 	 �""��� 1�� � - �� +� � � � � ��

� � �

が示されている．ここで，� - �
�� 
�� � � � � 
��
� は変数ベクトルである．この問題を��	
���

の規則を使った単体法で解くとき，最大 ��� � ��の異なる基底解が生成されることが知ら
れている．この問題では，不等式制約の定数項のみでなく，目的関数の係数あるいは不等式
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制約の係数にも指数的に大きな値が使われている．その結果，実行可能基底解の成分が非常
に大きな値，あるいは非常に小さな正の値をとり，比 ��Æは �""���程度の莫大な値となる．
この場合，比 ��Æは単体法で生成される異なる解の最大数 ��� � ��よりもかなり大きな値
となる．

��
����� �	� ����	� �)�は，�������	
�の線形計画問題の単純な変種を構築し，その問
題で生成される異なる基底解の数が比 ��Æと等しくなることを示した．その問題は，

��.
��


�� 

�

��(,�&
 
� 
� 	 ��

�
����


�� 

 / 
� 	 �� � � 1�� � - �� +� � � � � ��

� � �

と表わされる．この問題では，目的関数の任意の係数あるいは不等式制約の任意の係数がとて
も単純な値 �"，�，��となっている．上の問題にスラック変数のベクトル� - ���� ��� � � � � ���

�

を導入すると，標準形の線形計画問題

��.
��


�� 

�

��(,�&
 
� 
� / �� - ��

�
����


�� 

 / 
� / �� - �� � � 1�� � - �� +� � � � � ��

� � �� � � �

�*���

が得られる．この問題の等式制約の数は�であり，変数の数は � - ��である．
補題 ���� ������ ��� �� � �� 線形計画問題 � ���は次のような性質を持つ．
�� 任意の実行可能基底解において，任意の � � ��� �� � � � � ��に対して，変数 
�と ��のど
ちらか一方のみが基底変数となる．

�� 実行可能基底解の数は ��である．
�� 任意の実行可能基底解の各成分は整数である．
�� 非退化である．
�� 最適解は

�� - �"� "� � � � � "� �� � ��� �

�� - ��� �� � �� � � � � ���� � �� "��

であり，その最適値は ��� � ��である．
 � すべての実行可能基底解のすべての正の成分の最小値が �であり，最大値が ���� ��で
ある．すなわち，

Æ - �� � - �� � �

である．
問題 �*���の初期実行可能基底解を� - �，� - ��� ����� � � � � ������ とし，次の��	
���

の規則を使った単体法により基底解を更新するとする：
� 辞書において縮約コストが最大 �最大化問題の場合�となる非基底変数を基底に入れる
変数に選ぶ．

� �つ以上の非基底変数の縮約コストが同時に最大となるときは，その中で 

または �

の添え字 �が最も小さなものを選ぶ．
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まず，� - �の場合について単体法を説明する．初期解が 
� - "，�� - �であるので，初
期の辞書は

� - 
��

�� - � �
�

となる．ここで，�は目的関数を表わしている．このとき単体法では，基底に入る非基底変
数として 
�を選び，更新した辞書

� - � ����


� - � ���

を計算する．この辞書は最適であり，最適解 
� - �，�� - "と最適値 �を得ることができる．
つぎに，� - �の場合について単体法を説明する．初期解が� - �，� - ��� +�� であるの

で，初期の辞書は
� - 
� /
��

�� - � �
��

�� - + ��
� �
�

�*���

となる．ここから，単体法では，次のように辞書を更新する：辞書 �*���から基底に入る非
基底変数として，縮約コストが最大で添え字の最も小さい 
�を選び，�番目の辞書

� - � ��� /
��


� - � ����

�� - � /��� �
�

を得る．+番目の辞書は
� - � /�� ����


� - � ����


� - � /��� ���

となり， 番目の辞書は
� - + �
� ����

�� - � �
��


� - + ��
� ���

となる．この辞書は最適であり，最適解 �
�� 
�� - �"� +�，���� ��� - ��� "� とそのときの最
適値 ��� � �� - +を得る．以上のことから，次のことが観測できる．

� 反復回数は ��� � ��である．

� 任意の辞書における任意の縮約コスト係数の値は，�または��である．

� 目的関数値は，各反復で �増える．
これと同様な結果を任意の�に対して得ることができる．
定理 ���� ������� ��� �� � �� 問題 � ���を初期実行可能基底解 � - �	 � - ��� �� �

�� � � � � ������ から�������の規則を使った単体法を使って解くとき，次のことが成り立つ．
� 反復回数は ��� � ��である．

� 任意の辞書における任意の縮約コスト係数の値は，�または��である．

� 目的関数値は，各反復でちょうど �ずつ増える．
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上の定理 *��より，問題 �*���には，任意の整数 � � �"� ��� ��に対して目的関数値が �と
なる実行可能基底解が存在し，単体法により，それらの基底解が目的関数の小さい順にすべ
て生成されることが分かる．また，上の定理より，次の結果も得られる．
系 ���� � - ��，Æ - �，� - �� � �とすれば，

������ Æ� �� � ��Æ

が成り立つ．したがって，������ Æ� ��の上界として ��Æ より小さな値を得ることはでき
ない．
さらに，��
����� �	� ����	� �*�では，�次元立方体上の線形計画問題を使って，次の

ような結果も得ている．
系 ���� ���������� ��� �� � �� 任意の� � �	 � � �	 Æ � "	 と � � Æに対して次の不等式を
満たすような � � �"� ��は存在しない：

������ Æ� �� 	 ���

Æ
�*�+�

謝辞

本論文の原稿を読み，有益なコメントを寄せていただいた �名の査読者に深く感謝する．本
研究の一部は，:;<;科学研究費の若手研究 �=� �+!�"�* と基盤研究 �6��"� �"+�の補助を
受け行われた．

参考文献

��� >� �� 6��,�� #� 4� ���	�	
�� �	� :� =� 7���	5 !��"��# $��"%& �����	 '�������% ���

'((��)�����% �<��	
�&� ?���� 8	���@��� A��B�� �+��

��� C� =� ��	
���5 ������ *���������� ��� +,���%���% �<��	&�
�	 9	�%����
� <�����

<��	&�
�	� �*+��

�+� C� =� ��	
��� �	� �� D� #��'�5 ������ *���������� �;'��	����E������ D�@ ���$�

�!��

� � #� ��
������ #� ��
���� �	� ;� ����	�5 7	 
�� 	��(�� �1 ����
��	� ��	���
�� (�


�� ���'��. ��
��� 1�� 4< @�
� (��	��� %����(���� #� �''��� �	 *�)�-) .�/���� �0

1(�����������

�)� #� ��
����� �	� ;� ����	�5 �������	
�F� 4< �	� �''�� (��	�� 1�� ��	
���F� ���'��.

��
���� 1(�������% 2�%���) ������%� �	 ��"���� ��G��

�*� #� ��
����� �	� ;� ����	�5 4�@�� (��	�� 1�� 
�� ��.���� 	��(�� �1 ����
��	�

��	���
�� (� 
�� ���'��. ��
���� .�/���� �0 �� 1(�������% 2�%���) 3�)���� �0 .�(���

�� ��"���� ��G�""�

�!� #� ��
����� �	� ;� ����	�5 7	 
�� 	��(�� �1 ����
��	� ��	���
�� (� 
�� ���� ���'��.

��
���� 1(�������% 2�%���) ������%� �� ��"���� �!�G�! �

��� #� ��
����� �	� ;� ����	�5 6 (��	� 1�� 
�� 	��(�� �1 ��B���	
 (���& ����
��	� ��	�

���
�� (� 
�� ���'��. ��
���� #� �''��� �	 4�������)�� *�����������

�� E� ���� �	� C� :� ��	
�5 ?�@ ���� �� 
�� ���'��. ��
���� H	 7� ;����� �����5 5�6

�7/������% 555 �6&�����& <����� D�@ ���$� �!��� �)G�!)�

��日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



�� 北原・水野

��"� 久保幹雄� 田村明久� 松井知己 �編集�5 応用数理計画ハンドブック �朝倉書店� �""���

���� 6� ;� ��		�5 4�	��� '��������	� �	� ��I��	
��� ��&����	�� 4��������� 3)���)�� �

��*"�� �)G�*!�

���� �� ��5 #�� ���'��. �	� '���&� �
���
��	 ��
���� ��� �
��	��� '���	����� 1�� 
��

���$�% ��&����	 '��(��� @�
� � J.�� ���&��	
 ��
�� 4�������)% �0 1(�������% 2�6

%���)� �� ��"���� )+G*"+�

北原知就
東京工業大学 社会理工学研究科
〒 �)���))� 東京都目黒区大岡山 ������ K�*�

8�����5 �������������	
������������

��日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．



単体法の計算量の新評価 ��

��������


�� ��������
 ��� ����������
�� ����
�

�� ��� ������� ������

#�$����� 	������� %���&� �����
�������� �	
��� � ��	����� �	���	� ��� ��	
������� ����� ��������� � ��	
������

#�� '�$(
�) $����� �' ��� $�'� *����$����
 $����� *�� '�
+��, 
����� (��,��$$��, (��-
�$' �."'�
��� �� /�� �Æ/����
� '�
+� 
��,��'/�
� �/���
 ."'0 1�2�+��� �� ��' -��� �� �(�� 3��'���� 2������ ���
'�$(
�) $����� �' � (�
���$��
 �
,�����$ �� ���0 4� ��������� *�� '�$� (�+����, ��
�'� ." ��'���/�' 2��/�
���� �� �)(�������
 ��$-�� �* ���������' ��� 5��2�� '�/� 
�5� ��� 	
������� (��-
�$0  �/���
� 	�������
��� ����� �-������ �� �((�� -���� *�� ��� ��$-�� �* ��6����� -�'�/ '�
�����' ,�������� -� ��� (��$�

'�$(
�) $����� 2��� 7�����,8' ��
�0 #�� -���� �' ��(��'����� -� ��� ��$-�� �* /��'������'� ��� ��$-��
�* +����-
�'� ��� ��� $���$�$ ��� ��� $�)�$�$ +�
��' �* �

 ��� (�'���+� �
�$���' �* (��$�
 -�'�/ *��'�-
�
'�
�����'0 9� /�
/�
����, ��� �/���
 ��$-�� �* ��6����� -�'�/ '�
�����' *�� �� ." ��'���/�� ���� '��2��
���� ��� -���� �' �
$�'� ��,��0 4� ���' (�(��� 2� '�$$����� ���'� ��'�
�' ��� �)(
��� ��
���� ��'�
�' -�
�'��, �)�$(
�' ��� :,���'0

��日本オペレーションズ・リサーチ学会． 無断複写・複製・転載を禁ず．


