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低食い違い量列におけるランダム性の効果■  

田村勉  
株式会社格付投資情報センター  

（受理2001年9月28日；再受理2002年6月25日）   

和文概要  収束性が高いと言われる低食い違い量列は幾つか報告されているが，その具体的な生成アルゴリ  
ズムは公表されていない．例えば一般化ダ仙re列はその1つであるが，従来の点列を拡張したため未知の要  
素が増える結果となった．この部分は収束性に影響を及ぼすと考えられるにも拘わらずその選択基準はやはり  
明らかではないが，ある種のランダム性を与えるような仕組みを取り入れることにより確実に収束性が向上す  
ることは確認されている．   

一方，不確定な要素を確率項ととらえることで準モンテカルロ法では従来確立されていなかった誤差評価  
に利用する手法が提案されている．しかし一般的には計算負荷が非常に掛かる手続きをとるために，低食い違  
い量列が担う計算の効率化という本来の目的に相反する可能性がある．   

本論文では，収束性を高めるように元々ランダム性を与える仕組みをもった点列をその枠組みを継承しつつ  
さらに誤差評価が可能となるように変更する．これは誤差評価に際し問題となる計算負荷の軽減に有効である  
と考えられる簡便な枠組みをもった点列である．この簡易的な点列の，より複雑な仕組みを持つ点列との数値  
計算での比較を通じて，パフォーマンスの検証を行った．収束性や計算負荷といった面から十分比較対照とな  
り，ベンチマークとして利用可能であることが確認された．  

1． はじめに   

代表的な低食い違い量列（Jot〃－dねcrepαmCy列）としてダ肌re列やぶoわ0～′列などが知ら  

れているが，これらの点列を単純に利用するだけでは，多くの場合収束性に問題が残り，現  
実の使用に耐えるものとは言い難い．この間題を解決するような収束性の高い低食い違い量  

列は幾つか報告されているものの，その具体的な生成アルゴリズムは公表されていない．   

低食い違い量列の改良は，既存の点列を基にして行うことが定石である．収束性が高いと  

言われる一般化ダ肌re列や一般化50boJ′列といった点列もその名前が示すとおりFα祝γe列  

やぶ0♭oJ′列といったオリジナルの点列に基づき構築されている．オリジナルの点列に比べ  

飛躍的な収束精度の向上を実現するものとしてNinomiyaandTbzuka［4】などに報告されて  

いるが，一般化とあるようにその定義はオリジナルの点列を拡張した形で与えられている．  

例えば，一般化ダ仙re列では未知の要素が増える結果となったが，この部分は収束性に深  

刻な影響を及ぼすと考えられるにも拘わらずその選択基準は同様に明らかではない．   

一方， このような不確定な要素を積極的に利用しようとする取り組みもある．Morohoshi  
andFushimi［2】，Owen［5】では，準モンテカルロ法では確立されていなかった誤差評価の方  

法を提案・検証している．不確定要素を確率項と考えることで誤差評価を行うものである．  
しかし一般的には計算負荷が非常に掛かる手続きをとるために，低食い違い量列が担う計算  

の効率化という本来の目的に相反する可能性がある．   

田村・白川［6】では，F皿re列を基に簡単な改良を加えることで計算精度の向上を可能と  
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する実例を示した．点列の分布に対する一様性の尺度であるd豆βCrepαれCyとその点列から生  

まれるサンプル・パスの挙動に着目し，生成過程である種のランダム性を加えることが収束  

性の向上に重要な要素となることを指摘した．このランダム性を与える手段を確率的な方法  

にすると，上記の誤差評価に必要となる確率的変動を与える手段として利用することができ  

る．そこで本論文では，誤差評価を行うことを前提にランダム性を得る手段として乱数を用  

いるが，計算負荷の軽減に有効であると考えられるため生成方法の大枠は継承した点列を中  

心に議論する．この簡易な点列がより複雑な仕組みを持つ点列と比較し，そのパフォーマン  

スを通してベンチマークとして利用可能であるかを検証する．   

本論文では以降，第2節で低食い違い量列の基本概念を，第3節で準モンテカルロ法にお  

ける誤差評価の方法を紹介する．第4節では，誤差評価を視野に入れた上で第2節に基づい  

た点列の構成を考える．第5節において，数種のオプションの価格評価および誤差評価を通  

して第4節で構築した各点列の比較・検証を行う．最後にまとめとして，結果と今後の課題  

を第6節で述べる．   

2．低食い違い量列   

ここでは，Niederreiter［3］，Tbzuka［7】らにより築かれた低食い違い量列の基本概念を紹介  

する．   

準モンテカルロ法では，低食い違い量列という確定的に生成される点列を用いる．これは  
特に点列の分布の一様性に重点を置いて，計算精度の効率化を図る手法である．その理論的  

な根拠となっているのは次の評価式である：  

ん】た ∫伸一諸可≦り祀   （2・1）  

ここでⅩ几は［0，1］たの点列である．りはガαγ和一〟γ皿5eの意味での変動と言い，被積分  

関数Jの積分領域上での変動を表し，りが有限ならば被積分関数は有界変動となる．また，  

β梵）は次に定義されるようにd豆βCrepαれCyを表し，有限個の点列の分布が理想的な一様分布  
からどの程度のずれを持っているかを表す尺度である．被積分関数が単純な関数であれば，  

積分計算の収束性が良いことは想像されるが上式からもそのことがわかる．   

d豆5Crep肌Cyは点列の一様性を測る尺度であり，小さいほど一様性が高いことを表す．   

定義2・1（dねcrepαれq）P＝（Ⅹm‥れ＝0，1，…，Ⅳ－1）を【0，1］たの点集合とし，y＝  

（yい…湖）を【0，1】たの点とする・β（y）を［0，1］たの部分集合，つまり［0，yl）×…×［0灘）と  

して定義する．＃（且（y）；Ⅳ）はβ（y）の中の要素Ⅹ几，几＝0，1，‥・，Ⅳ－1の個数を表すとする．  

そのとき点集合Pのdねcγe卯几Cyは，エ∞－ノルムに関して  

＃（β（y）；Ⅳ）f  
瑠）＝  Sup  

y∈IO，1】た   
一口揚   

i＝1  
jV  

で定義される．   

列xれ，托＝0，1，‥・が【0｝1】たで一 様に分布しているときかつそのときにかぎり  

1im瑠）＝0 ∧r→00  

である・よって生成列を出来る限り一様分布に近づけつつ，生成個数を増やすと式（2．1）の  

左辺を0に近づけることが可能となる．このd豆5Crepα陀Cyを小さくすることができれば，有   
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限個の生成点は一様分布に近づくことになる．dねcrep肌曙があるオーダーよりも低い点列  

を低食い違い量列と言い，ぬcγepαmCyβ楚）によって次のように定義される：   

定義2．2（低食い違い量列）た次元単位立方体【0，1】たに属する（無限）点列xo，Ⅹ1，・‥は，  

任意の〃＞1に対して，初めの〃点のdねcrepαれCyが  

（logⅣ）た  
瑠）≦c（た）   

∧r  

を満たすとき，低食い違い量列と呼ぶ．ここでc（た）は次元たにのみ依存する定数である．   

代表的な低食い違い量列としてFαure列やぶ0わoJ′列が以前から知られている．本論文で  

は，Fα祝re列をベースとして派生する点列を考えていく．   

定義2．3け仙re列）点列Ⅹm＝（現1），ズ㌘），…，ズ㌘））は次のように与えられる：基数むを  

次元た以上の最小の素数とする．第1次元現1）はこの基数わによる基底逆関数により得ら  

れ，基数ゎによる整数几のd乞如f展開を  

乃＝αrむr＋αr＿1♭卜1＋…＋α1♭＋α0  

とすると  

ズエ1）＝苦＋冨・…＋  

である．以降，第豆（≧2）次元目方ぶ）は  

上・  

・  
ズガ）＝誓＋誓 ・…＋  

となる．ただし  

α㌻（i）＝∑萌（豆－1）トjαJ（mod♭）  

J≧j  

で与えられる．この展開は次のようにパスカル行列で簡潔に行列表現がなされる  
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（modり，乞≧2  （2．3）   

ダα祝re列は次のように一般化される：   

定義2．4（一般化F肌re列）一般化F肌γe列の第乞次元のむ進ベクトルは，CF（わ）上の  

正則な下三角行列と式（2．2），式（2．3）のオリジナルのダ肌γe列の第乞次元のわ進ベクトルに  

より  
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（modわ），豆≧1   （2・4）   
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で定義される．この下三角行列を恒等行列とすれば，オリジナルのダ皿γe列となる．   

さらに，一般化肌ede汀e記eγ列の構築理論【3］，【7】を適用することで式（2．4）の第豆次元  

のわ進ベクトルは  

祀）（α冨F（慮））  

打ii）（α宇和））  
（modむ），豆≧1  （2・5）  

硬）（αP印））  

とすることが可能である・ここで げ，豆≧1，J＝0，1，…，rは（0，1，…，わー1）上の一村一の置  

換であり，これを恒等変換とすると一般化F仙re列である（さらに，生成行列による変換  

前のわ進ベクトルに村しても置換が適用可能であるが，本論文では取り扱わない）．このよ  

うな置換を本論文では後方置換と呼ぶことにする．なお一般化∧侵ederγe正eγ列は低食い違  

い量列である．  

3．誤差評価の方法  

3．1．モンテカルロ法の誤差評価   

モンテカルロ法における誤差は次のように評価される．求めたい定積分を  

∫＝印（ズ）］＝ん］たJ榊Ⅹ  

とする．x托を【0，1】たの点列とし  

β〃C＝ん＝諸㈱  
（3．1）  

とする．この式はfがモンテカルロ法によるJの推定量であることを表している．これは不  

偏推定量呵f］＝∫であり，分散による誤差は  

叫ん］＝妄ん｝冊－げdx  

で評価される．この推定量としては  

1  ．  

端c＝V示【ん】＝   ∑（J（Ⅹ几）－β〟C）2  （3．2）  
Ⅳ（Ⅳ－1）急   

を用いる．   

モンテカルロ法では，生成される1点それぞれが独立という前提があるためこのような評  

価が可能となる．分散減少法と呼ばれる手法は，この分散を小さくし計算時間の短縮を図る  

方法である．ところが準モンテカルロ法に用いる低食い違い量列は，人為的に点列を配置し  

ていく手続きをとる．したがって新たに生成される1点はそれ以前に生成した点列を確実に  

反映していることから，準モンテカルロ法にはこの誤差評価を適用することはできない．   
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3．2．準モンテカルロ法の誤差評価   

MorohoshiandFushimi［2】，Owen［5】では，準モンテカルロ法の誤差評価方法の提案・検  

証を行っている．これはモンテカルロ法の場合とは意味合いの異なる方法であり，点列の集  

合fに確率的な変動を与え誤差評価を行うものである．確率的な変動を独立にr回与えるこ  
とでんのγ個の標本瑠），J＝1，…，rが得られたとする．このとき  

如＝島＝jβ）  

とする．ここでV叫ん】の推定量V完r［ん】を  

r  瑠）一見）2  
v叫ん］＝÷∑（ r 

（3．3）  

－1  j＝1  

とすると，V叫島】＝地1であるから，誤差VⅣ【布】の推定量は                                      r  

1 ．ヱ  
∑（瑠）一武押。）2  ∂る凡才C＝V示［島】＝  （3．4）  

中一1）盲  

となる・この平方根は標準偏差の不偏推定量ではないが，今後∂Q〟Cを利用する・   

モンテカルロ法では，れ番目の点を生成した時点でそれ以前に生成された点列を利用して  

誤差評価ができるのに対して，準モンテカルロ法の誤差評価方法では，乃番目の点における  

誤差評価をするためには確率的に独立なれ番目の点が複数個必要ということになる．m個の  

点を生成するまでを1セットとして確率的に独立な複数個のセットを生成しなければならな  

いために，準モンテカルロ法の利点である収束性を高めて計算負荷を軽減することに影響し  

かねない．   

確率的な変動を与える方法は幾つか提案されているが，Owen［5】のβCrαmわねdれ′efはその  

代表的な手法である．これは点列の分布状況を判断する理論である（f，m，た）－ネット，（f，た）一  

列（一般化〃乞edeγγe血γ列もこれに基づいている．詳細は恥zuka［7］を参照のこと）の性質  

を維持しつつ確率変動を与えることができる一般形，言い換えれば置換を適用し得る究極の  

形式を表したものである（一般化ダα㍑re列，一般化∧侵ederγe記er列を拡張した考え方とも  

言える．下三角行列による変換および置換によりβCrαmわgedれefの性質を満たす置換となっ  

ている）．そのためフルスケールを適用することになれば，1回毎の計算において大きな計  

算負荷が掛かることが想像される．誤差評価を行う場合には前述のとおり複数回の計算を要  

することを考え合わせると，パフォーマンスとのバランスを見ながらより簡易的な手法を選  

択することも意味がある．   

このような課題を視野に入れ，次節では，田村・白川【6】を継承するより簡単な方法を考  

える．  

4．点列のアルゴリズム   

ダα視re列のメリットの1つに次元の増加に対してプログラミング上で柔軟に対応できる  

点が挙げられる・しかしNinomiyaandTbzuka［4】などで指摘されているように，特に高い  

次元にオリジナルを用いる場合は，その収束性に深刻な問題が残り現実の使用に耐えるもの  

とは言い難い．   

田村・白川【6】は，F肌re列に簡単な改良を加えることで収束性を向上させる方法を具体的  

に示した．そのためにはオリジナルのダ仙γe列が持つ規則性を崩し，ある種のランダムな性   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



田村  44β   

質を与えることが大きな要素となる．ここで言う規則性とは，例えば生成の初期段階の点列  

が同一線上に並んでしまうといったことである．これは一様性の測度であるd豆βCrepαれCyを  

悪化させるとともにサンプル・パスの単調性や言わば不自然性をも引き起こし，このことが  

収束性の悪化の大きな原因になると考えられる．ランダム性を取り込むことでd豆βCrep肌C封  

の向上とサンプル・パスの改善を図った結果，オリジナルの点列に対して収束性を格段に高  

めることに成功した．まずそのアプローチを簡単に述べる．   

改良のキーとなるランダム性を与えるには次の2つのアプローチが考えられる：   

改良4．1（生成行列による改良）定義2．4の一般化ダα祝γe列における改良であり，その下  

三角行列に着目する．   

改良4．2（後方置換による改良）第2節の一般化Ⅳ乞ederγe虎eγ列における改良であり，わ  

進ベクトルに対する置換に着目する．   

これらの組合せの中でより簡単なものを採用している．その枠組みを行列形式で表現する  

と次のようになる：  

）
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（4．1）  （modわ），豆≧1   

e
U
 
 

i’，豆≧1川1，…，rは裾‥・，叫上の整数とする・式（2・5）において榊＝  
（modわ），豆≧1，ブ＝0，1，‥．，rとしたものである．   

具体的には以下に述べるように3つの点列を用意した．まず改良4．1に関しては  

・各次元の生成行列にその該当する次元数を掛ける・つまり式（2・4）でgjヲ＝J（i）＝豆，J＝  
0，1，…，γとする（その他の成分は0）．例えば1次元には1，2次元には2を掛ける，と  

いった次第である．この点列をCダα㍑γe上）Ⅳ列と呼ぶことにする．  

・各次元の生成行列に原始根の累乗（modむ）を掛ける．つまり式（2・4）でヱjヲ＝～（i）＝pi   
（modわ），ブ＝0，1，…，γとする（その他の成分は0）．ここでpは基数占を法とした原始  

根とする．  

という手段を用いた．生成行列にある整数を掛ける操作は，一般化F肌re列の下三角行列  

として対角成分が同一の対角行列を採用することである．さらに改良4．2を組み合わせたも  

のとして，   

●上述の原始根を使う方法に加え，後方置換としてその該当する次元数を足す．つまり   

式（4・1）でβji）＝5（i）＝乞，J＝0，1，…，rとする・例えば1次元には1，2次元には2を  
足す，といった次第である．この点列をCⅣ乞edej⊃月＋列と呼ぶことにする．  

という方法をとった．原始根はランダム性と確定的な方法を両立するための方便として採用  

した．以上が，原始根を用いた従来の方法である．   

ランダム性を取り込むためにはどのような方法でも構わないし，何れにせよこれが得られ  

ればオリジナルの点列の悪い特性が取り除かれる可能性が高い．本論文では，誤差評価を行  

うことを前提として，上述の原始根に代わり乱数の利用を考える．しかし計算負荷の軽減の  

観点から基本的な枠組みを維持した次のような点列を考える：  

・改良4・1として，式（2・4）のJjヲ＝ヱ（i），J＝0，1，…，γを乱数により割り当てる（その他  
の成分は0）．この点列をCダαuγe月Ⅳ列と呼ぶことにする．   
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・改良4・1として，式（2・4）のJjジ＝g（i），J＝0，1，…，γを乱数により割り当七る（その他   

の成分は0）・改良4・2として，式（4・1）の5；i）＝β（i），J＝0，1，‥・，rの値を乱数により割  

り当てる．この点列をG〃豆ede月〃＋列と呼ぶことにする．  

さらに比較のため仕組みが比較的複雑な次の点列も用意する：  

・改良4・1として，式（2・4）のJj㌘，戌≧り＝0，1，…，γ，た≧ブを乱数により割り当てる（そ  

の他の成分は0）・改良4・2として，式（2・5）の汀ji），豆≧1，J＝0｝1，…，rを採用する・つ  
まり（0，1，・‥，ゎー1）上の一対一の置換を各次元およびその列毎に異なるパターンで設  

ける・それぞれの置換はランダム置換（例えば【1］を参照）により生成する．この点列  

をC〃豆ede尺Ⅳ＊列と呼ぶことにする．   

次節では，これらの点列を中心として簡単なオプション評価を通した議論を展開する．   

5．オプション評価への適用   

ここでは2種類の異なるタイプのオプションの価格評価を題材として，前述の議論に基づ  

いた点列を用いた準モンテカルロ法を中心とした数値計算を行うことで各点列の比較・検証  

をする．いずれの計算もなるべく共通な条件設定をとることにする．つまり数値積分の次元  

数，サンプル・パスの各パラメータを共通な値とする．使用する点列は次のとおり：   

●ダα祝γe列（オリジナルをそのまま使用）   

・Cダ肌reβⅣ列（田村・白川［6】により提案された一般化F肌γe列）   

・C〃豆edeP月＋列（田村・白川【6】により提案された一般化肌ederre記er列）   

●Cダα祝re兄Ⅳ列   

●C〃豆ede月Ⅳ＋列   

●CⅣ豆ede月Ⅳ＊列   

・Com灯皿5列（擬似乱数列Comわ豆乃edr肌5ひ0γ〃ほ列［8】）  

各点列の構築方法は，第2節，第4節において説明しているとおり．確率的な変動を与える  

点列Cダ仙re斤Ⅳ列，C〃豆ede月Ⅳ十列，CⅣ豆ede月Ⅳ＊列では，乱数により成分を入れ替えた  

生成行列による30パターンを使用する．CⅣ乞edeP月＋列では使う原始根を変えた30パター  

ンを使用する．Comむr仇β列では初期シードを変えた30パターンを使用する．ただしいず  

れの点列もそれぞれのオプションに対して共通の30パターンを使用し，100万個まで生成  

を行う．  

5．1．幾何平均コール・オプション   

時点【0，r】を0＝fo＜tl＜…＜㍍＝rと叩個に分割し，各時点の価格をg（ti）としたと  

き，時点rまでの幾何平均  
TI  

C（r）＝（n5’（り）1／（叫1）  

i＝0  

に関するコールオプションを評価する．  

£iを標準正規乱数，△t＝f叶1－fi｝乞＝0，1，2，．．，㍑－1とすれば  

印机）＝∫（抽p（（γ一）△伽i侃豆叫1，2；‥，乃－1  

（5．1）  

によりサンプル・パスは生成される．今回の数値計算では，各パラメータは次のとおり：サ  

ンプル・パスの初期値叩0）＝110・0，行使価格100・0，r＝1・0，次元数m＝360（△f＝志）   
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したがって基数わ＝367，r＝0．1，J＝0．2．このオプションについては解析解14．3924を得  

ることが出来るが，この解に対する収束精度を確認するために取り上げたものである．   

計算結果は，図1から図6に示す：   

● 図1：F肌．γe列，Cダα祝reβⅣ列   

●図2：Cダαure上）∧r列，C∧r乞edeP月十列   

● 図3：CFαuγe月Ⅳ列   

● 図4：CⅣ豆ede兄Ⅳ＋列   

● 図5：CⅣ乞e（ね月Ⅳ＊列   

● 図6：Comわrα㍑5列  

各図における縦軸はオプションの価格，横軸は点列の生成個数を表して，プロットは1万個  

毎に行ってし－る．図1では，オリジナルのF肌γe列（実線と黒い丸で表す），Cダ肌γej〕Ⅳ  

列（実線と白い丸で表す）を比較している．図2では，CFα祝γe上）Ⅳ列（実線と白い丸で表  

す）とCⅣ豆edef）月＋列の異なる原始根による結果30セットを破線で表す．図3，図4，図  

5においては，破線は異なる生成行列による結果30セットの軌跡を表す．同時に，太い実  

線のうち中心の線が式（3・3）のβQ〟C，それを挟む上下の線は式（3・3），（3・4）により，上が  

βQ〃C十3∂Q〟C，下が¢Q〟C－3含Q〃Cを表す・図6では，破線は異なるシードによる結果  

30セットの軌跡を表す．また大破線によって式（3．1）の毎JC，および式（3．1），（3．2）による  

β〟C＋∂A化，如才C－∂爪化を表す．   
また定量的な結果を表1から表3に示す：   

● 表1：解析解との相対誤差の絶対値   

・表2：式（3．3）の平均（擬似乱数は，式（3．1）の平均）   

・表3：式（3．4）の標準偏差（擬似乱数は，式（3．2）の標準偏差）  

なお表1では，CⅣ乞edeP月＋列，CF肌re月〃列，CⅣ豆ede月Ⅳ＋列，CⅣ乞edeRⅣ＊列および  

Comむrα㍑5列では30パターンのうち各時点で最も誤差の大きいものを選択している．また  

表2，表3における生成個数はComわrα祝5列とそれ以外の点列とでは意味が異なる．最終的  

に100万個時点の評価をするために，擬似乱数Comわrα祝β列は100万個，その他の点列は  

100万個×30パターンを生成している．これは第3節で述べたとおりモンテカルロ法と準モ  

ンテカルロ法では誤差評価の方法が全く違うことによるもので，そのため直接比較できない  

ことに注意が必要である．   

図1から図6および表1から表3より次のようなことが見て取れる：   

● オリジナルのFα祝γe列の場合，収束性は他の点列と比べ悪いものとなる．相対誤差を  

見るとダα祝γe列で100万回を経過した時点でも後方置換を適用する点列の5万回時点  

の値にも達していない．   

●GFαむre上）Ⅳ列は元々のダα㍑γe列と比べると飛躍的に収束性が改善される．しかし後  

方置換を組み込んだ点列のスケールで比べると収束ははるかに遅い．   

●CⅣ乞edej）月＋列では，原始根の選択により結果に差が生じるもののダα祝re列，CF肌γeβⅣ  

列と比べると収束性がさらに改善されている．   

●CFα祝re月〃列は，Fα祝re列，Cダα祝γe上）Ⅳ列に比べると収束性が改善される．30パ  

ターンによる軌跡もいずれも似たようなものとなるが，標準偏差は他の点列より大き  

い．また後方置換を組み込んだ点列と比較すると収束性には歴然とした差がある．   
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●GⅣ豆ede尺Ⅳ＋列は，元々のダ仇re列，Cfl仇re上）∧r列，Cダ仇γe月〃列らに比べると   

早い段階から解析解に近いところで推移し飛躍的に収束性が改善される．また乱数に   

より生成行列を変更しても大きな影響なく，C∧r豆edeP月＋列における原始根の選択と   

比べその差は小さい．  
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図1幾何平均コール・オプション  

Faure列，GFaureDN列（田村・白川［1］により提案された一般化列Faure）  

の比較  
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 図2 幾何平均コール・オプション  

GFaureDN列，GNiedePR＋列（それぞれ田村・白川［1］により提案された一  

般化Fhure列および一般化Niederreiter列）の比較   
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図3 幾何平均コール・オプション  

GFaureRN列（第4節で構築した一般化Faure列）の比較  
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図4 幾何平均コール・オプション  

GNiedeRN＋列（第4節で構築した一般化Niederreiter列）の比較   
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 図5 幾何平均コール・オプション  

GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化Niederreiter列）の比較  

2
 
 

4
 
4
．
 
 

0
0
0
ロ
ト
の
 
 
 

0
0
0
0
巾
の
 
 
 

0
0
0
0
の
0
 
 
 

0
0
0
0
S
¢
 
 
 

0
0
0
0
1
¢
 
 
 

0
0
0
0
ト
ト
 
 
 

0
0
0
0
C
ト
 
 
 

0
0
0
0
仇
¢
 
 
 

0
0
0
0
∽
¢
 
 
 

0
0
0
0
1
¢
 
 
 

0
0
0
ロ
ト
S
 
 
 

0
0
0
0
巾
の
 
 
 

0
0
0
0
の
寸
 
 
 

0
0
0
0
S
寸
 
 
 

0
0
0
0
1
寸
 
 
 

0
0
0
0
ト
〔
 
 
 

0
0
0
0
巾
門
 
 
 

0
0
0
0
㊥
～
 
 
 

0
0
0
0
∽
N
 
 
 

0
0
0
0
▼
～
 
 
 

0
0
0
0
ト
l
 
 
 

0
0
0
0
M
【
 
 
 

0
0
0
0
¢
 
 
 

0
0
0
0
の
 
 
 

0
0
0
0
【
 
 

図6 幾何平均コール・オプション  

CombTaus列（擬似乱数ColnbinedTausworthe列【8】）の比較  

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



田村  44β   

表1幾何平均コール・相対誤差  

Faure列，GFaureDN列（田村・白川［6］により提案された一般化Faure列），  

GNiedePR＋列（田村・白川［6］により提案された一般化Niederreiter列），GFau－  

reRN列（第4節で構築した一般化Faure列），GNiedeRN＋列（第4節で構築した  

一般化Niederreiter列），GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化Niederreiter  

列），CombTAus列（擬似乱数CombinedTausworthe列【8】）の比較  

Fa．ure GFaureDN GNiedePR＋ GFa．ureRN GNiedeRN十 GNiedeRN＊ CombTaus  

50000 8．8807％  0て519％   0．2191％  0．3530％  0．1873％   0．1052％  1．0440％  

100000 1．5167％  0．5697％   0．1506％  0．3224％  0．0879％   0．0730％  0．5143％  

1500001．3307％  0．5109％   0．1342％  0．2448％  0．0530％   0．0417％  0．5244％  

200000 0．7750％  0．3875％   0．1161％  0．1858％  0．0572％   0．0467％  0．4722％  

250000 0．8347％  0．2965％   0．0874％  0．1408％  0．0496％   0．0368％  0．3383％  

300000 0．5562％  0．2632％   0．0694％  0．1411％  0．0339％   0．0487％  0．3340％  

350000 0．4550％  0．2194％   0．0648％  0．1201％  0．0360％   0．0395％  0．3517％  

400000 0．6695％  0．1837％   0．0603％  0．1062％  0．0290％   0．0246％  0．3357％．  

450000 0．4963％  0．1667％   0，0542％  0．1179％  0．0290％   0．0257％  0．2909％  

500000 0．5011％  0．1480％   0．0404％  0．1062％  0．0318％   0．0301％  0．2878％  

550000 0．4660％  0．1391％   0，0383％  0．0862％  0．0291％   0．0270％  0．2629％  

600000 0．3857％  0．1202％   0．0416％  0．0818％  0．0270％   0．0310％  0．2659％  

650000 0．3655％  0．1042％   0．0378％  0．0759％  0．0250％   0．0251％  0．2069％  

700000 0．3428％  0．0934％   0．0302％  0．0705％．  0．0261％   0．0189％  0．2300％  

750000 0．3470％  0．0892％   0．0272％  0．0658％  0．0234％   0．0229％  0．1842％  

800000 0．3557％  0．0789％   0．0267％  0．0612％  0．0245％   0．0192％  0，2004％  

850000 0．3221％  0．0725％   0．0265％． 0．0640％  0．0245％   0．0239％  0．1844％  

900000 0．3300％  0．0652％   0．0279％  0．0622％  0．0237％   00231．％  0．1900％  

950000 0．3483％  0．0630％   0．0209％  0月512％  0．0225％   0．0196％  0．2003％  

1000000 0．3059％  0．0655％   0．0267％  0．0526％  0．0208％   0．0213％  0．1793％  

表2 幾何平均コール・平均  

GFaureRN列（第4節で構築した一般化Faure列），GNiedeRN＋列（第4節  

で構築した一般化Niederreiter列），GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化  

Niederreiter列），CombTaus列（擬似乱数CombinedTausworthe列【8】）の比較  

生成イ国数  GFaureRN GNic（1cRN＋  GNiedcRN＊  Corlュb rmus  
50000  14．3573  14，3931  14．3896  14．4110  

100000  14．3565  14，3944  14．3919  14．4401  

150000  14．3619  14．3925  14．3923  14．4116  

200000  14．3702  14．3924  14．3922  14．3975  

250000  14．3748  14，3923  14．3926  14．3980  

3000（〕0  14．3770  14，3922  14．3919  14．3946  

350000  14，3795  14．3922  14．3927  14．3908  

4000（〕0  14．3805  14．3925  14．3922  14．3911  

450000  14．3817  14．3924  14．3923  14．3886  

50（〕000  14．3828  14．3926  14．3924  14，3845  

550000  14．3837  14．3927  14．3924  14．3818  

600000  14．3844  14．3925  14．3921  14．3902  

650000  14．3849  14．3927  14．3923  14．3879  

700000  14．3850  14．3926  14．3926  14．3948  

75nOOO  14．3857  14．392G  14．3925  14．3927  

8000UO  14．3860  14．3926  14．3925  14．3920  

85（）000  14．3864  14．3926  14．3924  14．3925  

90UOOO  14．3868  14．3927  14．3925  14．3917  

950000  14．3870  14．3926  14．3925  14．389G  

1000000  14．3872  14．3924  14．3〔）25  14．3917   
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表3 幾何平均コール・標準偏差  

GFhureRN列（第4節で構築した一般化Faure列），GNiedeRN＋列（第4節  

で構築した一般化Niederreiter列），GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化  

Niederreiter列），CombTaus列（擬似乱数CombinedTausworthe列［8］）の  

比較  

447   

生成個数 GFaureRN GNiedeRN＋ GNiedeRN＊  Comb Taus  
50000  0．1855％  0．1980％  0．1346％  4．9819％  

100000  0．0974％  0．1098％  0．0890％  3．5296％  

150000  0．0474％  0．0650％  0．0509％  2．8887％  

200000  0．0527％  0．0660％  0．0523％  2．5045％  

250000  0．0309％  0．0453％  0．0437％  2．2373％  

300000  0．0421％  0．0474％  0．0425％  2．0416％  

350000  0．0372％  0．0457％  0．0444％  1．8905％  

400000  0．0319％  0．0324％  0．0297％  1．7649％  

450000  0．0376％  0．0388％  0．0354％  1．6624％  

500000  0．0363％  0．0376％  0．0341％  1．5782％  

550000  0．0270％  0．0296％  0．0295％  1．5062％  

600000  0．0274％  0．0279％  0．0312％  1．4423％  

650000  0．0256％  0．0257％  0．0285％  1．3843％  

700000  0．0244％  0．0276％  0．0244％  1．3320％  

750000  0．0242％  0．0254％  0．0259％  1．2869％  

800000  0．0234％  0．0229％  0．0234％  1．2464％  

850000  0．0263％  0．0222％  0．0251％  1．2094％  

900000  0．0257％  0．0235％  0．0251％  1．1764％  

950000  0．0195％  0．0228％  0．0242％  1．1454％  

1000000  0．0205％  0．0230％  0．0237％  1．1161％  

●CⅣ乞ede月Ⅳ＊列は，CⅣ乞ede月Ⅳ＋列とほほ同様の結果であり大きな差はない．標準偏  

差は相対的に小さいようであるがそれも明確なものではない．   

●擬似乱数列Comわア肌5列は，シードの選択により結果に大きなプレが生じ，CⅣ豆ede尺Ⅳ＋  

列，GⅣ豆ede月Ⅳ＊列に比べて収束性は良くない．  

5．2．ルックバック・オプション   

時点【0，T】を0＝土0＜tl＜…＜fれ．＝rと分割し，各時点の価格を∫（りとしたとき，  

5（㌦）－min（5（fo），g（tl），…，β（㍍））  （5・2）   

を満期のペイオフとする．   

ェiを標準正規乱数，△t＝±汀1－ti，豆＝0，1；2，‥，和一1とすれば  

妬1）＝恥）exp（（r一）△けJ∬i㈲乞＝0っ1；2－‥つ和一1  

としてサンプル・パスは生成される．今回の数値計算では，各パラメータは次のとおり：サ  

ンプル・パスの初期値坤。）＝110・0，行使価格100・0，r＝1・0，次元数m＝360（△f＝志）  
したがって基数む＝367，γ＝0．1，グ＝0．2．このオプションについては，連続型の解析解を  

求めることは可能であるがこのような離散型とは禿離が大きいため比較はしない．   

計算結果は，図7から図12に示す：   
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● 図7：ダα祝γe列、Cダα祝γe上）Ⅳ列   

● 図8：CFα視re上）Ⅳ列、C∧r豆edef）月＋列   

● 図9：CFα視re月Ⅳ列   

● 図10：C〃豆e（ね月〃＋列   

● 図11：CⅣ豆e（ブe月Ⅳ＊列   

● 図12：Co†Tlむrα祝5列  

各図における縦軸はオプションの価格，横軸は点列の生成個数を表して，プロットは1万個  

毎に行っている．図7では，オリジナルのダ肌re列（実線と黒い丸で表す），Cダα祝γeβⅣ  

列（実線と白い丸で表す）を比較している．図8では，Cダ肌γe上）Ⅳ列（実線と白い丸で表  

す）とCⅣ乞edef）月＋列の異なる原始根による結果30セットを破線で表す．図9，図10，図  

11においては，破線は異なる生成行列による結果30セットの軌跡を表す．同時に，太い実  

線のうち中心の線が式（3・3）のβQ〟C，それを挟む上下の線は式（3．3），（3．4）により，上が  

β帥C＋3∂Q〟C，下がβQ〟C－3∂Q〃Cを表す．図12では，破線は異なるシードによる結果  

30セットの軌跡を表す．また大破線によって式（3．1）の毎c，および式（3．1），（3．2）による  

β〟C＋∂〃C，山一c－∂ルナCを表す．   
また定量的な結果を次のとおり示す：   

・表4：式（3．3）の平均（擬似乱数は、式（3．1）の平均）   

・表5：式（3．4）の標準偏差（擬似乱数は、式（3．2）の標準偏差）  

なお表4，表5における生成個数はComわr肌5列とそれ以外の点列とでは意味が異なる．最  

終的に100万個時点の評価をするために，擬似乱数Comわr肌5列は100万個，その他の点  

列は100万個×30パターンを生成している．これは第3節で述べたとおりモンテカルロ法  

と準モンテカルロ法では誤差評価の方法が全く違うことによるもので，そのため直接比較で  

きないことに注意が必要である．   

図7から図8および表4，表5より次のようなことが見て取れる：   

● オリジナルのダα祝re列の場合，収束性は他の点列と比べはるかに悪いものとなる．こ  

のルックバック・オプションでは特に顕著である．   

・Gダ肌re上）Ⅳ列は元々のF仇re列と比べると飛躍的に収束性が改善される．しかし後  

方置換を組み込んだ点列のスケールで比べると収束は見劣りする．   

●CⅣ豆edeP月＋列では，原始根の選択により結果に差が生じるもののF肌re列，Cダα祝γe上）Ⅳ  

列と比べると収束性がさらに改善されている．   

●CFα祝γe月Ⅳ列は，ダα視re列に比べると収束性が改善されるが，CFα祝re上）Ⅳ列と比べ  

ると見劣りする．30パターンによる軌跡はいずれも似たようなものとなる．このオプ  

ションでは標準偏差は他の点列と差は見られないが，後方置換を組み込んだ点列と比  

較すると収束性に歴然とした差がある．   

●C∧r豆ede月Ⅳ＋列は，元々のダα祝γe列，Gダα祝reβⅣ列，Cダαuγe月Ⅳ列らに比べると  

飛躍的に改善される．CFα㍑re兄Ⅳ列と比べ後方置換をするかしないかで収束性が大  

きく違う．また30パターンの軌跡からは，乱数により生成行列を変更しても大きな影  

響がないことがわかり，CⅣ豆edej⊃月＋列における原始根の選択のそれと比べ影響は小  

さい．両者の差は，第5．1節の幾何平均コールの場合よりも顕著である．   

●CⅣ豆ede月∧r＊列は，C∧r豆e（ゴe月∧r＋列とほぼ同様の結果であり大きな差はない．このオ  

プションでは標準偏差は相村的に大きいようである．   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



上β列におけるランダム性の効果  4イタ  

●擬似乱数列Comわr肌5列は，シードの選択により結果に大きなプレが生じ，CⅣ豆ede月Ⅳ＋   

列，C∧r豆ede月Ⅳ＊列に比べて収束性は良くない．  
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 図7 ルックバック・オプション  

Faure列，GFaureDN列（田村・白川［6］により提案された一般化Faure列）  

の比較  
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図8 ルックバック・オプション  

GFhureDN列，GNiedePR＋列（それぞれ田村・白川［6］により提案された一  

般化Fhure列および一般化Niederreiter列）の比較   
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図9 ルックバック・オプション  

GFaureRN列（第4節で構築した一般化Faure列）の比較  
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図10 ルックバック・オプション  

GNiedeRN＋列（第4節で構築した一般化Niederreiter列）の比較   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



エβ列におけるランダム性の効果  45J   

0
0
0
0
ト
Q
 
 
 

0
0
0
0
門
仇
 
 
 

0
0
0
0
の
0
 
 
 

0
0
0
0
の
∞
 
 
 

0
0
0
0
1
∞
 
 
 

0
0
0
0
ト
ト
 
 
 

0
0
0
0
門
ト
 
 
 

0
0
0
0
¢
¢
 
 
 

0
0
0
0
S
¢
 
 
 

0
0
0
0
【
¢
 
 
 

0
0
0
0
ト
の
 
 
 

0
0
0
0
【
の
 
 
 

0
0
0
0
の
寸
 
 
 

0
0
0
0
の
寸
 
 
 

0
0
0
0
1
寸
 
 
 

0
0
0
0
ト
巾
 
 
 

0
0
0
0
巾
巾
 
 
 

0
0
0
0
の
N
 
 
 

0
0
0
0
∽
N
 
 
 

0
0
0
0
【
N
 
 
 

0
0
0
0
ト
l
 
 
 

0
0
0
0
M
【
 
 
 

0
0
0
0
の
 
 
 

0
0
0
0
∽
 
 
 

0
0
0
0
1
 
 図11ルックバック・オプション  

GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化Niederreiter列）の比較  

表4 ルックバック・オプション・平均  

GFaureRN列（第4節で構築した一般化Faure列），GNiedeN十列（第4節で  

構築した一般化Niederreiter列），GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化  

Niederreiter列），CombTaus列（擬似乱数CombinedTausworthe列［8］）の  

比較  

生成イ国数 GFaureRN GNiedeRN＋  GNiedeRN＊  Comb Taus  
50000  20．9825  21．0772  21．0797  21．1629  

100000  20．9724  21．0782  21．0770  21．1827  

150000  20．9850  21．0768  21．0770  21．1202  

200000  21．0090  21．0769  21．0777  21．1056  

250000  21．0223  21．0764  21．0774  21．1063  

300000  21．0320  21．0760  21．0762  21．0967  

350000  21．0386  21．0766  21．0779  21．0823  

400000  21．0430  21．0768  21．0771  21．0877  

450000  21．0473  21．0767  21．0765  21．0915  

500000  21．0503  21．0762  21．0767  21．0800  

550000  21．0523  21．0774  21．0766  21．0708  

600000  21．0543  21．0771  21．0763  21．0755  

650000  21．0558  21．0767  21．0767  21．0705  

700000  21．0571  21．0771  21．0767  21．0809  

750000  21．0585  21．0772  21．0766  21．0770  

800000  21．0596  21．0766  21．0767  21．0812  

850000  21．0612  21．0767  21．0766  21．0803  

900000  21．0620  21．0765  21．0764  21．0767  

950000  21．0623  21．0769  21．0767  21．0734  

1000000  21．0630  21．0767  21．0765  21．0754  
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図12 ルックバック・オプション  

CombTaus列（擬似乱数CombinedThusworthe列［8］）の比較   

表5 ルックバック・オプション・標準偏差  

GFaureRN列（第4節で構築した一般化Faure列），GNiedeN＋列（第4節で  

構築した一般化Niederreiter列），GNiedeRN＊列（第4節で構築した一般化  

Niederreiter列），CombTaus列（擬似乱数CombinedTausworthe列［8］）の  

比較  

生成イ国数． GFaureRN GNiedeRN＋  GNiedeRN＊  Comb Taus  

50000  0．3657％  0．3596％  0．4997％  7．7049％  

100000  0．2354％  0．1849％  0．2534％  5．4444％  

150000  0．1356％  0．1371％  0．1510％  4．4337％  

200000  0．1443％  0．1561％  0．1250％  3．8323％  

250000  0．1231％  0．0872％  0．0959％  3．4282％  

300000  0，1173％  0．0881％  0．0929％  3．1315％  

350000  0，0958％  0．0838％  0．0907％  2．8976％  

400000  0．0819％  0．0531％  0．0769％  2．7112％  

450000  0．0980％  0．0548％  0．0826％  2．5537％  

500000  0．0962％  0．0563％  0．0653％  2．4202％  

550000  0．0683％  0．0504％  0．0650％  2．3065％  

600000  0．0693％  0．0539％  0．0665％  2．2079％  

650000  0．0607％  0．0488％  0．0642％  2．1209％  

700000  0．0518％  0．0421％  0．0681％  2．0435％  

750000  0．0627％  0．0382％  0．0607％  1．9740％  

800000  0．0525％  0．0433％  0．0522％  1．9119％  

850000  0．0567％  0．0414％  0．0532％  1．8553％  

900000  0．0501％  0．0415％  0．0496％  1．8026％  

950000  0．0495％  0．0344％  0．0473％  1．7552％  

1000000  0．0511％  0．0368％  0．0515％  1．7110％   
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5．3．考察   

上述のとおり2つのオプションの価格評価における数値実験では，同じ点列を用いて比  

較を行ったがどちらもほぼ同様の結果を得た．F肌re列，生成行列を改良したCF肌re上）Ⅳ  

列およびC∫仙re尺Ⅳ列，生成行列の改良および後方置換を施した点列であるC肌edej⊃月＋  

列，そして同様の仕組みで乱数を用いるC∧r豆ede月Ⅳ＋列およびC肌ede兄Ⅳ＊列という順で  

明らかに収束性が改善されて行く．   

Cダ肌re上）〃列のような簡単な改良でも元々のダ皿re列と比べると飛躍的に収束性が改善  

される．これはオリジナルのF肌γe列のもつ規則性を崩すことが有効であることを示して  

いる．ここで言う規則性とは，例えば生成の初期段階では全ての次元で同じ成分をもつこ  

とでその配置が同一線上に並んでしまうといったことに象徴される．これは一様性の測度で  

あるd豆5Crepα乃Cyを悪化させるとともに実際の価格計算において大きな影響を与えるサンプ  

ル・パスの単調性や言わば不自然性をも引き起こす．ダ肌re列は言わば計算には無駄なサン  

プル・パスが初期時点から繰り返し生成され，これが最後まで収束性に影響し続ける．低食  
い違い量列であることと実際のサンプル・パスが効率的であることは必ずしもイコールで  

はない．今回のような経路依存タイプのオプションのサンプル・パスでは，点列の1次元目  

が初期時点から1時点目の推移に，2次元目が1時点目から2時点目の推移に，といった対  
応になる．点列の生成において隣り合う次元間の影響が削減できればサンプル・パスは多様  
化され，つまりは効率化される．ルックバック・オプションでは，各サンプル・パスが辿っ  

た点を平均化する幾何平均に比べ，各サンプル・パス中の1点を選択するという形態である  

ためより経路依存性が高い．ぞα祝γe列がルックバック・オプションで他の点列と禿離が大き  

いのは，サンプル・パスの不効率性が経路依存性により大きな影響を与えるためと考えられ  

る．これに対してCF肌γe上）Ⅳ列の次元数を生成行列に掛ける操作でもその影響を幾分か緩  

和されたと考えられる．   

さらなるサンプル・′ 

． 

するCF肌re月Ⅳ列では，やはりダ肌re列と比べると飛躍的に収束性が改善されるが，必  

ずしもCダ皿reヱ）Ⅳ列より収束性が良いとは言えない．ダ肌re列が生み出すような極めて特  

異なサンプル・パス（例えば，初期値からずっと上昇し続けて，式（5．1），（5．2）の値が非常  
に大きくなるもの）があれば，その影響で解析解あるいは収束解に対して（極めて）大きい  

値の方向から徐々に減少し収束して行く．しかし生成行列のみの改良点列では，そのような  

特異なものを排除している分，F皿re列の場合ほど影響を与えるサンプル・パスは生成され  

ず，初期値付近で推移する傾向がある（第4節で述べたとおり，田村・白川【6】では生成行列  

の改良に乱数ではなく原始根を用いているが，この点を指摘している）．したがってFα㍑re  

列と比べるとより解析解あるいは収束解に近い僅から収束への過程が始まると考えられる．  

これはCf「α祝reβⅣ列の場合にも当てはまることであろう．   

生成行列だけの改良となるCF仙re斤Ⅳ列とこれにさらに後方置換を与えるC〃豆ede月Ⅳ＋  

列と比較すると明らかに後者の方が良い結果を示した．これは後方置換とすることで行列で  

は不可能な変換が可能となり，そのことが大きな役割を果たすためと考えられる．例えば占  
進ベクトルの最上位桁における0から0以外への変換がそうである．この部分は新しい点列  

を生成する都度値が入れ替わるとともに一番大きい値となる桁であるため，サンプル・パス  

の挙動に一番大きな作用をもたらす．よってこの部分をうまく利用した結果，つまり後方置  

換を用いたことにより，上で述べたCダ皿γe月Ⅳ列までの問題点を解消する け皿re列の場   
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合ほど単調かつ極端ではなく，しかしCFα祝γe月∧r列のように初期値付近ばかりに集中しな  

い）ようなサンプル・パスの早期の多様性・効率化を実現させることが可能となったと考え  

られる．   

CⅣ乞ede月〃＋列は，後方置換として和を使う簡略・単純な方法であるが，生成行列の改  

良と合わせることが前提であり，それによってある程度のランダム性を確保できると考えら  

れ，また一般的な後方置換とは違い細かな置換の村応表を持つ必要がないといった点も考慮  

される点であろう．結果として一般的な置換を後方置換としてもつC∧r乞ede月Ⅳ＊列との間  

に差は見られなかった．   

CⅣ豆edef）月＋列とG∧r豆ede月∧r＋列はともに和を使う後方置換をもつ点列である．ともに  

パラメー タを変え異なる30パターンを生成し比較したが，後者の方がパラメータ選択によ  

る影響が少なくまた収束性も良い．ここでも上述の次元間の影響に関連したと考えられる．  

CⅣ豆edeP月＋列では生成行列に原始根の次元数の累乗を掛ける，後方置換として次元数を  

和に使用する．これに対してCⅣ乞e（ね月Ⅳ＋列ではともに乱数を使用するため，比較して次  

元間の影響を排除できるからと思われる．   

次に計算における負荷を比較するためそれぞれの点列の生成時間を計測した．360次元で  

100万個の点列を生成するのに要する（価格計算はしない）時間は，ダ仙re列，Cダ肌re月Ⅳ  

列が513秒，GA7豆edej〕月＋列，GⅣ豆ede月Ⅳ＋列が612秒，CⅣ豆ede月Ⅳ＊列が884秒，擬似乱  

数列であるCombTaus列が358秒であった（PentiumIII450MHz）．Faure列とGFaureRN  

列はともに生成行列による変換のみであるから両者に差はない．ダ肌γe列，Cダ肌γe月Ⅳ列  

とC∧侵edeP月＋列，CⅣ宜e（ね月Ⅳ＋列の時間差は，後方置換を適用するかどうかによるもの  

である．さらにCⅣ乞ede兄Ⅳ＊列は，下三角行列による変換およびより細かい後方置換が加わ  

る分一層時間を要し，CⅣ乞ede尺Ⅳ＋列と比べて同様の収束性であるにもかかわらず計算時  

間は1．5倍近く掛かることになる．Comわr皿5列は他の点列と比べて生成時間が少ないが，  

上記の数値実験が示すとおり収束性が悪いためこのことは優位とは言えない．   

6．結論と今後の課題   

以上の議論から次のような結論を得た：   

・ランダム性を与えることによるサンプル・パスの早期効率的な生成が効果を生むと考  

えられる．したがって乱数によりランダム性を取り込むことは，オプション価格評価  

において収束性を高める手段となり，同時に準モンテカルロ法における誤差評価を可  

能とすることから有効な改良であると言える．逆に準モンテカルロ法における誤差評  

価の利用が低食い違い量列にランダム性を得るための手段として乱数を用いることに  

対する動機付けとなる．   

・良好な結果を示した2つの後方置換を適用した点列を比較した場合，置換として単純  

に和を使う簡易的な手法とより一般的な置換との間に大きな差異は見られない．この  

和による置換代用は計算負荷を大幅に減少させる手法となり得るものであり，少なく  

ともこの程度のオプションの価格評価においてはベンチマークとしては十分有効であ  

ろう．  

今後の課題としては次のようなことがあげられる：   

●生成行列のみの改良点列における収束の様子を見ると，どちらのオプション評価とも，  

生成初期段階で解（解析解あるいは収束解）の上方にあったとしてもその後解の下方  

に一旦大きく落ち込み，生成個数10万個あたりで反転し上昇を始めて解へ収束に向か   
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う，という傾向があった．加えて，生成個数10万個以降の収束の様子は，生成初期段  

階の位置に関係なく似通っていていずれも解の下方に偏ったものとなった．このよう  

な反転や偏りといった現象が起こる原因，何故生成個数10万個近辺で起こるのか，30  

パターンの生成行列で比較を行ったがそれ以外でもこのような結果が生じるのか，他  

のオプション評価においてもそうなるのか，また生成個数10万個以降で収束を始める  

のであれば最初の10万個ほどを使用しないことで収束性向上の効果が得られるのか，  

といった点を解明する必要がある．   

●今回の2つのオプション評価による数値計算では，後方置換として和を使う場合とよ  

り一般的な置換の場合でパフォーマンスに大きな差異は見られなかったが，より多様  

なサンプル・パスを要求するような数値計算では結果が異なるかも知れない．したがっ  

てより複雑な仕組みをもつ金融商品の価格評価を取り上げ比較する必要がある．   
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ABSTRACT   

THEEFFECT OF RANDOMIZED LOW DISCREPANCYSEQUENCES  

IN OPTION PRICING  

Tsutomu Tamura  

月α如タαmd九γeβか乃e花王坤mα如れ・，九c・  

Newderivativeproductsusuallyhavecomplexpayoffstructuresdependingonmultipleriskfactors・In  
such situation numericalcomputation methods，占uch as Monte Carlo and quasi－Monte Carlo methods・  
becomeverypowerfultooIsbecauseofdi氏cultyinevaluatingtheirpricingmodelanalytically・   

Lowdiscrepancysequencesinstalledinquasi－MonteCarlomethodsmakeitpossibletoproducetheuni－  
formityofdistributionoverthedomainofintegration，i・e・OneOrmOredimensionalunitcube，eVenfora  

sma11numberofsamplepoints，WhichmakesnumericalintegrationstobeefBcient・Classicallowdiscrepancy  

sequences，e・g・Fauresequences，arenOtalwayssatisfactoryformulti－dimensionalintegrations・However，  

someofgeneralizedFauresequencescanattainquitehighperformancetocomputehigh－dimensionalin－  
tegrationspracticallyrequiredinfinancialderivativespricing，Whichhavebeenreportedinsomepapers・  

Unfortunately，nOneOfdetailedtechniquesfbrthepracticalconstructionofsuchhighperformanecgeneral－  

izedFauresequencesisshowninthem．Incidentally，WeCanCOnfirlnthatapplyingakindofrandomization  

totheclassicalsequencesleadstorealizebetterconvergenceperformancethantheoriginalsequence，aSWe  
havereported．   

Andrecently，SOmeerrOreStimationmethodsfbrquasi－MonteCarlosimulationwereproposedandex－  
perimentstakingupsucherrorestimationsinnumericalevaluationswerereported・Thesemethodsrequire  
certainprobabilisticstructuresoftheirinternalsequencesandthemostgeneralizedclassofthemdemands  
hugecomputationalquantity，Whichisamajorproblemtobesolvedinanalyzingthequasi－MonteCarlo  
errOrS．  

Inthispaper，WetrytOmOdifylowdiscrepancysequenceswithrandomizedstructuresorigina11ybased  
ongeneralizedNiederreitersequences，tOkeeptheirperformanceofconvergenceandapplythequasi－Monte  

Carloerrorestimation method toit．Thestructureofthis sequenceissimple，Which can reducecompu－  
tationalcomplexity・Thesesimplifiedsequencesareappliedtothenumericalevaluationofpath－dependent  
optionsinorder tocompareotherlow discrepancy and pseudo－randomnumber sequences・We demon－  
stratethatthesequencesweproposedattaincomparableperformanceofconvergence，errOreStimationand  
evaluationtimetosequenceswithmoregeneralizedandcomplicatedI）rObabilisticstructures・   
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