
JournaloftheOperationsResearch  
Society of Japan 
Vol．39，No．4，December1996  

2次コスト多品種流問題に対する並列型主双対内点法1  
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和文概要  本論文では，分離可能な2次のコスト関数をもつ多品種流問題に対して主双対内点法を適用し，  

それを制約条件のブロック構造を利用して並列化することを試みる．ここで提案するアルゴリズムにおいて  

は，主双対内点法の各反復で解くべき連立方程式を，各品種に対応する複数の連立方程式とアークの総流量上  

限制約に対応する一つの連立方程式に分解し，それらを共役勾配法を用いて並列的に解く．また，共役勾配法  

の実行において，適切な前処理を行なうことにより探索点が非負領域の境界に近づいたときに生じる数値的悪  

条件を克服するとともに，連立方程式の係数の処理に工夫を加えて桁落ちによる計算誤差の発生を抑える．提  

案したアルゴリズムをコントロール並列型の計算モデルによって実現し，さらに並列計算機CM－5を用いて  

実際に数値実験を行なうことにより大規模な多品種流問題が効率よく解けることを確かめた．  

1． はじめに   

線形計画問題に対する多項式オーダの解法の一つとして考案された主双対内点法［11】は，  

その後2次計画問題や非線形計画問題に対しても拡張され，多くの研究者によってその大域  

的収束性や局所的な収束率が研究されてきた［15，16，23，24トまた，大規模問題に対する数  

値実験を通して，実用面での有効性も徐々に検証されつつある［3ト主双対内点法は，あるパ  

ラメータによって緩和された1次の最適性条件の方程式系をニュートン法（Newtonmethod）  

を用いて繰返し解き，主問題と双対問題の解の組に至るような点列を生成する方法であるが，  

生成された点列が属する領域によって大きく二つの方法に分類される．当初提案された主双  

対実行可能内点法は，主実行可能性および双対実行可能性を満たすような点列を生成するも  

ので，解くべき方程式系の形が簡単である反面，人工問題を解くなどの手続きによって初期実  

行可能内点を生成する必要がある．そこで最近では，点列が非負制約の内部にとどまること  

のみを要求する主双対非実行可能内点法が注目を集め，その大域的収束性や計算量の解析が  

行われている【10，14，22］．主双対内点法の各反復で解くべきニュートン方程式とおなじよ  

うな構造をもつ連立方程式は，内点法の一種である双対アフィン変換法（duala抗nescaling  

method）においても現れるが，文献【1］では，コレスキー分解または共役勾配法を用いてこの  

連立方程式を解く場合において，大規模で疎な現実の問題を効率的に処理できるようなデー  

タ構造を提案している．また，文献［13】では，共役勾配法における効果的な前処理の方法が  

示されている．さらに，現実の大規模問題においてしばしば現れる特徴的なブロック構造が，  

主双対内点法のアルゴリズムにおいてどのように利用できるかについての検討も行われてい  

る［5，9トこのような工夫は，単に計算効率の向上をもたらすだけでなく，最近次第に身近な  

1本研究は，第一の著者がエイ・テイ・アール人間情報通信研究所，第二・第三の著者が奈良先端科学技術大  

学院大学に所属していた時になされたものである．  
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ものとなってきた並列計算機の利用への道を開くものとなる．実呪文献［12】では，コスト  

が線形関数で与えられる多品種流問題に対して，その構造を用いて分解したニュートン法の  

探索方向を求めるための連立方程式をコレスキー分解を用いて解く方法を提案し，並列計算  

機を用いた数値実験により，商用の内点法のコ ードを上回る性能が得られることを明らかに  

している．   

一方，本論文で考察の対象とする多品種流問題に対してはっ交通流の分野で取扱われてい  

るものも含めると，すでに様々な解法が提案されている．特に，ネットワークの構造を利用し  

た解法［4】はコントロール並列型のアルゴリズムを，また，双対理論から導かれる緩和法【25］  

や交互方向乗数法を用いた解法【7］は，非常に効率的なデータ並列型のアルゴリズムを与える．   

本論文では，コストが品種に関して分離可能な2次関数で与えられる多品種流問題に対  

する主双対実行可能内点法を並列化することを試みる．初期実行可能内点を生成する手間を  

考えると，実用上は主双対非実行可能内点法を適用する方が有利であるが，ここでは並列計  

算機による内点法の実行に焦点を絞るため，記述の簡単な主双対実行可能内点法を用いるこ  

とにする．多品種流問題の制約条件は，品種ごとのフロー保存を表す等式，全品種のフローの  

和で定義されるアークの総流量の上限を表す不等式，各品種のフローの上下限を表す不等式  

で構成される．主双対内点法の各反復において，その計算時間の大半は，各品種のフローを  

表す変数および上で述べた各制約条件に対応する双対変数の探索方向を決定する連立方程式  

を解くために費やされる．ところが，フロー保存の式がもつブロック対角構造を利用すると，  

それに対応する双対変数の探索方向を求める連立方程式を，品種ごとに独立な複数の小さな  

連立方程式に分解することができる．また，アークの総流量上限制約に対応する双対変数の  

探索方向を求める連立方程式の係数行列や定数ベクトルも，品種ごとに定義される同様な連  

立方程式群を解くことによって得られる情報を利用して求めることができる．そこで，品種  

ごとに独立なこれらの連立方程式群を複数の処理装置を用いて並列的に解くような，並列型  

の主双対内点法を構築する．なお，これらの連立方程式の係数行列は，いずれもフロー保存  

の式の係数行列であるグラフの接続行列とその転置行列の積の形で定義される．したがって，  

現実の大規模なネットワークに適用するためには，その接続行列がもつ疎な構造を維持しな  

がらこれらの連立方程式を解き進めることが望ましい．文献［12］にも見られるように，主双  

対内点法では行列の分解による直接法で連立方程式を解くことが多い．このとき，分解後の  

行列は一般に密な構造をもつが，様々なオーダリングの処理を施すことによって疎な構造を  

ある程度維持できることも報告されている【1卜 しかし本論文では，疎な接続行列またはそ  

の転置行列とベクトルの積などの簡単な線形代数的計算のみによって構成できる共役勾配法  

を用いて連立方程式を解くことにする．各処理装置に解かせる連立方程式の次元数およびそ  

の係数行列を構成する接続行列の構造は全く同一であるが，事実上反復解法的な性格をもつ  

共役勾配法を適用するためには，コントロール並列型の計算モデルを用いる必要がある．そ  

こで，十分な数の処理装置が利用できる場合には，互いに独立な手続きを実行できる処理装  

置を各品種に対して一つづつ割当てる．ただし，アークの総流量上限制約に対応する連立方  

程式を解くためには，品種ごとに並列的に求めた情報を集約しつつ共役勾配法の手続きを進  

める必要がある．そこで，もう一つの特別な処理装置を用意して，品種ごとに割当てられた  

各処理装置において並列的に実行すべき作業の指示と，そこで得られた情報の収集を行わせ  

る．さらにこの処理装置には，主双対内点法の反復全体を制御する役割も与えることにする．  

また，各処理装置においてデータ並クリ型のプログラムを実行することが可能ならば，大規模  

で疎な問題に対しても，共役勾配法の手続きに含まれる線形代数的な計算を高速に処理する   
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ことができる．実際，並列計算機CM－5においてはこのような形態のプログラミングが可能  

である．そこで，アルゴリズムの実際の性能を確かめるために，大規模で疎な多品種流問題  

を生成してCM－5上で数値実験を行った．なお，一般に内点法は，探索点が変数の非負領域  

の境界に近づくにつれて，探索方向の計算や直線探索が数値的に不安定になるという問題を  

抱えている．そこで，各連立方程式の係数行列や各計算式の記述にあたっては，加減算の中  

に変数の逆数が極力現れないような工夫を施している．また，品種ごとに定義される連立方  

程式群を解くための共役勾配法には簡単な前処理を組込み，アークの総流量上限制約に対応  

する連立方程式に共役勾配法を適用する際も，各処理装置から容易に得ることができる情報  

を用いて，その前処理行列を近似的に生成することにする．特に，後者の連立方程式の係数  

行列は，前者の連立方程式群の係数行列に比べて本質的に悪条件となり易い構造となるため，  

ここで行うような数値計算上の工夫や前処理の利用は，共役勾配法を有効に動作させるうえ  

で必要不可欠なものとなる．   

本論文の構成は次の通りである．まず2章において，等式制約，不等式制約，変数の上下  

限制約をもつ一般の2次計画問題に対して，主双対内点法のアルゴリズムを記述する．3章  

では，多品種流問題の制約条件がもつブロック構造を利用して，主双対内点法の探索方向を  

求めるための連立方程式を並列計算可能な複数の小さな連立方程式に分解するとともに，ス  

テップサイズの上限値や相補条件の満足度を求める計算も並列的に実行できることを指摘す  

る．次に4章において，分解された各連立方程式を解くための共役勾配法を記述し，同時に，  
収束を速めるための前処理行列の求め方を示す．さらに5章では，内点法のアルゴリズムを  

実行するコントロール並列型の計算モデルを述べる．さらに，グラフの構造を用いて共役勾  

配法の手続きをデータ並列型のプログラミング環境で実行する方法を説明する．実際に並列  

計算機CM－5を用いて行った数値実験とその結果は，6章に掲げる．最後に，7章で本論文の  

まとめを行う．   

2． 主双対内点法   

この章では，等式制約，不等式制約，変数の上下限制約をもつ一般の2次計画問題  

ごTcヱ＋んTご→馴   

．lJ・／′、   

C∬≦d，   

0≦ご≦鋸  

目的関数：  

制約条件：  （2．1）  

に対して，主双対内点法のアルゴリズムを述べる．ただし，Cはmxれ半正定値対称行列，A  

は階数（rank）がmのmxm行列，Cは行×犯行列，ん，わ，d，祝はそれぞれ月れ，月m，月有，  

〝lのベクトルである．以下では，不等式制約Cb≦d，ご≦現に対するスラック変数をそれ  

ぞれf∈辟，β∈月乃，制約条件Aご＝む，C∬≦d，ご≦叫∬≧0に対する双対変数をそれぞ  

れy∈月m，γ∈月面，ぴ∈月職，Z∈j㍗と書く．また，ズ，r，g，Z，V，Ⅳをそれぞれベクトル  

ご，t，5，Z，γ，Ⅷの各要素を対角成分とする対角行列，en∈月れ，e有∈腰を各要素が1のベク  

トルとする．主双対内点法は，あるパラメータ〃＞0に対して，ヱ＞0，壬＞0，β＞0，Z＞0，   
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γ＞0，ぴ＞0を満たす方程式系  
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Cエ十ん一山T封＋CTγ＋て〟－Z＝0，  

．lJ・J′．  

Cご十ま＝d，  

ご＋5＝祝，  

Zご＝〃e化，  

V壬二〃e有，  

lγβ＝〃em   

（2・2）  

の解（ご，ま，5，y，Z，てノ，ぴ）を求め，その結果をもとに／上の値をより小さな値に更新するという手  

続きを繰返して，主問蓮（2．1）およびその双対問題の解の組に収束する点列を生成する方法  

である．   

方程式系（2．2）をニュートン法に基づく反復解法を用いて解くことを考える．いま，（2．2）  

の各式のうち，相補条件を除く最初の4式を満たし，∬＞0，ま＞0，5＞0，Z＞0，γ＞0，  

ぴ＞0であるような点（ご，f，β，y，Z，γ，ぴ）を，実行可能内点と呼ぶこと古手する・ある実行可能  

内点（ご，ま，β，封，Z，γ，ぴ）が与えられたとき，方程式系（2．2）に対するニュートン法の探索方向  

（△ご，△f，△β，△y，△z，△γ，△Ⅷ）は，方程式系（2．2）を線形化した連立方程式  

C△∬－AT△y－トCT△γ＋△ぴ－△z＝0，  

d△ご＝0，  

C△∬＋△ま＝0，  

△ェ＋△β＝0，  

Z△ご＋ズ△z＝〃e職－・Zご，  

V△f＋T△γ＝〝e元【Vま，  

Ⅳ△5＋5△Ⅷ＝〃e氾－Ⅳ5  

（2・3）  

を解いて求められる．ステップサイズは，問題（2．1）に対する対数型の障壁関数（logarithmic  

barrierfunction）  

Tl Tl m  

胸瑚）＝∬Tcご＋ん丁エー〃∑logご吏－〃∑logまJ－〃∑1耶  
豆＝1 J＝1 豆＝1  

を用いた直線探索により定めることもできるが，ここでは簡単に，変数ご，ま，5，Z，γ，ぴの値が  

正に保たれる範囲で可能な限り大きく選ぶことにする．   

方程式系（2．2）に含まれる相補条件Zご＝〃e児，Vま＝〃e有，Ⅳ5＝〃e几の達成度に対す  

る評価関数として，  

l‡Z五－〃e誹11‡Vト〃e元ルIlⅣ5一匹拙  
¢（ご，f，5，Zフγ，ぴ；〃）   ）   

m  而   
）   

m  

を考える・ただし，‖」いまglノルムである．このとき，十分小さな正の数ど〝に対して，  

（2・4）  ¢（ご，壬，5，Z，γ，叫〃）≦ど〝  

が成立すればニュートン法の反復を終了し，得られた点（ご，壬，5，y，Z，γ，祉′）を方程式系（2．2）の  

解と考える・さらに，関係式0＜ど〃≪朋㍍＜叫▲を満たすパラメータ吼g，殉を用いて，  

条件  

（2．5）  ¢（ェ，ま，β，Z，γ，叫〃）≦叫．。J〃   
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が成立した段階で，現在の〃に対するニュートン法の反復を打ち切る．そして）／Jの値を  

・●小■・／、・、∴・′－、＝、：／り  
／上：’’   

・lJJ一  

により更新し，停止条件（2・4）が成り立つまで再びニュートン法の反復を繰返す［23トこの  

とき，条件（2・5）と〟ゎ′＜吼より，次の不等式が成り立つことに注意しよう・  

¢（∬，ま，β，Z，V，叫〃）／叫。～  
≦一丁ご〃＜〃  － 

・lJ／▲  

・lJJ一－ ′   

以上をまとめると，問題（2．1）に対する主双対内点法のアルゴリズムは次のように書ける．  

アルゴリズムPDIP  

ステップ1初期実行可能内点（ヱ（1），〆1），5（l），y（1），Z（1），γ（1），ん（1））と，十分大きな正の数〃（1）を   

選ぶパラメータ0＜㍉≪叫。J＜朋〝，T∈（0，1）を定め，た‥＝1とおく・  

ステップ2連立方程式  

C△エー月丁△y＋CT△γ＋△て〟－△z＝0，  

月△ご＝0，  

C△∬＋△ま＝0，  

△ご＋△β＝0，  

Z（た）△∬＋ズ（た）△z＝〃（た）eれ－Z（た）ェ（た） 
，  

レ（た）△f＋r（た）△γ＝〝（た）e元一V（た）ま（た） 

Ⅳ（た）△5＋5（た）△Ⅷ＝〃（た）e－r」〝（た）5（た）  

の解（△ヱ（た），△ま（た），△占（た），△y（た），△z（た），△γ（た），△ぴ（た））を求める．  

ステップ3ステップサイズβ（た）を  

がた）‥＝maX〈〃  （ご（た），£（た）75（た），Z（た），γ（た），ぴ（た））  

＋〃（△ェ（た），△ま（た），△5（た），△z（た），△γ（た），△ぴ（た））≧0〉，  

β（た）：＝ 血n（丁岬，1），  

により求め，探索点を次のように更新する．  

（ご（紅1），壬（打1），β（打1），y（た川，Z（紅1），γ（頼1），－〟（紅1））  
：二（ご（た），ま（た），5（た），封（た），Z（た），γ（た），ぴ（た））  

＋β（た）（△ェ（た），△壬（た），△5（た），△y（た），△z（た），△γ（た），△Ⅷ（た））  

ステップ4停止基準  

¢（ご（頼），ま（頼），5（た川，Z（頼），γ恥1），Ⅷ（頼）；〃（た））≦㍉  

が成り立てば終了す．る．  

ステップ5¢レ（れ1），壬（た■1‾1），5（れ1），Z（頼1），γ（れ1），ひ（れ1）；／J（た））≦叫。～〃（た）ならば  

Z（た川，γ（れ1），Ⅷ（打1）；／上（た））  

／J（打力・＝  

・lJl．  

さもなければ〃（打1）‥＝／上（た）とする．た‥＝た＋1としてステップ2へ戻る．  □   
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3． 多品種流問題への適用   

ここではノード集合Vとアーク集合どから成るグラフぢ＝（V，g）上で定義され，コス  

トが品種に関して分離可能な2次関数で与えられる多品種流問題にアルゴリズムPDIPを  

適用することを考える．グラフぢのノード／アーク接続行列をオ，品種郎こ対するノードの  

需要／供給量ベクトルをわゼ，アークのフロー上限ベクトルを祝g，またフロー全体に対する  

アークの容量ベクトルをdとすると，品種数が上の問題は次のように記述できる．  

エ  

目的関数‥ ∑  

ゼ＝1  
〈拉神勅〉→馴  

制約条件‥  Aごg＝むg，   g＝1，…，上，  
ム  

∑J・′・・ニ、′ノ・  
ゼ＝1  

0≦勾≦祝ゼ，   g＝1，…，ム  

（3・1）  

ただし，lV‡＝而，lど‡＝禿で，Cゼは而×禿半正定値対称行列，オはその行が互いに一次独立な  

べクトル盃∴五＝1，…，所，によって構成される而×而行列，んg，わg，d，叫はそれぞれ炉，月而，  

紆，月面のベクトルである．いま，元×禿単位行列をちと書き，m＝上而，m＝上而として，  

一
月
 
 

′
し
 
 
 

＼
」
 
 

．
 

山
 
 

h
…
 
 

／
し
 
 

二
 
 

L
U
 
 

＼
」
 
 

一
A
 
 

ノl二  C＝（ち… ち），   

c＝ （Cl。ムト＝（三），ご＝（‡ト＝（三）  
とおけば，問題（3・1）は問題（2・1）に帰着する．さらに，問題（3．1）の不等式制約句≦叫に  

対するスラック変数を5g∈月面，制約条件オズg＝ら，∬g≦祝ゼ，エg≧0に対する双対変数を，  

それぞれ馳∈月丙，Ⅷg∈府，勾∈上戸とし，   

5＝ 

（三））y＝廿＝甘＝（三）  
とおく・このとき，アルゴリズムPDIPのステップ2で解くべき連立方程式（2．3）は，  

Cg△∬ゼーオ軸‘＋△γ＋△叫－△zg＝0，ゼ＝1，…，ム，  
オ△ごゼ＝0，  g＝1，…，⊥，  

∑た1△ごゼ＋△壬＝0，  
△ごゼ＋△5ゼ＝0，  g＝1，…，ム，  

ろ△ェg＋ズg△zg＝〃e元一ろ∬ゼ，  g＝1，…，⊥，  

V△f ＋r△γ＝〃e元一Vf，  

l垢△5ゼ＋ち△ぴゼ＝〃e元一Ⅵち5g，  g＝1，…，⊥，  

（3．2）  

と書き換えられる・そこで，連立方程式（3・2）を解く具体的方法について考えよう．まず，（3．2）   
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の第4，5，7式より  

l川1卜松原・福島  

△βゼ ＝ －△ごg，  g＝1，…，上，  

△zg ＝ ノ片1（〃e元一ろ（∬g－ト△勺）），g＝1，…，ム，  

△ぴゼ ＝ ぢ1（〝e元一1佑（句＋△βg）），g＝1，…，⊥，  
（3・3）  

を，また，（3．2）の第6式より   

（3．4）  △f＝V－1（〃e有－r（γ＋△γ））  

を得る・いま，Cゼが半正定値対称でごg＞0，5g＞0，Zg＞0パ巧＞0であることに注意すると，  

ち＝ズgちCg＋ちろ＋ズgⅥち， ゼ＝1，・‥，上，   

は正定値対称行列となる．そこで，  

中g ＝ ≡オ1ちち，  g＝1，…，⊥，  

入g ＝ キ1（ち（〃e元一ろごgトち（〃e元一町燕）），g＝1，…，⊥，  
（3．5）  

とおくと，（3・3）の各式を用いて（3・2）の第1式を整理することにより，△ヱgは次式で求めら  

れる．  

（3・6）  △ごg＝勤（オ△裾→加）＋入g，g＝1，‥・，上・  

さらに，（3・6）を（3．2）の第2式に代入して整理すると，  

（3．7）  加♂T△馳＝オ（甘g△γ一入g），g＝1，… ，上，  

を得る・行列元の各行は一次独立せgは正定値対称行列であることに注意すると，連立方程  

式（3・7）の係数行列も正定値対称である．そこで，（3，6）と（3．4）を（3．2）の第3式に代入し，  

（3．7）を考慮して整理すると  

卜麦〈せg－げ（瑚丁）←1叫＋r］△γ  
（3・8）   

上 l●∑   

f1  〈入g－せオ（如才）】1叫〉＋〃e元一Vま  

を得る・結局，連立方程式（3・8）を解いて△γを求め，その結果をもとに（3．4）式により△ま  

を計算する・一方，各品種ゼについて独立に連立方程式（3．7）を解いて軸gを求めた上で，  

（3・6）および（3・3）の各式を用いて△ごゼ，△βg，△勾，△ぴゼを計算すればよいことがわかる．   

なお，アルゴリズムPDIPの反復が進むにつれて，変数ごg，5ゼ，γの成分のいくつかが0  

に近づく可能性がある．特に，問題（3．1）の解において狭義の相補条件が成り立っていない  

場合，すなわち  

ち＝0，り＝0  

であるような添字J∈（1，…，而）が存在するときには，連立方程式（3．8）の係数行列の第J  

行のすべての要素が0に近づくため，数値的に悪条件となるおそれがある．そこで，数値的  

安定性を確保するために実際の計算の場面においては両辺に左から対角行列V【1をかけて   
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式のスケーリングを行い，連立方程式  

573  

丁－1 

小麦〈中g－げ（瑚）叫＋中γ  

＝小麦〈入ゼー中オやげ）】1叫＋肝V£ ］   

（3・9）  

を解いて△γを求めることにする．また，（3．3）の第2，3式および式（3・4），さらに（3・5）の  

各式においては，行列ろ‾1，キ1，V‾1および≡オ1を括り出すことによって，加減算を行う際  

の桁落ちによる計算誤差の発生を抑制している．   

次に，アルゴリズムPDIPのステップ3について考える．いま，  

恥 ＝  maX（均一（£，γ）＋鞠（△f，△γ）≧0），  

勒 ＝ maX（り】（∬ゼ，5g，勾，l〟g）＋り（△ごゼ，△占ゼ，△zg，△ぴg）≧0），ゼ＝1，…，ム，  
（3・10）  

とおくと，りgは各品種郎こついて独立に計算でき，ステップサイズβの限界を与える値りは，  

（3．11）  り＝血n（恥仇，・‥，牝）  

により求められる．   

最後に，アルゴリズムPDIPのステップ4および5について考える．多品種流問題（3．1）  

に対して，方程式系（2．2）の相補条件に関する評価関数¢は  

L！l／′、J・‘／＝訓11ll■／／＝汀l！．1よ川∴、′／＝再l‥1  

＝maX〈呈   
・■車・、／、・ヾ∴′・川・：／J）  

禿  
）   

丙  
g＝1  ⊥J ゼ＝1  

と書き換えられる．しかしながら，このままではmaxの内部にゼに関する合算操作が2箇  

所存在するため，品種ごとに独立に計算できる部分が小さくなってしまう．そこで，  

！…l■／／′′，常  
¢。（f，γ；〃）   

¢g（ごg，5g，Zg，ぴg；〃）   

（3・12）  

〉，  

llろ和一〃e有ル 附隼5ゼ【〃e有Ill  
g＝1，…，⊥，  ’  

JT  JJ  

とおき，各品種＝こついて独立に¢gを計算した上で，少し修正した評価関数  

（3．13）誘（∬，ま，β，Z，γ，l〃；〃）＝maX（¢。（ま，γ；〃），¢1（ご1，51，Zl，叫；〃），‥・，¢ム（ごム，βム，Zいびム；〃））  

の値を求め，収束判定と〃の値の更新を行うことにする．   

4． 前処理つき共役勾配法による連立方程式の解法   

多品種流問題（3．1）にアルゴリズムPDIPを適用したとき，その各反復において，全品種  

に関する情報を用いて定義される連立方程式（3．9）と，各品種ごとに並列的に処理可能な⊥  

個の連立方程式（3．7）を解かなければならない．ここでは，問題（3・1）を定義するグラフぢ  

が大規模かつ疎である場合を想定して，共役勾配法を用いてこれらの連立方程式を解くこと  

にする．   

まず，連立方程式（3．7）について考える．いま，  

殉＝加gオT，   ゼ＝1，‥・，上，  

勤 ＝＝頂（せg△γ一入ゼ），ゼ＝1，… ，⊥，   
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とおくと，所×所行列几ちはいずれも正定値対称で，各△馳はそれぞれ連立方程式   

（4・1）  叫判＝鞄   

の唯一の解叫∈月而として求められる．連立方程式（4．1）に対する共役勾配法は，理論的に  

は係数行列叫の相異なる固有値の数と等しい回数の反復で停止することが知られている・  

しかし実際には，有限桁演算にともなう誤差等により，無限点列を生成する反復解法として  

取扱わざるを得ない場合が多い．いま，行列せgが正定値であることに注意すると，行列朋定  

の対角成分はすべて正である．そこで，朋定の対角成分のみを取り出した行列  

巧＝diag〈釘叫垂〉可…，而  

を用いた対角スケJ）ング（diagonalscaling）と呼ばれる最も簡単な前処理を行って，共役勾  

配法の手続きを実行する際の数値的安定性を確保する．   

連立方程式（3．7）を解くための前処理つき共役勾配法の手続きは，次のように記述される．   

手続きPCGゼ  

ステップ1初期探索点祝皇1）∈炉を選び，許容誤差どg＞0と前処理行列  

βg‥＝diag（かど福豆〉軒．，而  

を定める．また，初期探索点における残差ベクトル  

l） 
Jl）‥＝鞄一喝祝！ 

を計算し，jゼ：＝1とおく．  

ステップ2探索方向㌔）を次のように定める．  

1‘） 諺‘）‥＝巧r㌢．  

ステップ3次式により，ステップサイズα㌢g）を計算する．  

一
心
 
 
山
一
 
 
Ⅷ
胤
 
 
ル
ー
 
 
 

）
 
 
 
 
 
）
 
 
 
 
 
 
 
）
 
 
 
 
 
ヽ
1
－
′
 
 

み
 
・
J
f
 
 
 

叫p㌢′），  
／
し
／
〓
∵
バ
む
 
 
 

㌔
 
 

（f吊 
、  

（
 り

由
 
 

（
 
 

1
 
－
 
′
ノ
 
■
 
）
 
 
 
 
 
 
／
 
 

ステップ4次式により，探索点と残差ベクトルの更新を行う．  

＋1） ＝））） 
：＋α，  

J〃） し‘））   
r ‥＝α   
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ステップ5停止基準  
Ilγ！炉1） 

ll∞≦どgIl鞄Il∞  

が成り立てば終了する．ただし，‖川∞はg∞ノルムである．  

ステップ6ム＝0（mod玩）ならば，か＝ム＋1としてステップ2へ戻る．さもなければ，  

川  
．＿ 

（γヱ榊）丁両  
磨）   

〔fJ′）  

＋1） 
‥＝町1r㌢＋1）＋府）p㌢′）  

により共役方向の生成を行い，お：＝お＋1としてステップ3へ戻る．  

なお，行列殉は，グラフぢの接続行列オを用いて加gオと書けるので，中gを構成する行  
列Cゼが対角行列などの特殊な構造をもっている場合には，手続きPCGgのステップ1およ  

びステップ3に現れる行列叫とベクトルとのかけ算は，グラフの構造を利用して効率的に  

実行できる．   

次に，連立方程式（3．9）について考える．表記を簡単にするため，  

（4・2） 

〟＝V－1卜畠〈中‘一げ（加βTl叫＋斗  
‾1 

（4・3） 

卜麦〈 ヴ＝V－1入g一世オ戸げ）叫＋肝Vま ］  

とおく・せgは正定値対称行列なので，せg＝吋◎gなる正則行列◎‘が存在する．したがって，  

4＝加才，ろ＝左∴釘（ん叫‾1Ag  

とおくと，（4．2）の中括弧の内部は  
‾1 

せg－せオ（如才）殉＝◎J勒  

と書き直すことができる．ここで，灯ろ＝ろとγ＞0，壬＞0に注意すると，行列〃は正  

定値対称であることがわかる．よって，△γは連立方程式  

（4・4）  
〃祝＝ヴ  

の唯一の解祝∈月面として求められる．   

連立方程式（4．4）を共役勾配法を用いて解く場合には，式（4．2）および（4．3）の右辺に含ま  

れる逆行列（加gオ）－1の取扱いが問題となる．ベクトルヴを計算する際には，連立方程式  

（4・5）  
（叫オ）叫＝万人g  

の解毎∈月而を各品種gについて並列的に求め，  

曾＝V」1v（入ゼーせオ愈g）＋梢－Vf 
〈麦 

とすればよい．連立方程式（4．5）は，  

）  

叫＝加gオ，  

鞄 ＝ A入ゼ   
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とおいて，連立方程式（4・1）に対する前処理つき共役勾配法の手続きPCGgを適用して解く  

ことができる．一方，連立方程式（4．4）に対する共役勾配法の第ゴ反復においてステップサ  

イズを計算する際には，行列〟と探索方向p（J）との積  

（（ノ）＝〟p（J）  

を求める必要がある．この場合も，連立方程式  

（4・6）  （加β丁）祝g＝加ゼp（ゴ）  

の解毎∈月玩を各品種＝こついて並列的に求め，  

（（ブ）＝V－1v （せゼpU）一世オ小rp（J） 

〈麦 

とする．また，連立方程式（4．6）を解くには，  

〉  

叫＝加gオ，  
鞄 ＝  オせゼp（ブ）  

とおいて，手続きPCGgを適用する．なお，初期探索方向の計算に必要な行列〃と初期探  

索点祝（l）の積も，各品種郎こついて連立方程式  

（4・7）  
（加βT）祝g＝加g祝（1）  

を解くことにより，同様に求められる．   

ところで，連立方程式（4・5）に対して手続きPCGgを適用した際に生成される互いに共役  
（品  

釣  g），垂≦而，とし，  な探索方向ベクトルをp！1），…，  

ろ＝［d l）…㌔）］，  
ng＝diag伊）〉 

軒，品‘  

とおくと，連立方程式（4．5）の係数行列殉＝加ゼオの逆行列は，  

（叫オ）‾1空ろ吋打  

のように評価できることが知られている［21卜 したがって，  

㌦）＝オp㌢）， J‘＝1，…，句，  

とおくと，  

‾1 

オ（如才）ォ竺オろ吋打オ  

＝ト1）…㌔）］  di喝‡紘，…，品g［…蒜g）］T T   
〈
m
g
∑
炉
 
 

二
 
 

吊  
止  
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を得る・よってオ（加βT）－1オの対角部分は∑；≡1（T㌢））2／㌦）と近似できることがわか  

る．ただし，T㌢g）はベクトル㌦）の各要素を対角成分とする対角行列である．いま，正定値  
対称行列せgの対角部分のみから成る行列を百ゼと書くことにすると，式（4・2）で定義される  

行列〃の対角部分の近似行列として，対角行列  

2
 
 

r
 
 

＋
 
 

ヽ
ゝ
－
ノ
 
 

ー
叫
 
 

＼
〕
 
 

v麦‡  

（
乃
∑
炉
 
 

／
し
 
 

一
叫
 
 

…
叫
 
 

β＝V‾1  

を考えることができる．しかも，ベクトルγ5J‘）は，手続きPCGゼのステップ3におけるか）  
の計算の中で求められるため，行列βの計算そのものはきわめて容易である．   

連立方程式（4．5）は，連立方程式（4．4）に対して共役勾配法を適用する際に，ベクトルヴ  

を計算する目的で最初に一度だけ解かれる．その際に得られた行列βのすべての対角成分  

が正であれば，連立方程式（4．4）に対する共役勾配法の反復において，行列βを用いた対角  

スケーリングに基づく前処理を組込むことができる．   

連立方程式（3．9）を解くための前処理つき共役勾配法の手続きは，次のように記述される．   

手続きPCG   

ステップ1初期探索点鋸（1）∈月面を選び，許容誤差ど＞0を定めてj：＝1とおく．  

ステップ2几ち，鞄を次のようにおく．  

叫‥＝加ゼオ，g＝1，… ，ム，  

鞄：＝ 万人g， ゼ＝1，・‥ ，ム  

各日こ対して並列的に手続きPCGgを実行し，連立方程式  

叫判＝鞄， ゼ＝1，…，ム，  

の解包ゼ，g＝1，…，上，を求め，  

ヴ‥＝V－1v（入ゼ一項旬恒㈲Ⅷ 
〈麦 

とおく．さらに，前処理行列  

）  

β：＝V‾1  

を求める．   

ステップ3几ち，鞄を次のようにおく．  

叫‥＝加ゼオ，g＝1，…，ム，  
鞄：＝ 召せg㍊（1），ゼ＝1，…，ん   
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各ハこ対して並列的に手続きPCGゼを実行し，連立方程式  

叫彗＝‰  g＝1，… ，上，  

の解面g，g＝1，…，上，を求め，  

r（1）叶V－1v（伊－せオ小r祝（1） 
〈麦 

とおく．  

〉  

ステップ4探索方向p（J）を，次のように定める．  

p（力：＝β－1rひ） 

ステップ5几ち，勉を次のようにおく．  

叫：＝加βT，g＝1，…，上，  

鞄：＝ オせgp（J），ゼ＝1，…，ム  

各＝こ対して並列的に手続きPCGgを実行し，連立方程式  

叫彗＝鞄，  g＝1，・‥ ，上，  

の解義ゼ，g＝1，…，エ，を求めi  

（（J）‥＝V－1v（せgp（Jしせオ小rp（J） 
〈麦 

とおく．   

〉  

ステップ6次式により，ステップサイズα（ゴ）を計算する．   

山
”
一
一
…
 
 

）
）
）
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．
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．
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亡
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′
′
／
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′
ヽ
 
 

ステップ7次式により，探索点と残差ベクトルの更新を行う．  

祝（ル1）‥＝ 祝（力＋α（ゴ）p（ゴ） 

γU＋1）：＝ γ（J）－α（J）（（プ）．  

ステップ8停止基準  

lけ（井1）l】∞≦ど－lヴII00  

が成り立てば終了する．   

ステップ9j＝0（mod而）ならば，j：＝ゴ＋1としてステップ4へ戻る．さもなければ，  

（γ（州）丁がγ…  
．＿  

ノブ（ノ）   

ミ（ノ）  

p（丼1）‥＝ 上「1r（舛1）＋βU）p（J）  

により共役方向の生成を行い，j：＝j＋1としてステップ5へ戻る．  ［］   
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なお，実際の数値計算の観点から考えると，アルゴリズムPDIPの初期の段階においては，  

探索点が問題（3．1）とその双対問題の解の組から十分に遠いと考えられるので，連立方程式  

（3．9）を必ずしも厳密に解く必要はない．そこで，実際の計算においては，手続きPCGの許  

容誤差どをアルゴリズムPDIPの反復回数たを用いて  

（4・8）  

のように緩和することにする［2ト   

ど＝maX〈ど。，打た‾1〉  

5． 並列計算機での実行方法   

ここでは，前章までに述べたアルゴリズムを並列計算機上で実行する方法について考え  

る．なお以下では，コスト関数が各枝に対しても分離可能で，グラフぢが供給節点の集合Vl  

と需要節点の集合鴫で構成される2部グラフである場合に限って議論を進める・実際，2部  

グラフ上で定義され，目的関数が分離可能な凸2次関数であるようなネットワーク間題は，さ  

まざまな並列アルゴリズムの数値実験においてしばしば取り上げられている【6，7，8，25，27］・  

このとき，行列Cg，ゼ＝1，‥・，上，は正定値対角行列で，フロー保存を表す式は  

∑（ごg）豆J＝（軋，乞∈叫，ゼ＝1，…，エ，  
J：（豆，J）∈g  

壱：（吏，J）∈g  
∑（ごg）豆J＝（軋，J∈鴫7g＝1，…，上，   

（5．1）  

のように記述される．ただし，わぎ，わグはそれぞれ品種gの供給量ベクトル，需要量ベクトルで，  

，⊥，  ∑（動＝∑（軋，g＝1，‥・                綻VI J∈lち  
とする．さらに，2部グラフぢの接続行列の行のうち，供給節点の集合Vlに対応する部分  

のみから構成される行列をA5，需要節点鴫に対応する部分のみから構成される行列をAか  
と書く．このとき，式（5．1）は  

（Aβごg）壱＝（わぎ）豆，五∈Vl，ゼ＝1，… ，上，  

（A旬）J＝（軋，ブ∈鴫，ゼ＝17… フ上，  

と書き直せる・ところが）各要素が1のベクトルelVll∈が1l ，el堀 ∈帥lを用いると  

（Ag）Te．vl一－（Aβ）Te．鴫．＝0  
となるから，グラフぢの接続行列の行は1次独立ではない．そこで，Aβからその最後の1行  

を削除した行列をjβ，むグからその最後の1要素を削除したベクトルをげとし，問題（3．1）  
のA，わゼをそれぞれ  

（5・2）  オ＝［三三］，わゼ＝（…多），ゼ＝1，… ）上，  

と定める．   

アルゴリズムPDIPのステップ2において連立方程式（3．9）を手続きPCGを用いて解  

く際に，そのステップ2，3および5で各品種‖こついて手続きPCGゼを並列的に実行でき  

ること，また，連立方程式（3．7）も手続きPCGgを用いて各品種gについて独立に解けるこ  

とから，ここで考えている主双対内点法はコントロール並列型のアルゴリズムとみなすこと   
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ができる・一方，大規模で疎な問題を取扱う場面を想定すると，手続きPCGゼに含まれる線  

形代数的な計算をデータ並列型のプログラミング環境のもとで実行することによって，より  

高速な処理を実現することができるものと期待される．そこで以下では，並列型の主双対内  

点法のアルゴリズムを並列計算機上で実行するためのコントロール並列型の計算モデルと，  

共役勾配法の手続きをデータ並列型のプログラミング環境のもとで実行するための具体的方  

策について述べる．   

5．1． コントロール並列型のプログラミング環境での主双対内点法の実行   

互いに独立な手続きを実行できる複数の処理装置をもつ並列計算機上で十分な数の処理  

装置を利用できるという理想的な状況を想定すると，各品種‖こ対して一つづつの処理装置  

を割当て，それぞれにおいて手続きPCGゼを並列的に実行させるという方式が，並列型の主  

双対内点法を実行する最も自然なコントロール並列型の計算モデルである．ただし，手続き  

PCGにおいては，これらL個の処理装置がそれぞれ手続きPCGeを実行することによって  

得た情報を集約した上で若干の線形代数的計算を行う必要がある．また，3章でも指摘した  

ように，アルゴリズムPDIPのステップ3，4において必要となるり，¢の値を求めるために  

は，品種ごとに独立に計算できる侮，みの他に，アークの総流量上限制約のスラック変数ま  

と対応する双対変数γの値によって定義される用い¢。の計算が必要となる．そこで，もう一  

つの特別な処理装置を用意して，品種単位に分割できないこれらの情報にかかる処理を行わ  

せると共に，手続きPCGおよびアルゴリズムPDIP全体の動きを制御する役割をもたせる  

ことにする．以下では，全品種にわたる情報を調整する役割を果たす後者の処理装置をマス  

ター・ノード，品種ごとに独立な処理をつかさどる前者の処理装置をワーカー・ノードと呼ぶ  

ことにする．この並列計算モデルにおいては，ワーカー・ノードの行うデータ通信の相手先  

がマスター・ノードのみに限定されるため，各ワーカー・ノードで実行すべきプログラムは  

まったく同一のものとなる．したがって，コントロール並列型のプログラミング環境を提供  

する多くの並列計算機で採用されているSPMD（Single－ProgramMultiple－Data）型の処理  

機構の上で，比較的容易に実現することができる．また，マスター・ノードを中心としたデー  

タ通信を利用することによって，各ワーカー・ノードの同期をとることも可能である．ただ  

し，マスター・ノードとワーカー・ノードがデータ通信を介して交互に動作する形態となる  

ため，マスター・ノードの負荷が大きくなって並列化効率の低下を招くことのないように注  

意を払う必要がある．   

次に，実際の計算において必要となる様々な情報を，マスター・ノードとワーカー・ノー  

ドのいずれが保持すべきかについて考える．多品種流問題（3．1）を定義する情報のうちアル  

ゴリズムを実行する際に必要となるのは，各品種郎こ対して定められる連立方程式（3．7）に  

現れる行列Cゼおよびオである．したがって，Cgは対応する品種gにかかる処理を行うワー  

カー・ノードが，オはすべてのワーカ叫ノードが保持する必要がある．連立方程式（3．9）に  

もCゼとオは現れているが，手続きPCGのステップ2，3および5において各品種ゼにつ  

いて独立に実行される手続きPCGゼの中でのみ用いられるため，マスター・ノードがその値  

を保持する必要はない・アルゴリズムPDIPのパラメータど〝，喝。∫，吼，Tと，式（4・8）に  

よって手続きPCGの許容誤差を与えるど0についてはマスター・ノードのみが，また，手続  

きPCGgの許容誤差を与えるどgは対応する品種＝こかかる処理を行うワーカー・ノードの  

みがその値を保持していれば十分である．ただし，主双対内点法のパラメータ〃の値は，マ  

スター・ノードとすべてのワーカー・ノードがおなじ値を保持している必要がある．   
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END  

＋：Busy，   －－－－－ ：Idle，  ニさ：MessagePaぷing  

図1：アルゴリズムPDIPを実行する並列計算モデル：上＝2の場合  
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最後に，この並列計算モデルを用いて並列型の主双対内点法のアルゴリズムが実際にどの  

ように実行されるかについて説明する．品種数が2の場合の例を，図1に掲げる．初期実行  

可能内点を構成する各変数のうち，f，γの値がマスター・ノードに，また，ごg，5ゼ，yゼ，Zゼ，ぴゼの  

値が品種ゼにかかる処理を行うワーカー・ノードにそれぞれ保持されているものとする．各  

ワーカー・ノードは，あらかじめ式（3・5）にしたがってせ‘，入gを並列的に計算する．アルゴ  

リズムPDIPのステップ2では，まず手続きPCGを用いて連立方程式（3．9）を解く．手続  

きPCGのステップ2および3では，各ワーカー・ノードが独立にそれぞれ連立方程式（4．5），  

（4・7）の解匂および毎をいずれも手続きPCGgを用いて求めた後，それぞれ入g－せオ愈gお  
よびせg祝（1）一世オ由ゼを並列的に計算してマスター・ノードに伝達する．マスター・ノード  
は，これらの値と変数γ，fの値などを用いてそれぞれヴおよびγ（1）を計算する．ただしス  

テップ2においては，手続きPCGゼの実行中に各ワーカー・ノードにおいて（T㌢））2／㌦）の  

値を累積しておき，百ゼ一面g（∑芸≡1（T㌢‘））2／㌦））面gの値を並列的に計算してマスター・ノー  
ドに伝達する．マスター・ノードは，これらの値と変数γ，fの値を用いて前処理行列βを  

求め，ステップ4にしたがって探索方向p（J）を計算し，各ワーカー・ノードに伝達する．ス  

テップ5では，各ワーカー・ノードが独立に連立方程式（4．6）の解義gを手続きPCGgを用い  

て求めた後，せgpU）－せオ元ゼを並列的に計算してマスター・ノードに伝達する．マスター・  
ノードは，これらの値と変数γ，fの値などを用いて（（ゴ）を計算する．以下，手続きPCGの  

ステップ6から9までは，マスター・ノードが実行する．   

なお，手続きPCGを適用して得られた連立方程式（3．9）の解△γは，次に解くべき連立  

方程式（3・7）の定数ベクトルを計算するために各ワーカー・ノードに伝達されるので，アル  

ゴリズムPDIPの2反復目以降で手続きPCGを実行する際の初期探索点としてこの値を用  

いるならば，マスター・ノードから各ワーカー・ノードへ初期探索点の値を改めて伝達する  

必要はない・また，アルゴリズムPDIPの最初の反復で手続きPCGを実行する際には，0な  

どの自明な値を初期探索点として用いればよい．各ワーカー・ノードは，マスター・ノード  

から伝達された△γの値をもとに，手続きPCGgを用いて連立方程式（3．7）を並列的に解く  

ことによって△馳の値を計算する．さらに，△ェg，△βg，△zg，△叫の値も，（3．6）と（3．3）の  

各式を用いて並列的に計算する．一方，マスター・ノードは，式（3．4）を用いて△まの値を計  

算する．   

アルゴリズムPDIPのステップ3では，式（3・10）にしたがってマスター・ノードが恥を，  

各ワーカー・ノードがりgをそれぞれ並列的に計算する．各ワーカー・ノードから侮の値を  

伝達されたマスター・ノードは，式（3．11）にしたがってりの値を計算し，さらにそれを用い  

て決定したステップサイズ♂を各ワーカー・ノードに伝達する．これをもとに，変数f，γの  

値はマスター・ノードで，また，エg，5ゼ，yg，勾，ひgの値は各ワーカー・ノードで並列的に更新  

される・アルゴリズムPDIPのステップ4についても同様に，式（3．12）にしたがってマス  

ター・ノードが¢。を，各ワーカ叫ノードが¢gをそれぞれ並列的に計算する．各ワーカー・  

ノードから¢どの値を伝達されたマスター・ノードは，式（3．13）にしたがって否の値を計算  

し，収束判定を行う．まだ収束していないと判定された場合には，アルゴリズムPDIPのス  

テップ5にしたがってマスター・ノードがパラメータ〃の値を更新し，各ワーカー・ノード  

にその値を伝達する．   
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5．2． データ並列型のプログラミング環境での共役勾配法の実行   

データ並列型のプログラムを実行できる並列計算機の最も基礎的な機能として，いくつかの  

部分（segment）に分けられた配列に対して，部分配列ごとにその要素の値を累積（segmented－  
add－SCan）したり，各部分の片端の要素の値をその部分配列全体に複写（segmented－COpy－SCan）  

する処理がある【26トこれらの機能を組合せると，その非零要素を行または列を単位とした  
部分に分けて1次元配列に格納した大規模行列に対して，ベクトルとの積などの線形代数的  
な計算を効率的に実行することができる．いま，行列Cゼは対角行列と仮定しているため，大  

規模な多品種流問題に対して並列型の主双対内点法を実行する場合には，前処理つき共役勾  
配法の手続きPCGおよびPCGeのいくつかのステップにおいて現れる行列オまたはその  

転置行列オとベクトルの積を計算する方法が問題になる．一般に，ある行列とその転置行  
列の双方についてベクトルとの積を上の二つの機能を用いて実現しようとする場合には，行  

の単位を表す情報と列の単位を表す情報を用意した上で，行を単位とした場合の1次元配列  
への格納順と列を単位とした1次元配列への格納順との問の対応関係を示すボインタ情報を  

作成して，二つの順序で格納されたデータの整合性をとる必要がある．ところが，ネットワー  

クのノード／アーク接続行列は各列に非零要素が2箇所だけ存在するという特殊な構造を  

もっているため，行を単位とした1次元配列への格納順のみを考え，おなじアークに対応す  

る二つの非零要素間の対応関係を示すボインタ情報を保持しておけば，所期の目的を果たす  

ことができる．実際，行列とベクトルの積は上述の機能を組合せることによって得られ，転置  

行列とベクトルとの積も，各配列要素においてボインタ情報を用いて転送されてきたデータ  

との和をとることによって実現することができる．ただし，ボインタを用いたデータ転送は  

配列要素間の1対1通信となるため，処理系によっては他の演算に比べて負荷がかかる場合  

がある．なお，行列オの非零要素の値はすべて1であるため，積をとるべきベクトルをおな  

じ長さの1次元配列に格納し，その配列上でこれらの操作を行うだけでよい．   

接続行列の非零要素数は，グラフぢのアーク数tどlの2倍である．そこで，アルゴリズム  

の実行にあたっては，必要となる各変数をその長さが21どlの1次元配列に接続行列の行，す  

なわちグラフのノードを単位とした順序で格納する．例えば，ごgなどのアークに関する変数  

の各要素はそのアークの供給節点と需要節点に対応する2箇所に，また，ygなどのノードに  

関する変数の各要素はそのノードに対応する部分配列全体におなじ値を保持する．なお，す  

でに述べたように，2部グラフの接続行列はその行が一次独立とならないため，需要節点の最  

後の一つに対応する行を削除してオとしている．そこで，あらかじめ各1次元配列の最後  

尾にある部分配列の各要素を当該演算の単位元に設定し直すことによって，行を削除した場  

合とおなじ結果を得るようにしている．   

簡単な例を用いて，具体的に説明しよう．ぢを】Vll＝4，l城l＝3，lどl＝10で，供給節点  

Ⅵに関する接続行列Agと需要節点坑に関する接続行列Aβがそれぞれ  

111  

11  

’11 1  

11  

’1  1   1   

1  1  ’1   1  

1  1   1   

．l・ヾ  

Aβ  
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で与えられる2部グラフとする．このとき，アークに関する変数をご∈ガ斗ノードに関する  

変数をy∈月6として，2種類の積  

封1＋y5  

yl＋y6   

yl  

y2＋y5  

封2＋y6  

封3＋y5  

y3＋y6   

y3  

y4＋y6   

y4  

∬1＋ご2＋∬3  

£4＋エ5   

ご6＋ご7＋ご8  

ご9＋ご10   

ご1＋ご4＋ご6  

∬2＋ご5＋エ7＋ご9  

オー1′′  
．  

ノ1J：二  

を求めることを考える・接続行列の行の単位を表す情報を格納する論理配列をSEGM，接続行  

列の列の二つの非零要素間の対応関係を示すボインタ情報を格納する整数配列をSEⅣD，変数  

ごの値を格納する実数配列をⅩⅧL，変数yの値を格納する実数配列をWALとするとき，長  

さ20の各1次元配列にはそれぞれ次のようなデータを保持する．   
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 論理配列SEGMは，左から順に見ていったときに，値Tをもつある要素から値Tをもつ次  

の要素の直前の要素までの部分に，接続行列のおなじ行，すなわちグラフのおなじノードに  

対応する要素が格納されていることを表している．実際，実数配列YVALのおなじ部分配列  

に含まれる要素には，変数yのおなじ成分の値が保持されている．ただし，Aかの最終行に  

対応する各配列の最後の部分は実際の計算に用いる行列扇では削除されているため，実数配  

列ⅩVALおよびYVALの該当部分には0を格納している．実数配列ⅩVALに対して，論理配  

列SEGMが示す部分配列ごとに和を計算し，その結果を実数配列YVALとおなじような形式  

で格納すれば，オ∬が得られることは明らかであろう．一方，整数配列SEⅣDは，当該要素に  

格納されているデータとおなじアークに関する情報が，他にどの番号の要素に格納されてい  

るかを示している・例えば，整数配列SEⅣDの第4要素は12であるが，実数配列ⅩVALの第  

4要素∬4とおなじデータがⅩVALの第12要素にも格納されていることを確かめることがで  

きる・さらにこのことから，実数配列YVALの第4要素y2と第12要素的との和は，オyの  
第4要素となっていることもわかる．したがって，実数配列YVALの各要素を整数配列SEND  

の対応する要素が示す位置に転送し，その位置にあるWALの要素との和をとれば，実数配列  

ⅩVALと同様な形式で格納されたがyの計算結果を得ることができる．   
グラフぢが2部グラフとは限らない一般のネットワークである場合は，接続行列元の非  

零要素のうち，流出側の節点に対応する要素の値が－1となっている．そこで，上に示した  

4つの配列のほかに長さ20の論理配列ⅣODEを用意し，各アークの流出側の節点に対応する  

要素にはT，流入側の節点に対応する要素にはFを格納する．そして，ⅩVALの部分配列の和  

またはYVALの要素の転送を行う前に，論理配列ⅣODEの対応する要素の値がTである要素  

の符号を反転しておけばよい．   
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6． 数値実験結果   

ここでは，エイ・テイ・アール人間情報通信研究所が保有する並列計算機CM－5上で行っ  

た数値実験の結果について述べる．CM－5は2のべき東個の処理ノード（processingnode）  

から構成される大規模並列計算機である．各処理ノードは，標準的なSPARCプロセッサと  

合計4個の浮動小数点演算用のベクトル・ユニットを搭載しており，そのピーク性能は128  

MFLOPSと評価されている［19］．また，各処理ノードには8Mbyteのローカル・メモリが  

4個装備されており，大規模なデータの取扱いが可能であるとともに，データ・ネットワーク  

を介して各処理ノード問で1対1のデータ通信を行うことができる．したがって，処理ノー  

ド全体に分散された大規模なデータに対して一斉に処理を行うデータ並列型のプログラムだ  

けでなく，メッセージ受渡し（messagepassing）などの機能を提供するライブラリーを利用  

することによって，各処理ノードがそれぞれ独立に処理を行うコントロール並列型のプログ  

ラムを実行することもできる．しかも，後者の並列計算モデルにおいては，各処理ノードご  

とにデータ並列型のプログラムを実行することも可能であり，前章で述べた並列計算機上で  

のアルゴリズム実行の各方策を容易に実現することができる．   

数値実験には32個の処理ノードをもつCM－5を用い，一つの処理ノードをマスター・  

ノードに，そして，残りの処理ノード群をワーカー・ノードに割当てた．したがって，最大31  

品種までの多品種流問題を解くことができる．各処理ノードにおいて実行するプログラムの  

コーディングには，データ並列型のプログラミング言語であるCMFbrtran［18］を用いた．  

CMFbrtranは，配列要素同士の演算を並列的に実行したり，配列要素の移動や部分和の計算  
を高速に実行できるように開発されたFORTRAN系統の言語であり，各処理ノードにおい  

て実行しなければならない大規模で疎な連立方程式に対する共役勾配法の手続きを，効率的  
に処理できるものと期待される．また，ソフトウェア・ライブラリーCMMD［20］を用いて  

各処理ノード問でのメッセージ受渡しや同期を取るための処理を行い，コントロール並列型  

の計算モデルを実現した．   

数値実験を通じて，アルゴリズムPDIPのパラメータは  

ど〝＝10‾6，弧。∫＝300，叫＝500， T＝0・995  

とし，〃の初期値として〝（1）＝1000を選んだ．一方，手続きPCGgにおける許容誤差は，  

どg＝10－6フ  ゼ＝1）… ）上）  

とした．また，式（4．8）によって手続きPCGの許容誤差を与えるど。の値は  

ど0＝10－6  

とし，アルゴリズムPDIPの5反復目以降では許容誤差どが常に10‾6となるようにしてい  

る．さらに，手続きPCGeおよびPCGの初期探索点は，いずれもアルゴリズムPDIPの1  

反復目においては0，以後はアルゴリズムPDIPの前反復で当該手続きを適用した際に得ら  

れた解を用いている．また，線形代数的な計算の実行にあたっては，5章で述べた2部グラ  

フに特化したデータ構造と手法を適用した．なお，実験はすべて倍精度計算により行った．   

テスト問遭としては，2部グラフぢ上で定義されるランダムに生成された多品種流問題  

（3．1）を用いた．ただし，行列Cゼは正定値対角行列とし，オおよびむgは式（5．2）のように定  
めた．また，大規模なテスト問題を効率的に生成するために，文献［7，司に述べられているの  

と同様な方法を用いて，テスト問題そのものもCM－5上で並列的に生成している．すなわち，   
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まずグラフぢが連結となるように2max（l嘲，l戦け本のアークを規則的に張った後，アー  

ク数がlどlとなるまで，ランダムにアークを生成する．一方，アルゴリズムPDIPのステッ  

プ1で必要となる初期実行可能内点を得るための特別な手続きが要らないように，次のよう  

な方法で問題の生成を行った．まず，各品種の平均的なフロー∬gとスラック変数5g，まおよ  

びこれらに対応する双対変数zgとびゼ，γを，いずれも区間［1，100］の一様乱数で生成する．  

また，フロー保存の等式制約条件に対応する双対変数馳を，区間ト50，50】の一様乱数で生成  

する・そして，これらの値をそのまま初期実行可能内点（ご（1），壬（1），β（1），y（1），Z（1），γ（1），∽（1））と  

する・さらに，各品種のコスト関数に含まれる2次の係数行列Cゼの対角要素を，区間【1，10］  

の一様乱数で生成する．このとき，方程式系（2．2）の最初の4式に対応する関係式  

弟祈車 刊＋句－Cゼごg＝んg，g＝1，…，エ，  

A句＝わg，  g＝1，…，上，  
エ  

∑木＋壬＝d，  
′二一▲1  

g＝1，・・・，エ，  ごg＋βg＝祝ゼ，   

を用いれば，問題（3・1）の係数ベクトルたど，わゼ，祝g，g＝1，‥・，エ，とdを求めることができる．  

様々な大きさの問題に対するアルゴリズムの性能を確かめるために，各ノードの平均次数が  

16および8であるような問題について，グラフのサイズと品種数を変化させながら数値実  

験を行った．只体的には，供給節点と需要節点の数は同一とし，それぞれ512から4096ま  

で，アーク数は8192から32768まで，また，品種数は4から28まで変化させた．したがっ  

て，問題（3・けの変数および（変数の上下限制約を除く）制約条件の数にして，それぞれ最大  

917504（＝32768×28）および262144（＝4096×2×28＋32768）の規模をもつ問題まで解  
いたことになる．   

数値実験の結果を表1に掲げる．表の各欄の数値は，各サイズの問題に対して乱数の種  

類を変えて生成した5つの問題例に対する結果を平均したものである．この表をもとに，ま  

ず2部グラフぢのサイズを固定した場合の品種数と計算時間の関係について考える．一例  

として，供給節点と需要節点の数がそれぞれ4096，アーク数が32768の場合を図2に示す．  

多品種流問題（3．1）において，変数の総数およびアー クの総流量上限制約を除く制約条件の  

総数は，いずれも品種数いこ比例して増加する．一般に逐次計算機を用いて最適化問題を解  

く場合には，変数および制約条件の数で規定される問蓮サイズが大きくなるにつれて，比例関  

係以上の割合で計算時問が増加する．したがって，ブロック構造を利用せずに問題（3．1）を  

直接逐次計算機で解こうとすると，品種数の増加に伴って急激に計算時問が増加すると予想  

される．ところが，図2からもわかるように，提案したアルゴリズムの並列計算機CM－5に  

よる実行時間の増加は品種数に対してほぼ直線的で，その増加率も比較的低く抑えられてい  

る．よって，ここで提案した並列型の主双対内点法は，各品種ごとに一つづつの処理装置を割  

り当てることができるという条件のもとで，多品種流問題（3．1）を効率的に解くことができ，  

その傾向は品種数が多くなるはど顕著になるものと考えられる．内点法の反復回数は，グラ  

フのサイズと品種数の増加にともなって徐々に増大しているが，いずれも30回以内に抑え  

られており，良好な振舞いを示していることがわかる．また，△γに関する連立方程式（3．9）  

の反復回数は，その変数の数であるグラフぢのアーク数や品種数が増えるにしたがって若干  

増加している．さらに，次数8の問題の方が次数16の問題に比べて多少反復回数が多くな  

る傾向がみられる．しかし，いずれの場合も8回から25［司程度の反復で解けており，前処理   
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表1：2部グラフ上の多品種流問題に対する数値実験結果†  

2部グラフのサイズ  

（l佑l，l坊】，l引）  

反復回数  

内点法（共役勾配法け）  

4   19・2（141・0）   483．86  

8   20・8（189・2）   631．82  

12   22・2（233・0）   774．62  

（512，512，8192）  16   22．8（269．4）   895．06  
20   23・2（306．2）   1022．67  

24   23・4（328・8）   1112．54  

28   23・2（344・6）   1189．32   

4   20・0（157・0）   1223．56  
8   22・0（211・4）   1614．08  

12   23・6（262・6）   1988．46  

（1024，1024，16384）  16   24・2（3PO・6）   2286．73  
20   25・4（341・4）   2612．25  

24   26・0（372．4）   2885．42  
28   26・4（403・2）   3156．00   

4   21・8（173・6）   3328．04  
8   25・2（247・8）   46（泊．58  

12   26・0（301・0）   5505．11  

（2048，2048，32768）  16   26・6（344・0）   6261．19  

20   27・4（3舗・6）   7058．96  
24   28・6（437．6）   8013．86  

28   28・0（455・0）   84（裕．38   

4   18・0（183・8）   790．80  
8   20・0（256・4）   1080．97  
12   21・2（321・4）   1341．68  

（1024，1024，8192）  16   22・4（377．0）   1580．88  

20   23・0（425・4）   1801．50  

24   23・6（480・6）   2059．37  

28   23・6（523・2）   2255．40   

4   19・2（203．0）   2081．05  

8   21・4（279・4）   2811．49  

12   23・2（357．8）   3558．55  

（20亜，2048，16384）  16   24・0（415．4）   4126．40  

20   25・2（477・6）   4751．79  

24   25・6（527．6）   5291．17  

28   26・4（582．0）   5893．77   

4   20・8（231■6）   5888．91  

8   24・2（326・8）   8197．79  
12   25・4（402・4）   9930．85  

（4096，4096，32768）  16   26・0（472・0）   11552．58  

20   27・2’（549．0）   13450．14  

24   27・6（610・4）   14996．18  

28   28・8（706・4）   17336．92   

†表の各欄の数値は，各サイズのテスト問題の5つの問題例に対する結果の平均である．  
††共役勾配法の反復回数は，△即に関する連立方程式を解くための反復回数の累積である  
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図2：品種数と計算時問：供給節点と需要節点の数が4096，アーク数が32768の場合  

がきわめて有効に働いているものと考えられる．実際，4章で述べた連立方程式（3．9）に対  

する近似的な前処理を行わない場合には，共役勾配法の反復回数および全体の計算時問がい  

ずれも約2倍となった．なお，3章の最後でも指摘したように，探索方向△uを連立方程式  

（3．8）により計算すると，問題（3．1）の解において狭義の相補条件が成り立っていない場合に  

は数値的悪条件に陥る可能性がある．実際，（3．8）に対して手続きPCGと同様な前処理つき  

共役勾配法を適用した場合には，内点法のアルゴリズムPDIPの探索点が（3．1）の解に近づ  

くにつれて，共役勾配法の反復回数は急激に増加し，最終的に100倍以上の計算時問を要す  

る例が多く観測された．例えば，供給節点および需要節点の数を512，アーク数を8192，品種  

数を4として生成したあるテスト問題において，連立方程式（3．9）に対する手続きPCGの  

反復回数は内点法の全反復を通じて10回以下にとどまり，計算時問は472秒であった．これ  

に対して，連立方程式（3．8）を前処理つき共役勾配法により解いた場合は，その反復回数が内  

点法の第15反復において133軌第17反復以降は8200回余りに達し，56637秒もの計算  

時問を要した．この例からも，連立方程式（3．9）において，対角行列V‾1による式のスケー  

リングが有効に動作していることがわかる．   

なあ連立方程式（3．7）および（3．9）を係数行列の分解に基づく直接法で解くためには，各  
ワーカー・ノードおよびマスター・ノードにおいて非常に多くの記憶領域が必要となる．そ  

のため，各処理ノードが保有するローカル・メモリの容量が32MbyteであるCM－5におい  

て，おなじ問題を直接法を用いて解くことは不可能であった．また，本アルゴリズムを逐次計  

算機上で実行した場合との比較も行わなかったので，今回の実験で得られた計算時間そのも  

のについて評価することはできない．文献【8】には，双対理論と近接点法の考え方を組合せ  

ることによって得られる並列アルゴリズムをデータ並列型の計算モデルを用いて実現し，単  

一品種の輸送問題を解いた数値実験結果が示されている．それによると，例えば4096個の供   
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給節点および需要節点と32768本のアークをもつ問題が，32個の処理ノードから構成される  
CM－5上で5．68秒で解けている．並列化効率が100％であると仮定すると，1個の処理ノー  
ドでは約182秒かかる．また，品種数が28の場合に計算時問も単純に28倍になると考えれ  
ば約5090秒で解けることになる．一方，交互方向乗数法という並列アルゴリズムを用いる  

と，64個の処理ノードをもつCM－5上でおなじ規模をもつ単一品種の輸送問題が5秒足ら  
ずで解けることも報告されている【7卜しかし，これらの方法はいずれもそれ自身が高度な  
データ並列型のアルゴリズムであり，その計算時問はCM－5の超並列計算機としての構造的  
特徴を活かした実行方法によって得られたものである．これに対して，本論文で提案したア  
ルゴリズムはコントロール並列型の処理を骨格としており，CM－5の処理機構における制約  
により，マスター・ノードが複数のワーカー・ノードとの間でやり取りするメッセージを逐  

次的に処理せざるを得ない．したがって，処理ノード間でのメッセージ受渡しあ方法を改善  
することができれば，本数値実験で要した17337秒という処理時間は大幅に短縮され，他の  
並列アルゴリズムと同等な性能を発揮できるものと期待される．   

7． おわりに   

本論文では，分離可能な2次のコスト関数をもつ多品種流問題を解くための並列型の主  
双対内点法を示した．アルゴリズムは，品種に関して独立な連立方程式を解くことに帰着し，  
コントロール並列型の計算モデルを用いることによって並列計算機上に実現できる．また，  
問題のグラフ構造を利用すると，各連立方程式は，データ並列型のプログラミング環境のも  
とで共役勾配法を用いて効率的に解くことができる．さらに，内点法の反復において探索点  
が非負領域の境界に近づいた場合に陥る数値的悪条件や桁落ちにともなう計算誤差の発生を  

解消するための方策と，複雑な係数行列をもつ連立方程式に対する共役勾配法の前処理行列  
を近似的に計算する仕組みを組込むことによって，大規模で疎な問題を実用的な反復回数と  
計算時問で解けることが確かめられた．   

数値実験では，探索点が実行可能内点を逸脱しない範囲でステップサイズをできるだけ大  
きくとるという方針を採用した．しかし，主双対内点法や対数型の障壁関数に基づく内点法  
アルゴリズムに対しては，現在も様々な直線探索の方法が検討されており岡，その実現方法  
を工夫すれば，並列型主双対内点法においてもその反復回数をさらに削減できる可能性があ  
る．また，相補条件の緩和度を示すパラメータ〃の更新についても，問題のサイズや構造に  
応じた適切な方法を選択することによって内点法の収束を速めることができるものと考えら  

れる．このような実用上の工夫とその検証が今後の課題である．   
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