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Abstract. Optimization problems for non-linear systems often involve those cases 
which preclude the assumption of uni・modality of the objective functions. The methｭ
odology has been so far developed with regards to optimizing of multi-variable mu1tiｭ
modal objective functions. It has , however, failed in guaranteeing the global maxima or 
minima of solutions. 
This study is an extension of the search method previously developed by the 

author for single-variable multi-modal functions to multi-variable multi-modal objecｭ
tive functions. The algorithm presented in this paper searches the global optima' 佖der 
the Lipschitz condition. 'It provides the approx泊lation of the global optima and the 
upper bound of the global maxima. Through numerical tests , it is shown that the 
algorithm efficient1y produces satisfactory results. 

1.まえがき

非線形最適化手法については今日まで多くの研究が左されて Wるが，大域解であるととを保証する

決定論的を方法はまだ報告されてW左凶ょうである (6J 。古〈から非線形最適化問題に対して適用で

きると考えられてWた方法には極値探索法と呼ばれるものがあるが，とれんのほとんどが探索領域内

で目的関数の単峰性を仮定しているものであり，多峰性関数(ては適用が困難~ものである。その中で

多峰性関数K適用できる方法としてはランダム探索法 (4 J. 修正ランダム法( 11J，完全探索法 (5J ，

それに多峰性関数の探索領域を分割して各領域内では単峰性を仮定し，各領域内で単峰の場合の手法

を用いるタプレーション法 (8 J 左どが駒T られる。乙れらの方法では得られた解が大域解である乙と

の保証が与えられ左円ばか b か，探索効率の点からも改善すべき点があるように思われる。特K峰の

数や変数の数が増せば増 Tほど効率が悪( 7i:ると予怨される。

乙れに対し，最近の研究では極値線をネッ卜ワーク伏に探索する手法 (7 J. (9J. 峰を分離する方

法(l 2J. 関数のあてはめによる方法【 10J .微分方程式の軌跡、を追跡する方法Cl J. (2J. (3J. 
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ランダムサンプリングi去に人間の判断を組み入れた方法(1 43 をどがある。乙れらの方法も得られた

解が大域解であるという保証を与えるととは困難であるように思われる弓

本研究はじ 13J で述ベアヒ方法を多変数多峰性関数l'ζ適用できるよう拡張したものであり，連J涜 li':J('ζ

微分可能;j:多変数多峰性の目的関数を有界閉領域巧で最大化し ft 11"'場合に適用できる有効な探索ア

ルゴリズムおよび計算結果を示す。1.1:な本研究での最適解(目標値脅指ナ)とは E 工学上での最滝解で

ある包すなわち，工学上は真の大域的最大値 J-Jまと λ，と差の，ま 1ハ解〔本論文ではその保証を与えて凶

る)が得られれば良いのである。

2. アルコリズムの基本的な考え方

2 ・ 1 記号の説明

アルゴリズムの基本的な考え方K ついて述べる前V[本研究で考察する問題を設定し，ぞとで使用す

る記号の定義をしてな乙う。

我々は白的関数を最大化ずる乙とを考えるか，最小化し1L V>場合[ては目的貿数のf守号を変換すると

と Vてより容易陀最大化問題と在るので，本研究では最大化問題のみにつ円て考える。

目的関数ヱコ一般的念形を Y= f ( X) , X = (X1 • X2 X n ) とし .fは連続的 l乞微分可

能ず左わち f(X) εC' (Sn であるか又は g(X) ξCl (Q)によって f(X) ニ I g (X) I と長わ

される関数である。ここで探索領域f2は九次元区間; (α l' b , X(a2' b 2 )x ・・・・\く a" b π) 

であるっとのとき目的明数が大域的最大値と右'る点をX帯二 (X; ， X;. ・・， az;) とすれば，点

X場 lてなける目的i羽数の値(真の最大値 ) Y ーは，

と左る。

r-= f( X ‘ )=maxf(X) 
XE:;:Q 

探索領域f2 は探策アノレコリズムの反復どと K小さ左領域;て分割され，我々は分割された小領域のこ

とを分割 'J、領域と呼ぶっアルゴリズムの第 k反復になげる各々の分割小領域は点pk=(pt , pt , 

• p~) を中心とする九次元気i形A ( pk ) であり，次のような集合である。

A(pk)={(ql' Q2.' • qn)EQ: I q ι 一川区北了 1. 2. 九)

ここで. f i = h i α i ( 1 • 2. ・・・・. n) である。

2 ・ 2 探索方法の着眼点

我々は与えられた目的関数がど人左形、伏をしているかが全く分からなくても，目的関数を最大にした

いという必要性にしばしば直面する。この場合，適用できる方法の l っとして古くからよく知られて

いる冠全探索法 L 格子点探索法〉を挙げることができる。 ζの方法!:ì各変数とと K定義域を分割し，

そのメッシ i をノトさくすることにより精度を高めようとする方法である。しかし1.1:がら， ζれにはコた

き左欠点が 2 つある。 1 つは，ハぐらメッシュを細かくしても， 1専られた解が大域解であるという保

証を与えることができ:をいことであり，もう 1 つは，解を計算する際K大型コンビュータを利用する
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としても記憶容量なよび計算時間は有限であるから. !:3的関数の変数が多いものKつw ては適用が困

難である。そ ζでこれらの欠点を克服するために. Llpschitz 条件を活用する。

簡単のため 2変数。場合の Lipschitz 条件KつWて述べる。

定義1. 関数/とその定義域52にのみ依存する定数 L>Oが存在して，任意の 2 点 (X1 • Yl) , 

(X 2 'Y2) ε52c R2 が与えられたとき，つねに

( 2 ・ 1) 1 f (引， Yl )ーf(X2 ， Y2)1 壬 L ・ II(X 1 ， Yt>ー (X2 • Y2) 112 

を満足するとき，関数/は Lipschitz条件を満たすという。そして乙の L を Lipschitz定数 c呼

ぶ。こ乙で 11 ・ 11 2 は 2 次元 Euclid ノノレムを示 t( 2 ・ 3 を参照)。

不等式( 2 ・ 1 )は変数の数が増えても同様に拡張できる。定義 l を利用すれば，大域性を保証1. 2 

・ 4 を参照)し左がら近似解を得るととができる。で lま具体的にどのよう K して探索を行なえばよい

かを次に示す。

探索領域。を図 1 で示した領域( 52 は正方領域である必要は 11 < .α i ， b i は負でもよい)とする。

点 Pl は各辺Zコ中点を結んだ交点，す 11 わち探索

-
円
。Il
l
i
-
-
-ー
卜h

M
 

82r一一ーー

- X, 。

b , 81 

図1. 探索点の生成( 2 変数。場合)

図 2. 探索点の生成( 3 変数の場合)

領域 52の中心点であり，点 P1 Vてな円て収東条件

( 2 ・ 4 で述べる)を満足してい左ければ分割

を行左う。このとき，点 P 1 VL対して 4 個の探索

領域が生成され，それぞれの中心点( P2 ・ Pa • 

P4 • P5 ) が新しい探索点と在る。これらの探

索 ~VL対して，探索点を含む領域をさらに分割し

て探索する必要があるかを調べる。以下同様の議

論をすすめて，収束条件を満足すればアノレゴリズ

ム d停止する。 3 変数の場合 lては，図 2 のように

探索点 1 個;て対して 2 3 個の探索点が生成される 3

探索万法は n 変数の場合でも 2 変数の場合

と同じやり方でよい。

本研究では. Lipschitz 条件を利用して探

索する必要のない領域は各反復ごとに捨てており，

これがアルゴリズムの効率を良くしている。
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2 ・ 5 分割小領域内の最大半径

2 • 2 では探索領域Q をある判断基準の下で探索領域の分割を行なうととを示した。この節では，

その判断基準Kつwて述べる準備として，分割小領域内の最大半径について述べる。図 3 で示したよ

う VC ，点 pk を中心とする分割小領域A (pk) 
H, 

., 

図 3. A (pk) 内の最大半径

(たとえば図 1 で斜線を付けた領域を考えればよ

い)内の任意の点 R と中心点 pk との距離を ρ

(p , k , R.) とすれば， ρ (pk ， R) の最大値を与

える点ば，図 3 よ D 明らかに，対角線上の点 R3

である。乙の ζ とは，すべての分割小領域につw

ていえる。ととで A (pk) 内の点 pk を中心と

する最大半径を求めて訟とう。

本アルゴリズムの第 l 反復(すなわち第 j 回目

の分割) VC ;t，ける分割小領域 A (pJ) 内の最大半径Mj は，

( 2 ・ 2) M;={( 全) 2 十 L6)ZJ
，、 2 J 2 J 

で表わせる。ただし ， ßl h 1 一 α1 • ﾟ2 h 2 一 α2 である。とれは 2 変数の場合であるが，

n変数の場合は次のように在る。

(2 ・ 2) I Mlz{iA 〔会) 2 } 2 (ム =h i -ai. 1.2. .....九)
2 ・ 4 探索領域分割のための判断基準(大域性の保証)

本アルゴリズムは，大域解を含む可能性のある領域につのてのみ探索を行左う。乙とで重要左とと

は，ある分割領域に対して，さらにその領域を探索する必要があるか左いかの判定を正し〈行左うと

とである。乙の判断基準と走って Wるのが次の定理 l である。

主主土 f/i) を第 j 反復にないて生成された探索点 p{ (その個数をへとする) VC $'ける関数
(0 

値 . f~むを第 j 反復までの最大値( 3 ・ 2 のステップ 3 を参照). L を L ipschi tz 定数とする。

第 J 反復K なける各分割小領峡A (P{ ) 内の f~ j) に対して，

( 2 ・ 3)fJ1iL>fij) 十 L.M j (i 1.2 ，..一， ml)

と在る /P があれば， pf を含む分割小領域 A (Pf ) 内同fよ;L ょ b も大き念値が存在しか。

〔証明) 任意の点 REA(p{) をとれば，定義 1 より，

( 2 ・ 4) f (R) -f (P{ ) 孟 L • Mj 

が成立する。乙れを変形すれば，

( 2 ・ 5) f(R) 三 f (Pf ) + L • Mj 

と目。不等式( 2 ・ 3 )を満足する//) ~;存在すれば，

( 2 ・ 6) f(Pf) 十 L ・ Mj くfよiL
であるから，不等式( 2 ・ 5 )と( 2 ・ 6) よ!J . 
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(2.7) f(R) く fよ;L
である。 Q.E.D.
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乙の定理 l は Lipschitz 定数 L の利用によ!J ，捨てる領域を決定できるととを意味しているの

す左わち， Branch and Bound 法の陰的列挙に相当するものである。本アルゴリズムの良さは完

全探索法などと異左!J .探索領域全域を実際K調べを〈ても陰的[そ調べている点(つまり，捨てる分

割小領域の中にはそれまでの暫定解よりも大き念値を与え左いととが証明される点)1'[ある。

3. アルゴリス。ム

5 ・ Lipschitz 定数の求め方

本アルゴリズムは，定義 l で述べた L ipschi tz条件を活用するので， Lipschitz条件が成 9立

つよう左 Lipschitz 定数を求める必要がある。乙の Lipschitz 定数の最小値が得られれば良いの

であるが，乙 11 は一般に困難である。本研究の目的は与えられた多変数多峰性の目的関数を最大化す

るととにあるので，最ノトの Lipschitz定数を求める必要はむJJ したがって，とこでは l つの
Lipschitz 定数を求めるための l つの方法を述べるとと Kする。

/を連続的[そ微分"Tiîg 左目的関数，.Qを探索領域である九次元区間としたとき，

( 3 ・ 1) If(X) 一f (Y) 1 亘 L 0 11 X _. Y 11 f 0 r a 1 1 X , Yεa 

と在る l つのを数L を求め究円。そのために次の考察をする。

X , Y ε R n (X ;6 Y) を任意K とって固定し z=( Zl.z2' ・・・・. Z 九) とおけば，平均値

の定理よ!J , 

r..". (!.. 8f 
( 3 ・ 2) f ( X 十 Z)=f(X)+j; Zk ・一一(町 + 8 Zl ・ X2 +8z2 ・ ・・・・，

. k;:;1 θXk 

Xn 十 8z n ) (0 く Oく 1 ) 

を得る。したがって， (3 ・ 2) 式を変形して両辺を 11 z 11 で割!J. Chaucy -S chwarz の不等式を

適用すれば，

( 3 ・ 3 ) 

( 3 ・ 4)

を得る。よって，

If(X 十 Z)-f(X)1 ____.~ 
三五 (E 1 一一一 ( X1 十 8z1 • X2 +8Z 2 • 

11 Z 11 た1θヤ

Xn+tjZn) 12 ) 2 (0 く Oく 1 ) 

孟rnax Cﾈ 1 :!. (υ) 1 2 戸
υ三，Q ι=1 vwk 

L35jmax  L 2144(U)|2九 L
υE三.Q広=1 1- 山 l

1)文献 (13) では. Lipschitz 定数の与える影響について考察がなされており，これによれば最適(すなわち

最小)な定数が得られなくても，アノレゴリズムにはそれ程大きな影響を及ぼさないことが示きれている。この

ことは多変数の場合についてもいえる。
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と左る定数L は l つの Lipschitz 定数である(本アノレゴリズムでは不等式( 3 ・ 5 )の等号が成 b立

つ数値を採用して円る)。

5 ・ 2 探索アルゴリズム

2 で述べた考えK基づ〈探索の具体的計算手順は次のとな b である。

ステップ 1 : (初期値設定) Lipschi tz 定数 L ， 変数の数. Stopping Rule 定数 ε ，各変数の

(1) • 

定義域，最初の探索点Xi を入力し← 1. j = 1. mJ. とする。

ステップ 2 探索点吟j)(iC なける関数値 f~)=f(lP ) い 1 ， 2 ，…・ . m j ) を求める。

ステップ 3 ステッフ 2 でね}吃バ)の中での巌大値/L;; を見フける;
r(l) 

f(J)z{f z (j=1)  
max madmqfV).f(14)](jE2) 

i主主 l;;三三mj

ステップ 4 分割小領域 A (.:J{)) 内の最ー大半径 1'.1 j を求める。

ステップ 5 : (収束の判定) J駅東判定のための条件式;

日ιI ~ � 

を満足すれば，ステップ 7へ，満足し念い場合 lてはステップ 6 へ進む。

ステップ 6 : (探索領域の改巻)

fL;L 壬 fV) 十 L ・ 1'.1 j

を満足するよう左点時)を含む領或を全て見つけ J <- r 十 I と置き換え.探索点:r(P( i = 
1. 2. ・・・・ ， mj を決定し，ステップ 2 へ戻る。

ステップ 7 : (計算終了)真の最大値 y. は，

(j) ~ ". _~ r (j) fmax 豆 y. 三 /ι

。
るみ3hリ出を,J M
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5 ・ 5 韻差評価

本アルゴリズムの特徴の 1 つは誤差評価:ができる乙と Kある。探索アルゴリズムが第 k 反復で終了

したものとすれば 3 ・ 2 のステップ 7 より真の最大値 Y・は，

r(k) ~ v.~. r(k) 
( 3 ・ 6) f ~~~ 三五 Y 主主fmax + L ・ 1'.1k 

の範囲日る。以下 fよ註 >0 として議論を進めるとと Kする。不等式( 3 ・ 6) の辺々から人法L
を引 lずば，

( 3 ・ 7) 0 手 y. -fよ:;孟 L ・ 1'.1 k
と左 !? .相対誤差は，
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Iy._r(k) I IL ・ M L. I 
( 3 ・ 8) I___J ma2L 1 主三 1-一一一こー|

y. y・!

と左る。不等式( 3 ・ 8 )では y. が未知・であるた~rð1Wl とも計算ができないのそ乙で fJJ; 豆 Y・

を利用す 11.ば，

( 3 ・ 9 ) μとl=Ht1

317 

が成立するので，右辺は相対誤差の上界である。よって，本アルゴリズムでは相対誤差の評価ができ

る。一万， fL:: く」りの場合には，不等式( 3 . 6 )の右辺を不等式( 3 . 8 )に適用して，

I L . M ,. I L ・ M/..

( 3 .10) ロτム!っ fL2+L7itfk!

を得る。乙の，右辺げよ;よく O の場合の相対躍のと界と左る。またI~ιo の場合同，相
対誤差詐価ができ左いので目的関数にある正の定数を加え不等式( 3 ・ 9 )による相対誤差評価で収束

の判定を行なうか 3 ・ 2 のステップ 5 を 1Iム;i--/包~I ￥ éVC置き換える ζ と K よりアルゴ
リズムシよび相対誤差詐価の議論辻一般性を失わ:ま加。

4. 数値実験

tr. VC示す 5 つのテスト関数 L すべて最大値を見つけることを目的として阿る ) vc つW て本ア Jレ =1' リ

ズムを適用した。テスト関数 (1)-(4) は参考文献 C lO J からの引用であり，表 l なよび表 2 では文献

C lO J での計算結果と本ア Jレゴリズム K よる計算結果との比較が示してある。計算K使用したコンビ
-2 

ュ一揖は IBM370/M168 である。テスト関動 5)氏関しては，アルゴリズムの停止定数を ε==，1 0 

L すなわち，相対誤差の最犬値:が 1 %以内であるととを示t")としているの

くテスト関数>:

(1l 11 (x , y) 25EXP{-20(Xー O. 3 ) 2 - 1 8 ( Y -O. 7 ) 2 

十 23EXP{-17(Xー O. '5 5 ) 2 - 1 9 ( Y -O. 2 5 ) 2 

(2) ん( X. Y ) 1 8 E X P { -1 5 ( x -O. J ) 2 - 2 0 ( Y -O. 7 ) 2 } 

+19EXP{ ー 2 2 (Xー O. 2 7 ) 2 - 2 0 ( Y ー 0.2 5 ) 2 

十 17EXP{-20(Xー 0.7 5 ) 2 ー 1 6 ( Y -O. 3 ) 2 } 

(3) 13 (x. y ) 1 5 E X P { -2 0 ( x -O. 3 ) 2 - 2 2 ( Y -O. 3 ) 2 } 

十 1 7 E X P { - 1 9 ( x -0.7 5 ) 2 - 1 5 ( Y -O. 2 5 ) 2 

十 1 4 E X P { -2 3 ( x -O. :2 5 ) 2 - 1 8 ( Y -O. 7 5 ) 2 

十 1 6 E X P { - 2 0 ( x -O. '7 ) 2 - 2 0 ( Y -O. 8 ) 2 } 

(4) 14 (x , y) = { 1 - 1 0 0 ( x - O. 1 5 ) (♂ー 0.3 5 ) ( x ー O. 5 ) ( xー O. 9 5 ) } 

X{l-lOO(y ー O. 1 ) ( :v -O. 3 ) ( Y -O. 6 ) ( Y -O. 9 5 ) } 
(5) 15 (x , y , z) = 1 s i n x + cos Y 十 sin x . cos z 1 十 100
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く探索領域>:

(ll~(4X'Lつwては( 0 , 1 J x ( 0 , 1 J , (5)は( -3. 5 , 3. 5 J x ( -3. 5 , 3. 5 J x ( -3.5 , 

3.5 J である。

くLipschitz constant>; Ul 5~.93 ， (2) 68.31 , (3) 138.2 , (419.5 , (5)2.45 

表 1 の相対誤差をみれ，ば分かるとなり，本アルゴリズム Vてよる精度の方が優:11.て;\:，~ 9 ，表 2 で示し

2) 
たように探索点の数はそれほど多〈ない。表 3 ではテスト関数(5)の計算結果を示してあるが，探索ア

ルゴリズムの反復回数は 5 回，計算時間 (CPU Time) は O. 3 8 秒である。乙の場合，真の最大値

y・は分かつてv> るが，本ア λ/ ゴリズムでは下界と上界が求まるので Y. は 1 0 ~. 9 6 4 8 7 三五 Y ・さ

1 03.62 1 4 8の範囲に必ず入るととが保証され Y. が未知の場合 Vては威力を発揮するものと思わ

れる。テスト関数(5)vL完全探索法を適用し，表 3 で示した計算結果と同じ精度の解を得る陀は 29.791

個の探索点を必要とした。本アルゴリズムでは 1.161 個の探索点であったから完全探索法の約 3.88

0/0 で済むととが分かるコ

表1. テスト関数(1l~(41に関 Tる計算結果の比較表(注)

じと竺 1.11 (2) (3) (4) 

X 0.30 078 0.27734 0.7 4 2 1 9 0.80 469 

計算結果(l) y 0.69922 0.2 5 3 9 1 0.25781 0.8203 1 

f 2 5.0 6 1 9 5 1 9.3 20 0 2 17.29747 4.80 0 1 2 

X 0.2980 0.2755 0.7 485 0.80 6 5 

計算結果佃 y 0.6979 0.2500 0.2 5 1 5 0.82 29 

f 25.052 1 9.3 1 5 1 7.2 9 1 4.789 

x 0.301 0.2750 O. 7 4 2 0.807 

真 の 解 y 0.699 0.2 5 4 0 0.253 0.8 2 2 

f 25.062 1 9.3 2 1 1 7.3 0 3 4.800 

!Jlの相対誤差 (吻 0.00020 0.00507 0.0 3 1 96 0.0 

四の相対誤差 (吻 0.0 3990 0.0 3 1 0 5 0.0693 5 0.22917 

CPU Time (l) L秒) 0.25 O. 1 6 0.1 9 0.2 4 

(注)(l)は本アルゴリズム K よる計算結果を示し，四なよび真の解は久保田・北森(lOJ による。

テスト関数 (4) では，本アルゴリズムで得らt1.'ft結果の方が真の解で示されている値よ b も大

きな関数値が得らt1.たけれども，とれは計算機内での有限桁計算の関係だと思われるの CPU

Time は本アルゴリズムK よる計算時間である。

2) この計算結果(1.久保田・北森の方法と比較したものである泊三表 2 の(注)で示したように，比較の方法は久

保田・北森によるアルゴリズムの結果と同等もしくはそれ以上の精度の解が得られたところで我々のアノレゴリ

スeムを打ち切った場合，どれだけ探索点を必要としたかを考えている。
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ランダム探索法'

多変数多峰性関数に対する最適値探索法の研究

(注)
表 2. テスト関数(1)-(4)の探索点比較表

iJ) (2) (3) 

8 5 11)9 65 

85 97 89 

590 9 () 6 76 4 

319 

(4) 

8 1 

7 4 

3 0 4 

(注) ー印は文献(lo] から引用した。本アルゴリズム陀よる探索点は，表 l の計算結果(JU で

示さn tc.値よりも良w値を得るまでに必要とした探索点の偶数を示 T。

表 3 テスト関数(~))の計算結果

x y z f(X , y , z) 相対誤差(吻

理論値 -1.57 U 80 , -3.14159 , 。 103 

計算結果 -1.53125 , -3.28125 , -o.:~ 1875 1 0 ~.9 6 487 0.031067 

一1. 53125 ， -3.28125 , 0.2 1 875 1 0 ~.9 6 4 87 

-1.53125 , 3.28125 , -021875 1 0 ~.9 6487 

-1.53125 , 3.28125 , 0.21875 1 0 ~.9 6 487 

5. あと方S き

本研究は一変数多峰性関数の大域的最大値探索 (1[ 関?る手法を多変数多峰性関数V亡適用できるよう

拡張したものであるが，数値実験結果を見れば分かる工うに，実用上充分左精度の解が得ら11. tc.。本

アルゴリズムの大き;を特徴は次の 3 つであるの

①得られた解が大域的を解(最大値)の高精度.1:近似値であるととの保証を与えている。

② 大域的最尺値〔一般に未知)の下界bよび上界を希望の精度で定める乙とができる。

@ 相対誤差の評価ができる。

今後の研究課題としては，目的関数の種類 11[より探索領域の分割方法を考慮する必要があるとと，

bよび変数が大幅に増加した場合K起こる困難(記憶容量，計算時聞の増加 7まど)に対する考慮，

Lipschitz 定数の各反復ごとになける改善左どが残されている。また昭和 5 2 年 3 月 1 8 日の日本

OR学会春季研究発表会Kて，北海道大学関口恭毅助教授より本研究と Branch and Bound 法と

の関連KつW て有益，まるコメントを頂きまし 7をととf'q鰯1 し.今後この方面の研究も進めた加と思っ

ている。

最後に，日頃ど指導を賜わって wる本学田口玄一教授左らびK有益.1:助言を与えて下さった論文審

査員の方々 K深〈感謝致します。
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