
日本オベレーションズ・リサー子学会論文誌

Journal of the Operations Research 

Soc iety of J apan 

Vol. 19, No. 4 , December , 1976 

一変数多峰性関数に対する最適値探索法の研究

青山学院大学正道寺 勉

AN ALGORITHM FOR OBTAINING A GLOBAL OPTIMUM 

FOR ONE VARIABLE MULTI-MODAL FUNCTIONS 

TSUTOMU SHOHDOHJI , AoyamαGαkuin Univers ity 

(Received August 25 , 1975; Revised April 13 , 1976) 

Abstract. This paper attempts to exp¥ore the a¥gorithm of a new method for so¥ving 

non-¥ i near optimi zation probl ems. The study focuses on the method for obtai ni ng 

maxirrum or minimum value for one variable rnulti-modal function. It is shown that 

the algorithm developed here can be applied to solving the problem to optimize any 

objective function defined on a bounded closed interval which satisfies the Lipschitz's 

condi tion. 

The traditional optimizing methods deal primarily with the uni-modal objective 

function for obtaining optimum value. This paper studies the method to obtain the 

global solution for multi-modal objective function. This algorithm , through using 

the Lipschitz's constant , can determine the upper limit of the obtained solution and 

evaluate the relative error to the true optimum value. This algorithm makes use of 

the relative error stopping ru¥e. The accuracy of the solution 司 therefore ， does not 

depend on the form of the objective function , 

This method can also be applied to some of the separable objective functions in 

the fixed charge problem. Numerical tests with the algorithm produced fairly 

sati sfactory resul ts. 

1. はじめに

現在のところ，非線型最適化手法1)は単峰性 (unimodality) の目的関数にのみその適用が限ら

れているので，多峰性 (multimodality) の目的関数になれば大域的 (global) な最大値ま

たは最小値に必ずしも到達するとは繰らない。一般に一変数，多変数を問わず従来の最適化手法は，

得られた解と真の解との誤差がどれ位であるかの保証がないので，真の解の上限または下限を定めるこ

とができないという欠点がある。それでは実際問題への適用が充分でないと思われる。

多変数多峰性関数i乙関する研究は， Branin , F.H. , Jr. (2) , (3) の微分方程式を解くこ

とにより大域解を得ょうとする方法や津田・佐藤 (1 2) によってなされたランダム・サンプリング

による方法2) などが挙げられる。しかしながら，現在のところ決定論的 (de terministic )な立場で

の研究はあまりなされていないようである。
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296 正道寺 勉

一方，一変数多峰性関数に関する研究は， B r en t , R. P. C 4 )に紹介されているが，本論文は

これとは本質的に異なった理論によるものであり，竹内(11)の提案した方法をさらに発展させた

ものである。特に，一変数多峰性関数の最適化問題に対して，最大値を探す有効なアルゴリズムおよ

び数値実験結果を示す。

本アノレゴリズムは，有界閉区間で定義される目的関数をリプ乙ノ ':1 ツ条件 C Lipschi t z' s 

condition) の下で最大または最小にする場合に適用するが，その応用範囲は広いものと思われ

る。また本アルゴリズムは， リプ乙/':1 ツ定数 CLipschitz's constant) を使用することにより

目的関数が少なくとも探索区間内では単峰性が保証されていなければならないという従来の一変数探

索法の致命的欠点を取り除くことを第一の目的としている。その上，本アノレゴリズムでは，従来のア

ルゴリズムのような区間幅による Stopping Rule を定めずに，真の解と得られた最良解3) との最

大相対誤差による S t 0 pp 1 ng Ru 1 eを定めてあるので， アノレゴリス・ムが収束して得られた最良解の

精度が目的関数の関数値に左右されることがない4)。目的関数の種類によっては，いくら最良解の存

在する区間幅を縮めたところで真の解との誤差が縮まるとは限らないことがある。実際問題では，目

的関数の目標値との誤差がどれ位であるという情報の方がはるかに重要であることが多い。

本アルゴリズムの特徴は，

1 ) 得られた最良解は，大域的な最良解であることが理論的に保証されている。

2 ) 得られた最良解と真の解との誤差評価が可能である。

というこ点であるが，数値実験の結果も良好である。

本論文のアルゴリズムは， 目的関数が一個の独立変数で定義され， ftつリプ乙/':1 ツ条件を満足する

ような連続関数を制約条件なし(ただし，独立変数の定義域l乙関する制約は制約条件とは見なさない

ものとする。)の下で最大化する場合に適用する。目的関数が多変数関数の場合には，ある条件を満

足すれば，本アルゴリズムの適用が可能であることを第 7 章にて示す。

2. 問題設定

2 ・1. 最適化問題の定式化

一般に乙ノスデムの最適化問題は，①制約条件付最適化問題と②制約条件なし最適化問題とに大別で

きるが， この二つを定式化すれば(問題 1 )および(問題 2 )のようになる。

(問題 1 ) 最大化 f C X) , X= C Xl , X2 , ・・・・・ X D ) 

制約条件 ん‘( x ) = 0 , g j( X) 三五 0 ，

( i = 1 , 2 , ・・・・・， m) ， Cj=1 ， 2 ， ・・・・・， p) 

X C: E D, m 三五 n 

ここで，関数f ， h i , g j は連続な実数値関数である。また ED は n 次元ユークリアド空間を示

す。これらの記号は(問題 2)"でも同じ意味で使用する。

(問題 2 ) 最大化 f ( X ), x = (Xl , X2 , ・・・・・ X D ) 

制約条件 X C: ED 
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制約条件付最適化問題は，ある種の変換5)により，制約条件なし最適化問題に変換することが司能

である。その上，制約条件なし最適化問題を解く手法は，制約条件付最適化問題を解〈手法として利

用されることが多い。

2 ・ 2 最小化と最大化

最小化問邑例えば m i Il~ f ( X )は ma 人{一 f ( x) }を用いることにより，容易に最大
XCE" xCE 他

化問題に変形することができる。ここで注意しなければならないことは，最大化問題に変形して得ら

れた最大値を元の最小化問題にあてはめる場合には，符号を反転させねばならない。すなわち，

m i o_f (x) = -ma x_ ( -f (X) }である。以上のことを考慮して，本論文で扱う最適化問
XC  E'. X C  E" 

は，目的関数における変数の定義域に関する制約条件は別として，制約条件なしの最適化問題に対し，

目的関数の最大値を求める場合のみを考えることにする。

2 ・ 5 一変数最適化問題

現在の一変数最適化手法は，目的関数が少なくとも探索区間内において，単峰であることを大前提

においている。それ故，多くの探索点(または試行点)を用いてそれらの探索点に対応する関数値を

比較する一様探索法で得られた解には大域的な最良解であるという保証は与えられない。一般に黄金

分割探索法， フィボナッチ探索法，ニュートン法などを多峰性関数の最適化問題に適用したならば，

大域的な最適解が得られないことがある。本論文では，目的関数が多峰性関数の場合に有効なアルゴ

リズムの提出を試みる。

3. アルゴリズム

5 ・ 1 慨要

与えられた実数値連続関数 fEC 1 (a ， b) を，制約条件なしの下で最大化することを考える。こ

のとき，関数 f にのみ依存する定数Lが存在して，任意の Xl , X2ε(a ， b) に関して，

( 3 ・ 1 ) I f ( Xz )ー f ( X 1 ) I 壬 L.I Xz -xll 

が成立するものとする。ここで L は， リプ乙ノァツ定数と呼ばれる定数である。

関数 f ( X )を閉区間 (a ， b) 内で探索する場合には，定数 Lを決定せねばならない。リプν ァ

ツ定数L の決定の仕方については第 6 章で述べる。

探索区間内における点列を( X i } i = ~ とすれ1':1'.点列( X i }l 日 は，
1 = 0 'i = 0 

( 3 ・ 2) Xl =a+ Xh , =0 , 1 , ・・・・・ n ) 

で表現できる。ここで h は閉区間( a , b) を n 等分した値である。すなわち，

( 3 ・ 3 ) 

であり a=xo ， b=x. となる。

多蜂性関数の最適化に際して最も重要なことは，真の最適値(大域的最適値)を見逃がさないこと

である。

閉区間 (a ， b) が n 等分されたそれぞれの区間内で，不等式:
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( 3 ・ 4) If(xi+l) ー f ( X i )1 壬 L . I X i +1 -X i 1 , = 0, 1, …・・ n)

が成立する。不等式( 3 ・ 4 )は，閉区間 (Xi ， Xi+l)( i=O , 1 , ・・・・・ n )での最大値

が L ・ X 1+ 1 - X i I で定められていて，

( 3 ・ 5)min{f(X iH) , f(X E))6)+L-lx i+1-x tl , 

( i = 0 , 1 , ・・・・・ n ) 

を決して超えないことを示している ο

( 3 ・ 2 )式より容易に IXi+1 -Xi I =h , (i=O , 1 , n )であることがわか

る。

ここで，

( 3 ・ 6) y i 二 f(x ， l ， (i=O ， l ， ・・・・・ n ) 

とし Y 0 , Y 1 , ・・・・・ y" の中での長大値を Y とすれば，

( 3 ・ 7 )子￡ m a x  f(x) 壬， ma  x { mi n ( Y i + 1 , Y i ) + L X h} , 
xε0・向

( i = 0 , 1 , ・・・・・ n ) 

( 3 ・ 8 ) 三子 +LXh

が成立するO この証明は第 4 章にて示す。

関数 f ( X )の貞の最大値はt (3 ・ 5 )式より，

( 3 ・ 9) Y 三 mi n( Y i 十 l ， y ， )+LXh ， (i 二 0 ， 1 , ・・・・・ n ) 

を満足するような 1 に対する閉必間 (X " X 叶 1 ) の中に必らず存在することがわかる。探索が

初期の場合には，不等式( 3 ・ 9 )の成立する閉区聞は複数個存在する。探索が進むにつれ， これら

の閉区閣のみについて再び n 等分すればよい 7 ) 

最終的には，真の最大値が存在する変数の閉区間および真の最大値が必らず含まれる闘数値の範囲

(すなわち，下限値 α と上限値 9を〔 α， 13) のょっに示す。)を得る。これらの数値は，それぞれ

不等式( 3 ・ 9 )と( 3 ・ 7 )から計算される。

5 ・ 2 計算手)1頂

リプ乙/，:;-;1 定数 Lによる最適値探索アルゴリズムは，次のようになる。

ステァプ 1 初期値設定および予備計算

a , b , L , n の値を入力する。

探索昼間( a , b J を n 等分し，モれを区間幅 h と定める。

ステップ 2 :探索点 Xi とそのときの関数値 yi をそれぞれ Xi =a+  Xh , yi =f  (Xi ), 

( i = 0 , 1 , ・・・・・ n )として計算する。

ステァプ 3 関数値 Yi の中での最大値 YSTARを求める。

YS  TAR=max ( f (x(~))}8) ，( i =0 , 1 , ・・・・・ n ) 

ステップ 4 収束の判定

収束の判定条件は，得られた最良値による相対誤差により定めており，相対誤差が 10-3 以下にな
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ればアルゴリズムは終了する。収束の判定条件を

満たさなければステップ 51乙進む。

ステップ 5 最大値の推定

真の最大値を下まわらない上限値YMAXを求

次に YSTAR と YMAX とを比較し， YSTAR 

壬 YMAXならば YGREAT=max( YMAX) 

之テッ7" 3

ステップ l

める。

YMAX=min (y(‘3), y(:)+1 }+Lﾗh , ミテップ Z

( i = 0 , 1 , ・・・・・ n ) 

を計算する。

ステップ 6 傑索区間の改善

はじめの探索区間( a , b J より小さな区間

9) 
( x ;て 1 ， X � *] が定まる n これは通常復数個

存tEする。これを再び n 等分する。そのときの区

間幅 h を h ← h/n ， また n ← n+(YSTAR

三五 YMAXを満たす [ri]数)として， ステップ 2 へもど〆50

えテッ7" 4

Z テップ 5

実テッ7" 6

図 1 探索アルゴリズム

4. アルゴリズムの理論的考察

一変数関数 f ( x )に閲して， ( 3 ・ 6 )式で決まる関数値を考え回目の探索における関数 f

( x )の評価値をそれぞれ yiU ， J:¥ …・・， JJli とする。以下同僚にして 2 回目以降は， di) , 

N , …・・， 必 , (t 二 2. 3. …・， k) となる。ただし mt 豆町 ( t = 1 , 2 ，・・

, k) である。

ここで，閉区間( a , b J における関数 f ( x )の最大値を求めることを考える。まず記号を次の

ように定める。

定義 1 ・

( 4 ・ J )子(αmax
。士五 d 三五 ffik

(α) y'? , (α= 1 , 2" 
、
‘
，
ノ

L
U
H
 

( 4 ・ 2) y = max f ( x ) 
a 三三 x "'ζ b 

( 4 ・ 3) h(α)=lJ12 ーよ)1 ' ( i =0 , 1 , n) , (α= 1 , 2 , ・…， k) 

とおき，不等式( 3 ・ 4 )のリプシッツ条件の下では，次の定理 1 が成立する。

定理 1

( 4 ・ 4 ) 子 (α)壬?壬 max (min (y(r) , y(;all ) +L  X h(α) }, ( i = 0 , J , …・・， mυ，

( αJ ， 2 , ・・・・・， k) 

( 4 ・ 5 ) 三五子 (αI+L X h(α\ ( α1 ， 2 , ・・・・・， k) 
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証明:

定義 1 を用いて不等式( 3 ・ 4 )を書き替えれば，

( 4 ・ 6) It~)+ ， -y(f)1 壬 L I x(tl , 一点) 1 , ( i = 0 , 1 , …・・ n ) , 

( α1 ， 2 , ・・・・・， k) 

となる。ゆえに，

( 4 ・ 7 ) 
r ..(α) ..1 α) 

y 三五 ml n (y'i', y'i 't, 
口三五 1 三五 m~

、
，
，
，
，

L
u
u
 

q
G
 

t
・
-
晶

一
一

α
 

〆
t
‘
、

α
2
 x

 

i
'
+
 

α
-
E
 X

 
L
 

+
 

、
、
，
ノ

( 4 ・ 8 ) 壬ζmax

O三玉 1 三五 mk

, α

・
・

(
 vd 

〆
s
‘
、n

 

i
 

m
 

-
-ｭ

h
J
+
 

a
a
 

vd 
) + L X h(α) }, ( α= 1, 2, ・・・・・， k) 

( 4 ・ 9 ) 三五 max 
os 1 三ζmk

( y(~) ) + L X h(α α= 1 , 2 , ・・・・・， k) 

= �(a)+ L X h(a1, ( α1 ， 2 , ・・・・・， k) 

Q.E.D. 

よって，定理 1 により得られた最大値(推定値)は，真の最大値を超えないことが示された。

( 4 ・ 10)

内
f
u

E
U
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〈
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'
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l
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m
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を
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'
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〈
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目
/
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目
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。
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と

J
1
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ム
大

(
O
X
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誤

k

一

ズ
最

f
/
h

一
'
あ
の
=
八
y

リ
の
=
川

r

で
解

α
/
h

一

f

ゴ
真
《

y
'
A
y
x

値
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で

O

析
ル
'
は
〔
の
れ
式

界
ア
り

)
A
X
)

間

1

ら
)
)

釦
の
よ
1

点

2

区
る
一
得
4
3

日
間
2
1

・
る
・
閉
す
'
・

語
-
理

5

え

5
る
足
に
4
5

5

定
(
与
(
な
満
次
(
(

E

を
と
を

y (it L ) + L X h (叫} - ÿ( 時
0 三二 I smk 

となる。相対誤差は( 5 ・ 3 )式より，

?-5(h)mixlmi  n(ylp, y1hlH 
O 三五一一一一一 三玉 0 云 a 三三 mk

，、

( 5 ・ 4 ) Y 

) + L X h(t) } _ �(t) 

<
y 

となるが， このままでは不等式( 5 ・ 4 )の右辺の値は定まらない。定理 1 より， 子(匙)壬;であるか

ら，これを不等式( 5 ・ 4 )の右辺の項に適用すれば，

max (mi n (割引， Y12 )+Lﾗ h(k)}-H 
os i 三ζm.

八

y ( 5 ・ 5 ) 
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主ζ

max 
O 三三 I S;;m k 

{min (y(~l ， y(仏 )+LXh(t)l 一件)

子(匙)

が成立する。この不等式( 5 ・ 5 )の両辺は計算可能である。よって相対誤差民

( 5 ・ 6 ) 

ー(匙). I 
O 壬 Iy二三一I~I

けl

』


-v' l
 

L・

h
u
 

ﾗ
 

I
U
 +

 

、
、
，J

、
1
+

k

z

E

 
y
 

h

t

 
Vy 

d
 

〆
，
‘
、m

 

{
 』m

 

x
/
ζ
己
詮~ 

a
t
 

m
/
ζ
h
一

A
U
 

1ア，

のようになる。第 3 章で述べたアルゴリズムでは，不等式( 5 ・ 6 )を収束判定条件に使っている。

すなわち，第 k ステァプで探索が完了したので，

( 5 ・ 7 ) 

max 
o 壬 i 三三 ffik

, k
s
 

y
 

〆
'
E
、
、n

 
l
 

m
 

{
 

y( ~)+ 1 ) + L X h (吋)一子(匙)
-3 

話 10
子(-) 

を満是している。

目的関数の最適値が大きな場合，または小さな場合には本アルゴリズムの収束事j定条件では，収束

回数が大幅に異なると予想されるけれども， 目的関数を変形させることにより解決する叩

6. リプシッツ定数の決め方

本ア/レゴリズムにおいて重要なリプν ッツ定数の決定について述べる。

最適化問題:

最大化 y=f(x) , f(x)εC 1 (a , b) 

ただし， f ( x )はリプ乙/ツツ条件を満足する関数hこ限る。この問題を解くにあたって， リプ乙/':1

ツ条件を使用するのであるが，それに付随するリプレッツ定数L は不等式( 3 ・ 4 )より，

( 6 ・ 1) 1f(Xi+. )ー f ( X i )L ~L ， (i=O , 1 , ・・・・・ n ) 
X i +1 -X i I 一

となり，定数 L を決定する目安になる。

リプ乙/':1 ツ定数 Lは，不等式( 6 ・ 1 )の左辺に平均値の定理を適用すれば求まる。すなわち，

L ミ |f ( x i +. )ー f ( x i21 = I.-!( x i +. )ー f ( X i~I 
IX�+1 -Xil Xi+1 -X -1 

( i エ 0 ， 1 , ・・・・・ n ) 

( 6 ・ 2 ) 1 t' { X i + (j ( X i + 1 -X , ) ll , 0 < (jくし ( i = 0, 1, ・・・・・ n ) 

( 6 ・ 3 )よ EL?ふJ 1c' (Xi)l , (i=O , 1 ，・…・ n ) 

となるから， リプν ッツ定数 L は，

I f' ( X )1 壬 L<..∞( 6 ・ 4 ) ~UtC::， bJ 
を満是する数であればよいことが分かる(関数 f ( X )が必らずしも微分可能ではない連続関数であ

るとき( 6 ・ 4 )に対応する評価式を作ることは容易である。)。

本アルゴリズムの効率の良さは， リプ乙ノッツ定数L の選択にかかっている。すなわち， リプレッツ
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表 2 を見れば分かるpossible" に近ければ返い程収束が速くなる。しかし，定数L が“ b e s t 

我々のアルゴリズムの収速性に本質的な影リプシッツ定数が少々 i的大に決められたとしても，通り，

次possible ではない一つのリプν ッツ定数は，必ら Fずしも b e s t 響はあらわれない。そして，

の例題で示す通り比較的容易 lζー求められる 11 )。

1 6) 

に関するリプ乙/ツツ定数 L は，次の通りであるQ

jf'(x)j le-X(cosx-sz 九 x ) I 豆 le-xl'lcosx 円九 xl

壬 I e- x ト ( I co s x I + I s z 九 x I ) 

xt= [0 , f ( x )二 e -~，・ sz πx ，〔例題〕

( 6 ・ 5 ) 

6 ・ 4 )及び( 6 ・ 5 )からリプ Lノッツ1 6) を考慮に入れて不等式(ハ
U

r
!
t
、

となる。探索区間 xε

1 t' (x)1 壬

定数 L は，

+Isz n x I ) } 

x
 

s
 

A
U
 

C
 

m_1!: _ x _ _, { I e -x I ・( I co s x I 
ε(0 ， 1の

，
，
，
、
、

x
 c

 

ロ1 a x 
XE(O，吋

( 6 ・ 6 ) 
足立。?16〕

I )壬 L

max  
xε(0 ， 1の

三五

ロ1 a x 
xε(0 ， 16) 

+ 

ここで各項のとり得る最大値を考えてみれば，となる。

I e _x I =, I e 0 I = 1 

!?_~_X..， I sz 九 x I 二 m l!: _x Icosxl=l 
ε(0 ， 16) I Xε(0 ， 16) 

これらを不等式( 6 ・ 6 )に代入すれば， リプ乙/ツツ定数 L は，

ロ1 a X 
xε(0 ， 16) 

L 孟 1 ・ (1+1)=2 ととなり，

求められる。

多変数最適化問題への応用ス
12) 

C ha r ge 問題 に見られるような分F i xed 最適化問題の目的関数にはいろいろな種類があり，

Function) もある。この分離型邑的関数は，。bjective離型白的関数( Separable 

X n ) .... . , Z 二 F ( X) , 

エ I f i 

のように書けるものを指す。ここで，

X 2 , ( 7 ・ 1 ) 

、
‘
，
，
Fn

 

.. ... , 2 , = 1 , En 
Xiε三)

 
X
 

(
 

( 7 ・ 2 ) 

X2 , 目的関数Zの最大値及び最大値を与えるようなれ，

支a を求める問題を考える。

( X 2 ), f 2 一変数関数 f 1 (X)) , 第 3 章で述べた手法を用いれば，( 7 ・ 2 )式に関して，

最大値を容易に求めることができる。それぞれの関数 Lf n ( X n )のそれぞれについて，... , 

それらの最大値の和として現わせる。す

n ) 2 , 

-・・ X n が各々独立であると仮定すれば，

maxZ=max{Ifi (Xj)} , 
Xi i=l 

XiεE
n 

目的関数Zの最大値は，について最大値が求まったならば，

X 2 , 変数 x 1 , 
( 7 ・ 3 ) 

なわち，
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となることより明白である。また，分離型目的関数には， (7 ・ 2 )式のような「和の型」の他に，

Z 二 F(x. ， X2 , ・・・・・ X D 

( 7 ・ 4 ) =flfi(Xi) , x , EEn i=I , 2 , ・・・・・ n ) 

のように r積の型」になるものもある。この場合 「和の型」のように簡単には行かない。という

のは fi(Xi)(i ニ 1 ， 2 , ・・・・・ n )に対する最大値は同様に，本論文の手法により容易

に求めることができるけれども，各々の最大値の績が白的関数Z の最大値とは必ずしもならないから

である。すなわち， 一変数関数 f. (X.) , f2 (X2) , ・・・・・ fD (XD) の最大値の中に

負の値が存在する場合には，各々の積がZ の最大値とはならないことがある。

しかし，すべての目的関数の最大値が正であるならば，各々の最大値の積が目的関数Zの最大値に

なり得る。この意味において r積の型」の分離型目的関数に関する最適化には，考慮の余地がある。

実際の経営問題などでは，売り上げ高や企業利益のように正の範囲で最適値を求める問題が多いので

「積の型J の場合でも，本論文の手法が充分に利用できるものと思われる。

8. 数値実験

第 3 章のアルゴリズムに従って，実際に数値実験を行なった。両方の計算において，探索区閣は二

等分割とした。結果は次に示す通り良好である。ことでアルゴリズムの停止条件は，相対誤差三五 10-3

であり，使用機種は 1 B M 乙/ステム 360/モデル 195 である Q 計算はすべて倍精度で行なった。

〔実験 1 ) 

最大化 f I ( X ) = e- X ・ St πX ， Xε(0 ， 16) 

リプ乙/ッツ定数 2

関数 f 1 ( X )は極大値 3 個，経刷、値 21固を持つ。収束計算における反復回数は 1 7 白であり詳

しい結果は表 1 を参照されたい。

〔実験 2)

最大化 f 2 (X)=6X5 -15x'-10x3 +30x 2 +100 , Xε(- 2 , 2) 

リプ i/ ッツ定数 1 200 

この場合，峰の個数は 2 個(極大値 2 個，極小値 2 個)である。反復凶数は 1 6 回で収束した。結

果は表 1 の通りであるが，計算値が理論値と一致したのは，探索点がうまく理論値上に当った為と考

えられる。

計算時聞は実験 1 の場合が 0.5 7 2 7 秒， 実験 2 Q~;場合が O. 9 6 9 4 秒である。計算時聞は探索区

間の分割数およびリプν ッツ定数，それに探索区間(変数の定義域)によって左右されるが，分割数

に関しては経験より二等分割が良いようである。ここでいう計算時間とは， c PU タイムを指す。

本ア/レゴリズムの良さを確かめるために，二ユ一トン法との比較を試みた。ニュートン法は精度の

良い万法として知られており，初期点を多く与えることにより多峰性関数によく利用される。 f. (x ), 

f 2 (X)に適用したのであるが，表 1 で示した最大Miが得られるまでに，前者は O. 6 6 1 0 秒，後者

は L 1 0 9 2 秒の計算時聞を裂したQ 我々のアルゴリズムは，ニュートン法と比較して計算時聞が少
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表 1 数値実験結果

理論値 計算値 絶対誤差 最適解の存在範囲 最大誤差

f J (め 0.32239694 032239693 1 x 1 0-8 (0.32239693 , 0.32264108) 7.572x10-' 

x本 π/4 0.78527832 1.198x 1 0-' (0.78527832, 0.78540039) 2.831x10• 

f2 (王) 119 119 。 ( 119, 119.D7324) 6.154x10-' 

x -1 。 (-1.0000610, -1] 6.l 03x10• 
」一一一

(注) 関数 f J , f 2 は，それぞれ実験 1 および 2 における目的関数であり， xt 支は長大値を与

える最適変数である。絶対誤差は本論文の白的ではないが， この数値実験の場合，理論値が求

まるので付記した。なおー一般の非線形最適化問題では，理論値が求まらないことが多いので絶

対誤差は計算できない。 í最大誤差」における数値は r最適解の存在範囲」に対する相対誤

差の最大値を示す。

表 2 リプ乙/ :;ツ定数の及ぼす影響

言7\~三こご H E W 

リプ乙/ァツ定数 1 2 5 1 0 

反 復 回 数 1 6 1 7 1 8 1 9 

CPU タイム(秒) 0.2806 0.5727 1.3140 2.841 9 

(注) ケース 1 ,,;t b e s t p 0 s s i b 1 e なリプレァア定数を与えた場合

の実験結果を示す。

なくて済む。その上，真の解との誤差評価ができるという点がニュートン法や他の最適化子法と異な

る大きな利点である。

次にリプV "'I ツ定数が本アノレゴリズムに対して与える影響を調べてみよう。実験 1 で使用した且的

関数に対して， リプ乙/ツツ定数:を best possible な値，その 2 倍 5 倍，および 1 0 倍の場合に

ついてアルゴリズムの収束状態を比較したのが表 2 である。表 2 から明らかなように， アルゴリズム

が収束するための反復回数は， リプ乙/ツツ定数が少々過大であってもそれ程増えないことが分かる。

また CPU タイムは best possible なリプν ッツ定数を与えたときと比較して，他の 3 ケースと

も指数的増加はみられない。よって本アルゴリズムでは best possible なリプν ッツ定数が得

られなくとも，多少過大推定のリプν ッツ定数を用いることにより最良解を得ることができる。図 2

は実験 1 および実験 2 における本アルゴリズムの収束状況を示したものである。

呪 おわりに

以上より， リプν7 ツ定数に上る探索法は一変数多峰性関数に対して有効であることが判明した。
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図 2 アルゴリズムの収束状況

実験結果は表 1 で示したように，現実的には充分な精度の解が得られた。

現実の問題では，しばしば多変数多峰性関数の最適化問題に遭遇するが，多変数多峰性関数が分離

型であれば，本アルゴリズムの適用が可能である。現在，関数近似論の世界では，すべての多変数連
13) 

続関数を変数分離型で現わそうという試みがなされており，それが完成すれば本アルゴリズムがその

まま適用できるものと思われる。

今後の研究課題として，多変数多峰性関数の最適値を求めるアルゴリズムへの拡張， リプν ッツ定

数のより良い決定万法などが残されている。

最後に，日どろ御指導を賜わっている田口玄ー教授，並びに有益な助言を与えて下さった矢頭依介

専任講師，馬渡鎮夫講師に深く感謝致します。
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脚注

1) 参考文献 (1) ， (7), (9) が詳しい。

2 ) 参考文献( 12) によれば fi尋られた解が大域的な最適解であることの保証を与えることは

むつかしいo J とある。

3) 本論文中で用いる「最良解 j とは， 目的関数の目標値(真の最大値)にきわめて近い関数値を

示すものであり，そのときの独立変数の値を指すものではない。

4 ) 目標値がきわめて大きい値，またはきわめて小さい値をとる白的関数を指す。これに関して

は第 5 章を参照されたいQ
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5) 参考文献(7)を参照。

6) m in {A , B} は AまたはB の小さい方を選択するものとする。

7) 不等式( 3 ・ 9 )を満たさなかった邑聞は，最大値を見つける候補とはならないので，次の反

復( iteration) では削除し，探索の効率を良くしている。したがって，探索が進むにつれ候

補となる区聞は少なくなる。ここで注意すべきは 3 ・ 2 で示すように，区間隔h は iteration

ごとに小さくなることである。本アルゴリズムの区間縮小比率は l/n であるから，第 k ステ y

プにおける区間幅 h(t) は( b -a )/n(t-l)( k 這 2 )となる。

8) (j) は iteration の回数を示す。

9) i *はステップ 5 において， YSTAR孟 YMAXを満足するような i を示す。

10) すなわち， 目的関数を g (x) = f(x) 士 cons t.として g(x) を最適化すればよい。

11) 参考文献(1 0) pp.81-86 では，フーリエ級数展開にチェピ乙/ェフ多項式を導入すること

によりリプレッツ定数を求めている。それによれば， リプ乙ノッツ定数は目的関数の係数の絶対値

の総和儲ける次数の 2 乗で与えられることが示されている。目的関数が微分不可能な場合には，

リプ ν ッツ定数を決定するための有効な手法であると息われる。

12) 詳しくは参考文献 (5) ， pp.136-141 を参照。

13) 例えば，参考文献( 6) を参照。
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