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〈���〉

⎧⎪⎨⎪⎩
minimize f(x),

subject to gi(x) ≥ 0 (i = 1, . . . , p),

hi(x) = 0 (i = 1, . . . , k)

�����

���	� f(x)� g1(x), . . . , gp(x) ��� h1(x), . . . , hk(x) �	� ��������� �� x ∈ R
n ��
� 	��

��������
��

� !"#$% ��� ���������� ���	 
�
�� � �	� ��� ����
�� �����⎧⎪⎨⎪⎩
minimize x2

1 − x2
2,

subject to x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

x1 + x2 = 1.
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¸∈S t¸x¸� ���	� x¸ = xα1

1 · · ·xαn
n �  �� �%���	
 �� t �� ��$��� �� supp t =
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
minimize f(x),

subject to MCi
(x) � O (i = 1, . . . , r),

gi(x) MGi
(x) � O (i = 1, . . . , p),

hi(x) MHi
(x) = O (i = 1, . . . , k)
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deg〈���〉�
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⎧⎪⎨⎪⎩
0 ∈ Ci, deg MCi

(x) = 2N (i = 1, . . . , r),

0 ∈ Gi, deg gi(x) MGi
(x) = 2N �	 2N − 1 (i = 1, . . . , p),

0 ∈ Hi, deg hi(x) MHi
(x) = 2N �	 2N − 1 (i = 1, . . . , k).
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�	� $��
� �%���
� �� Z

n
+ ��� M̂¸� M̃¸� M¸ �	�

�����
	�� �&%�	� ��
	����� ��	�-��� �	�� 
�� ��������
� �� ��������� gi(x), hi(x) ���
��
	���� �� �������� MCi

(x)� MGi
(x), MHi

(x) �� 〈�!"�〉� (�
 〈!"�〉 ����
� 
�� !"�
	��%
��� �	�� 〈�!"�〉 �� ����	���
���� ���� �� 	������� ���� ������� x¸ �� ���8� �� �
��� -�	���� y¸ ∈ R�

〈!"�〉

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
minimize (f¸ : α ∈ supp f)T (y¸ : α ∈ supp f) ,

subject to
∑

¸∈SCi
M̂¸y¸ � O (i = 1, . . . , r),∑

¸∈SGi
M̃¸y¸ � O (i = 1, . . . , p),∑

¸∈SHi
M¸y¸ = O (i = 1, . . . , k).

���1�

�� ��� 
��
 〈!"�〉 �� � !"� 	��#�
��� �� 〈���〉 �� ���������� ����� N �  ��� 〈!"�〉
	��	����
� � ����� !"� 	��#�
��� �)*+� �	 � ���	�� !"� 	��#�
��� �)8� �*+� ��������� ��
��� �� ������ Ci, Gi, Hi �� 〈�!"�〉�

� !"#$% &�� ��� ��� ��	����� ������ �� � ���� ��� ���������� ����� = 1� ���� � ���� �


��������� ���

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize x2
1 − x2

2,

subject to x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

x2
1 + x1x2 − x1 = 0, x1x2 + x2

2 − x2 = 0,⎛⎜⎝ 1

x1

x2

⎞⎟⎠( 1 x1 x2

)
≡

⎛⎜⎝ 1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2

⎞⎟⎠ � O.

���*�
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����� � ������ �� ��� ���������� 
������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize y20 − y02,

subject to y10 + y01 = 1, y10 ≥ 0, y01 ≥ 0,

y20 + y11 − y10 = 0, y11 + y02 − y01 = 0,⎛⎜⎝ 1 y10 y01

y10 y20 y11

y01 y11 y02

⎞⎟⎠ � O.

���#�'����� &��  � 〈�!�〉 ��	 �� �
����� 	������� x̄� ���� 〈���〉 ��	 � �����
�� ���	����

	������� 	��" #�������� ��� �
����� ����� �� 〈���〉 �	 � ���� ����� ��� ���� �� 〈�!�〉"
����( (�
 ȳ¸ = x̄¸� 
��� (ȳ¸) �� � ������� ��%
��� �� 〈!"�〉� 6�	��-�	� 
�� ��.��
�-�
-�%� �� 〈!"�〉 �
 (ȳ¸) �� �&%�-���
 
� 
�� ��
��� -�%� �� 〈���〉�  �� ����%���� �����
����� 〈!"�〉 �� � ��������
��� �	�����

 �� ���������� �� 
�� �����
	�� �&%�	� ��
	���� �����	��� �� 〈!"�〉 �	� ��
�	�����
�� 
�� ��	�����
� �� Ci, Gi ��� Hi �� ������

• M¸ (α ∈ SCi
) ��-� 
�� ���� ���������� ��
� MCi

(x)� �� �� |Ci| × |Ci|� ��	 i = 1, . . . , r�

• M¸ (α ∈ SGi
) ��-� 
�� ���� ���������� ��
� MGi

(x)� �� �� |Gi| × |Gi|� ��	 i = 1, . . . , p�

• M¸ (α ∈ SHi
) ��-� 
�� ���� ���������� ��
� MHi

(x)� �� �� |Hi| × |Hi|� ��	 i = 1, . . . , k�

(����		� ��
	��%��� �� )*+ � ���	�	��� �� !"� 	��#�
����� ����� �� �� ���	� 	��#�
����
�� 
��� ����	� ����� Ci, Gi, Hi �	� ��
 �� 
�� �	���
 ������� ����� �� �� ��-�� N � 	���		��� 
�
������ ⎧⎪⎨⎪⎩

C1 = {α ∈ Z
n
+ : |α| ≤ N}, r = 1,

Gi = {α ∈ Z
n
+ : |α| ≤ N − 1

2
deg gi(x)} (i = 1, . . . , p),

Hi = {α ∈ Z
n
+ : |α| ≤ N − 1

2
deg hi(x)} (i = 1, . . . , k).

���;�

 �� ���	�	��� �� ����� 	��#�
���� �	�-���� � ��&%���� �� 〈!"�〉 ����� �������
�� ��
���
-�%�� �����
�
���� ���-�	�� 
� 
�� ���� �����%� �� 〈���〉� %���	 � ��� ���%��
���
�)*�  ���	�� 1��+�� 4� �	��
���� 
�� ���-�	����� �� %�%�� ���
� ��� ��
�� $��
� �%� 
�
������� �	��������E ��� ���� )�+� /���-�	� �����
� 
���� ���� ���
%	��� 
�� ���� �� 
�� �����
	��#�
���� �	��� 	����� ��
� 
�� ���� �� 
�� �	����� ����  ������� 
�� ����� 	��#�
��� ��

	��#�
��� �	��	 N ��� 
� ����� �
 ���
 ��� ��� ��
	�# �� ����

(
n + N

N

)
×
(

n + N
N

)
�

���

(
n + 2N

2N

)
-�	������  �� �	�� ���� �� 
�� ����� 	��#�
���� ���
� 
�� ��������'

�
� �� 
�� ��
��� 
� �	����� ��
� ��� 
� ����%� ���� ���� D������ 5��� 5�.����
6%	���
�% ��� ��7� )8� �*+� �� ��
	��%�� 
�� ��		��
�-� ���	��
�� �� $	�
 ����	-� 
��



�� �%���	 �� ������� �������� �� � �������� t ∈ R[x] �� � ���	�� d ��

(
n + d

d

)
�

����-�	� � �������� �� �	��
��� ����� ��
�� ������
� �� � �%�� ����	 �%���	 �� ����'
����E 
��
 �� ���� 
�� �������� �� 	
��	�� (�
 V = {1, . . . , n} ��� ��	 � �������� t(x)�
ind t = {j ∈ V : max¸∈supp t αj > 0} �� 
� ����
� ������� �� 
�� -�	����� �����	��� �� t(x)�

• � ��� ���		��
�-� ���	��
� ��

�	�� �	��� G = 〈V, E〉 �� �%�
 ��� {i, j} ∈ E �� ��� ��� ��

) ��
��	 xi ��� xj �����	 ���%
����%�� �� � ������� �� f(x)

) �	 
��� �����	 �� �� ���&%��
� ��	 �&%��
�� ����
	���
E
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• �
 C1, . . . , Cr �� 
�� ��#��%� ��&%�� �� � ���	�� �#
������ �� G �� ���	�� �	��� �� �
����� �	��� ���������� �� ���	���� ������ ��� )�;+�E

• �
 Gi =
⋃

Cj⊇ind gi
Cj ��	 i = 1, . . . , pE

• �
 Hi =
⋃

Cj⊇ind hi
Cj ��	 i = 1, . . . , k�

D����� 	���		��� 
� ������⎧⎪⎨⎪⎩
Ci = {α ∈ Z

n
+ : |α| ≤ N, αj = 0 �� j 	∈ Ci} (i = 1, . . . , r),

Gi = {α ∈ Z
n
+ : |α| ≤ N − 1

2
deg gi(x), αj = 0 �� j 	∈ Gi} (i = 1, . . . , p),

Hi = {α ∈ Z
n
+ : |α| ≤ N − 1

2
deg hi(x), αj = 0 �� j 	∈ Hi} (i = 1, . . . , k).

���:�

(�
 κ = max{|C1|, . . . , |Cr|, |G1|, . . . , |Gp|, |H1|, . . . , |Hk|}�  �� ���	�� 	��#�
��� �� �	��	 N

������
� �� �����
	�� �&%�	� ��
	���� �� ���� O
((

κ + N
N

)
×
(

κ + N
N

))
� ��� ���%


O
((

κ + 2N
2N

))
-�	������ ���� κ �� ���� � �	�&%��
 ���� �� �	��
��� ������
���� ��

��
�	��
� 
�� ���	�� !"� 	��#�
��� ��
��� ���-� �%������ �� �#���
��� 
�� ���	��
� �� 
��
��� 
� ��
��� ���	����-� ����� �� 
�� ���� �� 
�� 	��%
��� !"� 	��#�
����� �� �� �� ��

�� ����%
�
���� 
��� ������ ��	 ��
������ �� ��
��� ��%
����

(����		� ):+ ��� ���� ���� �����%
�
������ ����
 ����$��
��� 
� 
�� !"� 	��#�
����
��$��� �� )�*+ ��� ��� �	�-�� 
���	�
��� ���-�	����� �� 
�� ���	�� !"� 	��#�
���� %���	
� ��	
��� �����
��� �� 
�� ���	��
� ��

�	��

*� �����!����� �( 
%"��%+���% �!����%'

2 
����� ��� ��
	�# MCi
(x) �	 gi(x) MGi

(x) �� 〈�!"�〉 ����� ��� 
�� ��	�
t(x) MS(x) � O �8���

���	� t(x) ��� �� 1� �� �� ���� �� 
��� ���
��� ��� 
� 
	����
� 
��� ��� ����
	���
 ��
� �
����	 ��� ��� ����
���� �&%��
� ����
	���
� ���� �� �	� ��-�� -��� �&%��
� ����
	���
�
�� 
�� ������� ��
 S� �� �� ��-�� � ����
��
 ��
	�# K �%�� 
��
�

K (x¸ : α ∈ S) = 0 �8���

�� ��
��$�� �� ��� ������� ��%
��� x �� 〈�!"�〉� 4� !��
��� 1� �� �� �#���� ��� 
� $��
�%�� � ��
	�# K� ��-�� � $��
� ��
 S ⊂ Z

n
+� 2��%�� K �� �� �% 	�� 	��7�  ��	� �#��
� �

��
	�# J �%�� 
��


L =

(
J
K

)
�� � ���'����%�	 �&%�	� ��
	�#. �8�8�

 ��� �8��� �� �&%�-���
 
�
Lt(x) MS(x)LT � O �8�1�

�	 (
t(x)JMS(x)JT t(x)JMS(x)KT

t(x)KMS(x)JT t(x)KMS(x)KT

)
� O. �8�*�

/���-�	� �� �8���� ����� 
�� ��%	 �%���
	���� �� 
�� ��� ��
	�# ���-�� 
�� F�	
����
� 
��
!�%
����
 ��� 
�� !�%
����
 �%�
 �� ��	��� ��� 
�� F�	
����
 ���� �	 �&%�-���
��{

t(x)JMS(x)JT � O,

t(x)KMS(x) = O.
�8�;�

c© Operations Research Society of Japan JORSJ (2008) 51-1



Contraction of SDP Relaxations in PDP 117

� !"#$% *�� ��� ��� �������� ����
�� ���*�� � ������ ��� �$������ ���	������ x1+x2 = 1
�	

K

⎛⎝ 1
x1

x2

⎞⎠ = 0

���

K =
( −1 1 1

)
.

%���	�

J =

(
1 0 0
0 1 0

)
	� ���� (

J
K

)
=

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
−1 1 1

⎞⎠
����	 � 3 × 3 ���	������� ������" ����� ��� ��� (x1.x2) 	���	����� ��� �$������ ���	������

x1 + x2 = 1� �� 	���	&�	 ��� 
�	����� 	�����&���� ���	������ �� ��� 
��������� ��� ���*�⎛⎝ 1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2

⎞⎠ � O

�� ��� ���� �� �� 	���	&�	

(
J
K

)⎛⎝ 1
x1

x2

⎞⎠( 1 x1 x2

)( J
K

)T

� O,

�� �$���������� ⎛⎝ 1
x1

0

⎞⎠( 1 x1 0
) ≡

⎛⎝ 1 x1 0
x1 x2

1 0
0 0 0

⎞⎠ � O. �8�:�

F�� �
 %� �	�
� �8��� �� ∑
¸∈T

(M̂S)¸x¸ � O. �8�>�

 ��� �
� ����	���
��� ������� ∑
¸∈T

(M̂S)¸y¸ � O. �8�,�

���#�'����� *�� '� ���	���� ��� �������� 	�	����{∑
¸∈T J(M̂S)¸JT y¸ � O,∑
¸∈T K(M̂S)¸y¸ = O.

�8��<�

(" �8��<� �	 ��� �������)����� �� �8�;�"
*" +�� 	������� y 	���	����� �8��<� ��	� 	���	�� �8�,�"
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����( �	��%
������ ��� �%
������ L ��� LT 	�����
�-�� 
� �8�>�� �� ��� 
��
 �8�1�
��� �8�*� ��� �� 	��	�
� ��∑

¸∈T

L(M̂S)¸LT x¸ =

( ∑
¸∈T J(M̂S)¸JT x¸

∑
¸∈T J(M̂S)¸KT x¸∑

¸∈T K(M̂S)¸JT x¸
∑

¸∈T K(M̂S)¸KT x¸

)
� O, �8����

��� �
� ����	���
���( ∑
¸∈T J(M̂S)¸JT y¸

∑
¸∈T J(M̂S)¸KT y¸∑

¸∈T K(M̂S)¸JT y¸

∑
¸∈T K(M̂S)¸KT y¸

)
� O. �8����

4
 �� ���	 �	�� �8����� �8���� ��� �8�*� 
��
 �8��<� �� �#��
� 
�� ����	���
��� �� �8�;��
G���%�� L �� �������%�	 �%� 
� �8�8�� ���	� �8�,� ��� �8���� �	� �&%�-���
 ���� �
��	�

4� y ��
���� �8��<�� 
��� 
�� F�	
����
� 
�� !�%
����
� ��� 
�� !�%
����
 �%���
	���� ��
�8���� �	� � ��	��� ��� 
�� F�	
����
 �%���
	�# �� �8���� �� ����
�-� ������$��
��  ��	���	�

�� ����
�-� ������$��
����� �� 
�� ���� ��
	�# ������

6�	��-�	� ����K �� �8��� �� ��-��� �� ��� ������ J 
� ��
���� �8�8� �%�� 
��
 J (x¸ : α ∈ S)
������� � �%�'-��
�	 �� (x¸ : α ∈ S)� �� ������ (�
 k = |S|� ei ����
� 
�� i'
� 	�� ��

�� k × k ����
�
� ��
	�#� !���� 
�� -��
�	 ��
 {e1, e2, . . . , ek} �� ����	� ����������
� ��
��� ����
 � �%���
 V =

{
ei1 , ei2 , . . . , eik−rank K

} ⊂ {e1, e2, . . . , ek} �%�� 
��


rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
K
ei1

ei2
���

ei�

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = � + rank K

��	 � = 1, 2, . . . , k − rank K� D����� �� %�� -��
�	� �� 
�� -��
�	 ��
 V �� 	�� -��
�	� 
�
�%�� 
�� ��
	�# J �

F��� ����� J �� � �%�'��
	�# �� 
�� ����
�
� ��
	�#� �� ��-�
(
x¸ : α ∈ S̄

)
= J (x¸ : α ∈ S)

��	 ���� S̄ ⊂ S�  ��	���	� �8�;� �������{
t(x) MS̄(x) � O,

t(x)K MS(x) = O.
�8��8�

F�
� 
��
 �� ��	 
�� ������� ��
 S �� �� ��
 ��-� K �-����� 
� ��
���� �8���� 
��� ��
�8��8� �� �%����� S̄ = S ��� ���
 
�� �&%��
� ����
	���
 ��	 �
 K = O��

0���� 
�� 
�����&%� ����	���� ���-�� ��		��������� 
� 〈�!"�〉 ������ �� �� ��-� 
��
������� -��� �&%��
� ����
	���
��

Kci
(x¸ : α ∈ Ci) = 0 (i = 1, . . . , r),

Kgi
(x¸ : α ∈ Gi) = 0 (i = 1, . . . , p),


��� �� ��� 
	����
� 〈�!"�〉 ��
� 
�� ������� ��
�����
��� �	������

〈�!"�〉

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize f(x),

subject to MC̄i
(x) � O (i = 1, . . . , r),

gi(x) MḠi
(x) � O (i = 1, . . . , p),

hi(x) MHi
(x) = O (i = 1, . . . , k),

Kci
MCi

(x) = O (i = 1, . . . , r),

Kgi
gi(x) MGi

(x) = O (i = 1, . . . , p).

�8��1�
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F�
� 
��
 Ḡi ��� C̄i �	� �%���
� �� Gi ��� Ci� 	�����
�-���  ��%�� 〈�!"�〉 �� �&%�-���
 
�
〈�!"�〉� 
�� ����� �� 
�� ��� ��
	���� �� 〈�!"�〉 �	� ����	 
��� 
�� ����� �� 	�����
�-� ���
��
	���� �� 〈�!"�〉� (�
 
�� ����	���
���� �� 〈�!"�〉 ��� 〈�!"�〉 �� 〈!"�〉 ��� 〈!"�〉�
	�����
�-��� �� ��-� 
�� ������� �	�����
�����

���#�'����� *�&  � 〈�!�〉 ��	 �� �
����� 	������� x̄� ���� 〈���〉 ��	 � �����
�� ���	����

	������� 	��" #�������� ��� �
����� ����� �� 〈���〉 �	 � ���� ����� ��� ���� �� 〈�!�〉"
����( !����	 
� 
�� �	��� �� �	�����
��� ����

���#�'����� *�*  � 〈�!�〉 ��	 �� �
����� 	������� x̄� ���� 〈���〉 ��	 �� �
����� �����

������ ����� �� �� ���	� �$��� �� ���� �� 〈���〉"
����( D�	�
� 
�� ��.��
�-� �%��
���� �� 〈!"�〉 ��� 〈!"�〉 �	� 
�� ����� !������ 
�� ��'
��	���
��� �� 
�� ����
	���
� hi(x) MHi

(x) = O (i = 1, . . . , k) �	� 
�� ���� �� 
�� 
��
���
���� D����� ���� ��� ����
	���
 �� 
�� ��	� �8��� �� 〈�!"�〉 ����	� �
 ��� ������

��
 t(x) = 1� ��		������� 
� � �%�'���
�� �� 
�� ��	� �8��8� �� 〈�!"�〉� ��� 
�� ����	���'

��� �� 
�� �

�	 �%�'���
�� �� ��
 ����	 
��� 
�� ����	���
��� �� 
�� ��	��	 ��� ����
	���

��	�����
��� 8����  �� ����%���� ������

� !"#$% *�& ����� �8�:�� � ������ ��� �������� ������� ���	��� �� ��� 
��������� ���

���*� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize x2
1 − x2

2,

subject to x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

x2
1 + x1x2 − x1 = 0, x1x2 + x2

2 − x2 = 0,(
1 x1

x1 x2
1

)
� O.

��� �� ��� ���������� 
������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

minimize y20 − y02,

subject to y10 + y01 = 1, y10 ≥ 0, y01 ≥ 0,

y20 + y11 − y10 = 0, y11 + y02 − y01 = 0,(
1 y10

y10 y20

)
� O.

�	 ��	 �������)�����"

,� -!$�� �.�!$��/ ���'��!���'

 �� ���� ���� �� �	��%���� ��� -��� �&%��
� ����
	���
� ���� ���� 
� 	���������� 
��


�� ��	� -��� �&%��
� ����
	���
� �� ��-�� 
�� ��	� �� ��� 	��%�� 
�� ���� �� ��� ��
	����
MCi

(x) (i = 1, . . . , r) ��� MGj
(x) (j = 1, . . . , p) �� 〈�!"�〉 �� �� ��-� ���� �� !��
��� 8�

�� �� ���� ��� 
� ����%�
 -��� �&%��
� ����
	���
� ��	 � ��-�� $��
� ������� ��

(x¸ : α ∈ S)� S ⊂ Z

n
+� 4� �
��	 ��	��� �� $�� � ��������
 ��
	�# K 
� ��
���� �8���� �� ��

K (x¸ : α ∈ S) = 0,

�%
 $	�
 �� ���� 
� ����%�
 ��	� -��� �&%��
� ����
	���
� ��	 〈���〉� 2� �&%��
� ���'
�
	���
 h(x) = 0 ��	�� � -��� �&%��
� ����
	���
 �� 〈���〉 �� h(x) =

∑k
i=1 qi(x)hi(x)�

qi ∈ R[x] ��	 i = 1, . . . , k�
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(�
 
�� ���	�� �� 〈�!"�〉 �� 2N �� �
 �� ��
 �� ����� ��� ������ �� ��-� 
�� �������
���
�� �� -��� �&%��
� ����
	���
� ��	 〈�!"�〉�

hi(x)x¸ = 0 (|α| ≤ N − deg hi, i = 1, . . . , k), �1���

����� �� 	��	�
� ��
C (x¸ : α ∈ A) = 0 �1���

��	 � $��
� ��
 A ⊂ Z
n
+ ��� � ��������
 ��
	�# C� F�
� 
��
 
�� ���	�� �� �1��� �� �#��
�

N E �� deg hj > N ��	 ���� j (1 ≤ j ≤ k)� 
��� �� �� ��
 %�� 
��
 hj �� 
�� ���
�� �� -���
�&%��
� ����
	���
� �1��� ���-��

 � $�� � ��������
 ��
	�# K ��
������� �8���� ����	�
� A ��
� 
�� ��
 B ����� �� ���'

����� �� S� ��� 
�� ��
 B̄� 
�� �
��	�

B = S ∩ A,

B̄ = A\B.

4��
��� �� $����� -��� �&%��
� ����
	���
� �� (x¸ : α ∈ S)� �� ��� $�� -��� �&%��
�
����
	���
� �� (x¸ : α ∈ B)� ����� B ⊆ S� D�	 ���	��	��
� �%���
	���� CB ��� CB̄ �� 
��
��������
 ��
	�# C �� 	��	�
� �1��� �� ������

CB (x¸ : α ∈ B) + CB̄

(
x¸ : α ∈ B̄

)
= 0. �1�8�

�� ���� � ��
	�# Q �%�� 
��
 QCB̄ = O� ����� �	��%
������ �%�� Q 
� �1�8� �� ��
���

�� �������	� -��� �&%��
� ����
	���
��

QCB (x¸ : α ∈ B) = 0.

�� ����
 � ��%	��
�� 
� ����%
� 
�� �������	� -��� �&%��
� ����
	���
� ���
�	� (�
 C̄B

����
� 
�� �%���
	�# �� CB� ����� ������
� �� 	��� �� CB ���	� ��		��������� 	��� �� CB̄

�	� ��	��� 4������
�� �� ��-��

C̄B (x¸ : α ∈ B) = 0.

�� %�� 
��� ��%	��
�� �� 
�� �%��	��� �#��	����
� �� !��
��� *� 4
 ��	7� �����$���
� ��
���� 
�� �&%��
� ����
	���
� �� 〈���〉 �	� ���	��� ������ C �� �1��� �� ���	�� ��� 
��
���	��
� �� CB ��� CB̄ �� �1�8� ������

0� ��"%���!$ � #%��"%��'

�� ��-� ����	��	�
�� �%	 ��
��� ��
� 
�� ���	�� !"� 	��#�
��� ��
��� )8� �*+ 
� 
��
 �
�
��	��	����� �� �	�� ���� ���	�� �����  �� ��
��� �� �������
�� �� � ��1 ?/� (��%#
��	7�
�
��� ��
� :�*?G ����	�� %���� !��	����� )�1+ -�	���� ���< ��� !�"%6� )�8� ��+
-�	���� ���<� !��	����� �� %��� 
� ��-� 〈�!"�〉 �	 〈�!"�〉E ��
�	���� �
 ��� !�"%6� 
�
��-� 〈!"�〉 �	 〈!"�〉� �� ��-� �	������ �	��
�� 
�� 6�
�� ���� 
� ���-�	
 〈�!"�〉 ��
�
〈�!"�〉�

!��� 
��
 �	����� �	� ����
�� �	�� 
�� �
�	�
%	� ��� 
�� �
��	� �	� ����	�
�� 	��'
�����  ��� � �#����� 
�� ��
�
��� %��� �%���&%��
�� F�
� 
��
 ������ �� �� �3��
�-�
���	 ��%�� �� 
�� ��
��� ��.��
�-� -�%� �� 
�� ���� �%� 
� �	�����
��� ���� �	���	 ��#
����
	���
� u ≥ x ≥ l (u ∈ R

n, l ∈ R
n) �	� ����� 
� � 
��
 �	����� ��	 ����%
�
����

���������  ����� ��	���
�	� �� !��	����� ��� !�"%6� �	� �#������ ��  ��� � ���
 ��� 8�  �� �%��	��� ��%
���� ����%
�� �� !�"%6� �	� �����
�� ��� �� !�"%6�=�
������
�	� ��
���� 
�� ����
	���
� ��  ��� 1� D�	 ��	� ��
��� �� ��	���
�	� ��� ������
�	�
�� !��	����� ��� !�"%6�� ��� 
�� ���%�� )�1� ��� �8+�

c© Operations Research Society of Japan JORSJ (2008) 51-1



Contraction of SDP Relaxations in PDP 121

 ��� �� F�
�
���
F�
�
��� A#����
���

N 	��#�
��� �	��	� ��� �����
��	
��� AG@ �� 
� ������
� 
��
 �%	 ��
��� H �&%��
��� �����

���
	��
��� H �� ������� ! " �� 
� ������
� 
��
 
��
�
����	� ���	�� ������$��
� 	��#�
��� ��
��� �� ��'
�����

������ ��
��� ��.��
�-� -�%� �� 〈!"�〉 �	 〈!"�〉
������ ��.��
�-� -�%� �
 �� ���	�#���
� ��%
��� α �� 〈���〉
���� ‖�������������‖
������‖������‖�
��

(
−∑p

i=1 min(0, gi(α)) +
∑k

i=1 |hi(α)|
)

/a� ���	� a ��


�� ��#��%� ����%
� -�%�� �� 
�� ��������
� �� 
��
��������� gi, hi

����� @�0 
��� ����%��� �� !�"%6� 
� ��-� 〈!"�〉 �	
〈!"�〉

����� @�0 
��� %��� 
� ���-�	
 〈�!"�〉 ��
� 〈�!"�〉
�� �%���	 �� -�	����� �� 〈!"�〉 �	 〈!"�〉
��� �%���	 �� �&%��
� ����
	���
� �� 〈!"�〉 �	 〈!"�〉
���� �%���	 �� �����
� �� ��� ��
	���� �� 〈!"�〉 �	 〈!"�〉

 ��� �� ��	���
�	� ��	 !��	�����
��	���
�	 I�%� A#����
���

��� ������ ��<�'* ��	
%	� 
�� ��.��
�-� ��������
���!��"�# � ���� 
�� ��������� 
� ���	�-�

�%��	��� �
����
�

 ��� 8� ��	���
�	� ��	 !�"%6�
��	���
�	 I�%� A#����
���

����$�% & �	���'�%� �
�� ��3�	��
��
��� �� �������
������ ����' ����	�� ���%	���
%�� � �	�� -�	����� �	� ����� ������ � (�	��
� ����

 ��� 1� 4�����
�	� �� !�"%6�
4�����
�	 I�%� A#����
���

���%� $��% & ��%
��� �� �	��� ��� �%� �������
%������� ��
���� �±����( -�%� �� 
�� ��������
� ������
�	
� �� & ����	�� ���%	��� �� �����-��
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 ��� *�  ��
 �	����� �	�� ?���(��
���!�� )*��+�� )�+�� n

��,-�-� & �( �.

��,-�-/ & �& ��

��,-�-0 � �/ �'

��,-/-0 & 1 2

 ��� ;�  ��
 �	����� �	�� ?���(��
���!�� N ���3�$ ������ ���� �� ����� �����

��,-�-� / ��� ���(&�4&� ��(2���1 �1��(��&' ��.& &

��,-�-� / ��	 ���(&�4&� &�&&�4&& �/�(1��&. &�21 &��2

��,-�-/ / ��� ���1&�4&� /�//���1 �0�./��&' &�'/ &

��,-�-/ / ��	 ���1&�4&� &�&&�4&& �(�,,��&' &�(. &�&0

��,-�-0 / ��� �(�/'�4&& /�2(���1 ���1'��&' &�'' &

��,-�-0 / ��	 �(�/'�4&& /�2(���1 �/�2'��&' &�(2 &�&,

��,-/-0 / ��� ��'&�4&& ��0(��&2 �'�'&��&2 &��� &

��,-/-0 � ��	 ��'&�4&& 0�00��&2 ���&,��&2 &�&. &�&�

0��� �%'� #��1$%"' (��" �$�1!$��1

�� ��-� ����
�� �	�� ?���(�� )�:+ &%��	�
�� ��
�����
��� �	����� ��
� � �%�����

�%���	 �� �&%��
� ����
	���
�� ���  ��� *� 4� 
��� 
���� )*��+�� ����
�� 
�� �%���	
�� ���&%��
� ����
	���
� ��#���
 ����
���� ��# ����
	���
��� )�+�� 
�� �%���	 �� �&%��
�
����
	���
�� ��� n 
�� �%���	 �� -�	������  ���� �	����� ��� �����	 �� )�+� F%��	���
	��%
� �	� ��-�� ��  ��� ;� �� ��� 
��
 
�� �����'%� 	�
�� �� ���%
 1.5 ∼ 2.8� 4� ��	
��%�	�
��	 �	���� ��,-/-0� �%	 ��
��� ���� ��-��� 
�� �	���� ��
� 	��#�
��� �	��	 �� ����

�� �	����� ���	�� ��	 �-�� ������ 	��#�
���� ��� ��-� 
�� �	���� ��
� 	��#�
��� �	��	
��

0�&� ���%!�$/ ���'��!��%� .�!��!��� #��1$%"'

�� ��-� ����	�
�� ����	� ����
	����� &%��	�
�� ��
�����
��� �	����� ��
� �
	%�
%	��
���	��
�� ������� )�*+�

minimize
m∑

i=1

ti(x),

subject to gT
i,jvi(x) = bi,j (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , mi),

l ≤ x ≤ u

���	�� ��-�� n �	�� ���%�� 
��� m �� ������ �	���	� �%�� 
��
�

• n1 = 1 < n2 < n3 < · · · < nm < nm+1 = n,

• ni+1 − ni = 40 ��	 i = 1, . . . , m − 1�

• vi(x) = (xni
, . . . , xni+1

) ��	 i = 1, . . . , m�

• mi = ni+1 − ni − 3 ��	 i = 1, . . . , m�

• ���� gT
i,j ��� ��� 8 �����	��� ��	 i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , mi�

• ti(x) �� � &%��	�
�� �������� �� xni
, . . . , xni+1

��	 i = 1, . . . , m�

c© Operations Research Society of Japan JORSJ (2008) 51-1



Contraction of SDP Relaxations in PDP 123

 ��� :� (����	� ����
	����� &%��	�
�� �	������ N 5 �

n ���3�$ ���� �� ����� ����� �� ��� ����

��& ��� (��'��&2 �/�(����& �0�02 & //21 �&& ..'�

��	 ��,(��&1 ���0,���� /�00 &��0 //21 (,21 �1/

/�& ��� ��00��&2 ���0/���& 11�21 & ../' �,� 011�

��	 ���1��&1 �.�0,���� ,�/& &�./ ../' 22.2 ..2

.2& ��� (�1.��&2 �/�'/���& .���00 & �&(&� .(/ /&�0�

��	 ��(1��&' ���(&���� '/�/0 /�&0 �&(&� �0�.. 11,

'(& ��� ������&0 �2�&(���/ (/&�,/ & ��.'( .02 //./,

��	 ��//��&1 �1�2����/ .&�(' /�1� ��.'( /&�(� ,,2

G������� 
�� ����
��
� bi,j ��� ��%��� l ��� u �	� ��
 �	���	� ��	 
�� �#��
���� �� � �������
��%
���� F%��	��� 	��%
� �	� ��-�� ��  ��� :� �� ��� 
�� �����'%� 	�
�� �� ���%
 :�
����� �� 	���	7����

0�*� ����!2% #��1$%"' 3��4 ��!�'#���!���� ���'��!���'

�� �������	 
�� ������� 
	�����	
�
��� �	���� �
��
 �	���� > �� )�� @���
�	 �+�

minimize
m∑

i=1

k∑
j=1

(aijxij + bijx
2
ij),

subject to
m∑

i=1

xij = cj (j = 1, . . . , k),

k∑
j=1

xij = di (i = 1, . . . , m),

xij ≥ 0 (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , k).

 �� ��������
� aij, bij, cj, di �	� ��
���	� ��
�������⎧⎨⎩
m ≤ k, aij ∈ {200, 201, . . . , 800},

bij ∈ {−6,−5,−4,−3,−2},
di ∈ {3, . . . , 9}, cj ∈ {2, 3, . . .},∑m

i=1 di =
∑k

j=1 cj.

�%	 ��
��� ��� ��-� ���� �	����� �� 
��� 
��� ��
� 	��#�
��� �	��	 1 ��� ��
�������
���%	���� ���� 
�� �	����	� 	��#�
��� ��
��� ��� ��
�  �� �%��	��� 	��%
� �	� ��-��
��  ��� >� �� ��� 
��
 ��	 
�� $	�
 
��
 �	���� ��
� m = 4, k = 5� 
�� �����'%� 	�
�� ��
���%
 2825� ����� �%	 ��
��� ��-�� 
�� �	���� ��
� 	��#�
��� �	��	 1 �� 0.13 ��������

��%�� 
�� �	����	� ��
��� 	�&%�	�� 	��#�
��� �	��	 2 ��� 367.28 ������� � D�	 
�� �
��	

��
 �	������ 
�� �	����	� 	��#�
��� ��
��� 	%�� �%
 �� ����	� ���� 
	���� 
� ��-�

�� �	����� ��
� 	��#�
��� �	��	 2� 4� ���
	��
� �%	 ��
��� ��� ��-� 
�� �	����� ��
�
	��#�
��� �	��	 ��  ���� 	��%
� �	� ����%��-��

5� ����$����6 ��'��''���'

 �� �&%��
� ����
	���
� �� � ��� ��� �� %��� 
� �
	���
��� !"� 	��#�
���� ��	 
�� ����
�� $	�
 ��� ���%�� -��� �&%��
� ����
	���
� �	�� 
�� �	����� �&%��
� ����
	���
� �� 
��
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 ��� >� @����-� &%��	�
�� ��
�����
��� �	���� ��
� 
	�����	
�
��� ����
	���
�
m k N ���3�$ ���� �� ����� ����� �� ��� ����
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