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対して歩留りの良い解を求める解法もいくつか提案さ  

れている．   

本稿では，まず，多角形同士を重なりなく配置する  

ための計算幾何アルゴリズムについて解説した後に，  

この手法を利用した様々な解法について解説する．ま  

た，線形計画法を利用した解法についても解説する．  

2．多角形詰込み問題とは  

まず，標準的な多角形詰込み問題について述べる．  

入力として，幅lγ，高さ〟の大きさを持つ長方形  

（母材）斤と，邦個からなる多角形（製品）集合ア＝  

（月，賞，…，島）が与えられるものとする．ここで，多  

角形君∈タは凸に限らないものとする．このとき，  

（1）多角形P～∈タは母材斤上に配置される，（2）多角形  

対君，吾∈タは互いに重ならない，という二つの制約  

条件を満たす各多角形吾∈タの配置を決定する 個】  

1）．   

多角形詰込み問題は，実際の工業上の応用から様々  

なバl）エーションを持つ［れ 例えば，布地のように  

布目，模様，裏表のある素材では，原則的に製品の自  

由な回転や反転は許されない（180度回申云のみ許され  

る場合が多い）．ガラスや皮革は方向を持った素材で  

はないので，製品の自由な回転が許される．ただし，  

文献［8，14］によると，布地の場合でも微少な回転を  

許すことで歩留りを改善する手法が実際には採られて  

いる． 皮革は1枚の母材にすべての製品が人りきらな  

いため，使用する母材の枚数を最小化するビンパッキ  

1．はじめに  

本シリーズ（切出し・詰込み問題とその応用）では，  

いくつかの対象物を互いに重ならないように配置する  

切出し・詰込み問題に関して，代表的な手法から最新  

の研究までを解説している．最終回の今回は，多角形  

詰込み問題に焦点を当て，問題，解法，およびその応  

用について解説する．   

多角形詰込み問題（twordimensionalirregular  

cutting stock problem）は，様々な形状・大きさの  

多角形（製品）を二次元平面（母材）上に重なりなく  

配置する問題であり，長方形詰込み問題と同様に幾何  

学や組合せ最適化の分野で古くから研究されてきた．   

また，機才戒部品の板取（ネスティングと呼ばれる）  

や，服の型紙の配置（マーキングと呼ばれる）など，  

実開的な問題とも密接な関わりを持ち，近年盛んに研  

究が行われている．   

多角形詰込み問題は，配置する製品の形状を除けば，  

長方形詰込み問題と同じ問題構造であるため，BL法  

（bottom－1eft algorithm）やNFDH法（next－fit  

decreasingheightalgorithm）といった長方形詰込み  

問題に対する近似解法がよく利用されてきた．しかし、  

これらの解法は，多角形の複雑な形状によって生じる  

隙間をうまく埋めることを考慮した手法ではないため，  

歩留りの良い解を得ることは困難であった．また，多  

角形同士の重なり判定一つを取っても，長方形の場合  

に比べて，非常に複雑で多くの計算時間を要するため，  

多角形詰込み問題に対する実用的な解法はほとんどな  

かった．しかし，近年では，計算幾何や数理計画の手  

法を利用した様々な解法が研究されており，コンピュ  

ータの性能の向上も相まって，実用的な規模の例題に  
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図1多角形詰込み問題の例  
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ング問題となるが，布地や金属板は母材が十分な幅を  

持つため，必要となる母材の幅を最小化するストリッ  

プパッキング問題となる．また，皮革は母材の部分に  

よって品質が異なるため，そのことも考慮に入れて製  

品を配置する必要がある．   

これらの応用では，すべての製品が異なる形状であ  

る場合はまれで，限られた種類の形状の製品を複数切  

出すことを要求される場合が多い．  

3．多角形詰込みと計算幾何  

多角形詰込み問題に対して効率良い解法を設計する  

には，多角形P，Qが与えられた際に，それらの多  

角形が重なっているかどうかを高速に判定する必要が  

ある．   

多角形の重なりを判定する手法の一つに，与えられ  

た多角形をビットマップや短冊状の長方形の集合に分  

割して多角形を近似する方法がある［1，16］．これら  

の方法は，分割数の線形オーダで図形の重なりを判定  

できるが，分割数が少なければ無駄の多い配置しか待  

られないし，逆に，分割数が多くなると重なり判定に  

多くの計算時間を要するという問題点がある［8，17］．   

多角形の自由な回転を許さない場合には，NFP  

（No－Fit－Polygon）が上記の目的に使われることが  

多い．与えられた多角形P，¢について，それぞれ  

座標系の任意の点を参照点として，多角形を参照点か  

らの相対位置で表すものとする．いま，Pの配置が  

固定されているときに，Pと0が重なりを持つよう  

なQの参照点の位置全体をQのPに対するNo－  

Fit－Polygonと呼び，NFP（P，Q）と表す．NFP（P，  

0）は，¢をPと接するように平行移動させたときに  

Qの参照点が通る軌跡とその内部領域である（図2）．   

NFPは計算幾何におけるミンコフスキー差（Min・  

kowskidifference）と等価であることが知られてお  

り［6］，計算幾何ライブラリを用いて高速に計算でき  

る．多角形Pと¢を重ならないように配置するには，  

¢の参照点がNFP（P，¢）の境界上か外部にあるよう  

に¢を配置すれば良い．また，多角形Pを母材点  

上に配置するには，母材の外部斤に対してNFP（斤，  

P）を求め，Pの参照点がこの境界上か内部にあるよ  

うにPを配置すれば良い．NFPは，単に与えられた  

二つの多角形の重なりを判定するだけではなく，二つ  

の多角形が互いに接する配置を求められる点が大きな  

利点である．しかし，NFPは多角形の回転や反転を  

扱えないため，回転や反串云させた多角形ごとにNFP  

を計算する必要がある．NFPの計算法については，  

文献［3，12］が詳しい．  

4．実用的な解法の紹介  

長方形詰込み問題と同様に，多角形詰込み問題のバ  

リエーションの多くはNP困難問題であり，実用的  

な規模の問題に対して厳密な最適解を求めることは非  

常に困難なことが知られている［9］．そこで，本節で  

は，多角形ストリップパッキング問題（以降，ストリ  

ップパッキング問題と略す）に対するいくつかの近似  

解法について解説する．   

4．1詰込み順列を解表現とする手法   

長方形詰込み問題と同様に，多角形詰込み問題でも，  

あらかじめ与えられた順番に従って一つずつ多角形を  

順番に母材に詰込む方法がよく用いられる．特に，よ  

く用いられるのは，多角形を左にも下にも動かせない  

という条件（BL条件と呼ばれる）を満たすように配  

置するBL法である．   

多角形詰込み問題でもNFPを用いて容易にBL条  

件を満たす配置を求めることができる．これから配置  

する多角形を書とする．母材の外部斤に対する  

NFP（斤，書）から，すでに配置済みの各多角形昂に  

対するNFP（且，書）の和を差し引いた多角形領域を  

求める（図3）．BL条件を満たす書の参照点の配置  

は，この多角形領域の項点集合に含まれるので，各項  

点がBL条件を満たすかどうかを判定すれば良い．  

NFPを用いたBL法の詳細，およびその高速化につ  

いては文献［7］を参照いただきたい．   

BL法では，多角形の詰込み傾が解の良し悪しを決  

定するが，面積の大きい順といった簡単な基準や，メ  

タ戦略を用いて良い詰込み順を探索することによって，  

より精度の高い解を見つけることができる［10，18］．  
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図2 No－FitTPolygonの例  
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図4 多角形を穴に配置した例  
図3 NFPを用いたBL法の実現  

ただし，新たな詰込み順の解を評価するたびに，多く  

の多角形を配置し直す必要があるため，メタ戦略のよ  

うに多くの解を評価する手法では，多くの計算時間を  

要するという問題点がある．   

4．2 配置座標を解表現とする手法   

多角形詰込み問題では，適当な方法ですべての多角  

形を配置した後に，多角形を一つ選んで異なる場所に  

配置し直す手続きを繰返して，より精度の高い解を見  

つける手法がよく用いられる．解の探索には，アニー  

リング法やタブー探索法などのメタ戦略が用いられる．   

例えば，文献［5］では，多角形同士もしくは多角形  

と母材の境界に囲まれた領域（穴と呼ばれる）を記憶  

しておき，選んだ多角形を別の穴に配置し直す手法を  

提案している（図4）．しかし，文献［5］のように，多  

角形の重なりのない解のみを探索する解法では，ある  

程度歩留りの良い解になると，一つの多角形だけを動  

かして多角形の重なりのない解を求めることは簡単で  

はなく，得られたとしても改善はあまり期待できない．   

多くの解法では，探索途中において多角形の重なり  

のある解を許し，多角形の重なり度合いに応じたペナ  

ルティを課す手法を用いている．この手法では，主に  

（1）多角形の重なり度合いの評価，（2）多角形の移動先の  

候補，（3）多角形の重なりのない解の生成，について考  

える必要がある．   

初めに，多角形の重なり度合いの指標について説明  

する．指標としてまず思いつくのは，多角形対ごとに  

重なり部分の面積を求め，それらの総和をペナルティ  

とする方法である（図5左）．しかし，一般の多角形  

同士の場合，重なり部分の面積を求めるには多くの計  

算時間を要するため，代わりに重なり部分を囲む長方  

2005年6月号  

図5 多角形の重なり度合いの評価   

形の面積などが用いられる［17］．別の指標としては，  

多角形対ごとに，重なりをなくすために必要な最小の  

移動距離を求め，それらの総和をペナルティとする方  

法がある（図5右）．しかし，重なり面積の計算と同  

様に，一般の多角形同士の場合，重なりをなくすため  

に必要な最小の移動距離を求めるには多くの計算時間  

を要するため，代わりに水平方向における最小移動距  

離などが用いられる［2］．   

次に，多角形の移動先の候補について説明する．多  

角形は母材上の連続した領域に配置できるため，適切  

な移動先の候補を決定することは容易ではない．例え  

ば，母材上に一定の間隔を持つ格子点を配置し，多角  

形の参照点が格子点と一致する配置のみを移動先の候  

補とする方法がある．ただし，すべての格子点を考慮  

すると多くの計算時間を要するため，実際には，適当  

な数の格子点をランダムに選んで候補とする方法や，  

現在の配置に隣接する格子点を候補とする方法が用い  

られる［2，17］．しかし，上記の手法では，多角形同  

士が互いに接する配置が得られないため，あまり歩留  

りの良い解は得られない．文献［4］では，少なくとも  

一つの多角形と接するか，もしくは母材の境界と接す  

る配置の中で，それ以外の多角形との重なり度の総和  

が最小となる配置を移動先の候補としている．また，  

文献［15］では，水平・垂直方向への移動のみを考え，  

（43）405   © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



に対する法線ベクトルである．このようにして，P  

と¢の各辺を延ばして得られる直線をすべて調べ，1  

本でも分離直線があれば凸多角形PとQは重なって  

いないことが分かる．逆に，そのような分離直線が1  

本もなければ凸多角形Pと¢は重なっていることが  

分かる．   

凹部分を含む一般の多角形の場合はかなり複雑にな  

るが，凸多角形に分解すれば，分離直線に基づく不等  

式制約の組合せとして，多角形対P，¢が互いに重  

ならないという制約条件を表すことができる．   

すべての多角形対書，昂∈タに対して，どの分離直  

線に基づく不等式制約を採用するかを定めると，多角  

形詰込み問題は線形計画問題になり，線形計画ソルバ  

を用いて高速に解くことができる．上記の手法では，  

不等式制約の組合せは莫大な数になるため，解を一か  

ら構築する目的には向かないが，最近では，他の解法  

で得られた解を改善したり，多角形の重なりを解消す  

る目的によく使われる．例えば，文献［13］では，熟練  

者によって得られた解に，線形計画法を適用してより  

良い精度の解を得ている．また，文献［2，11］では，  

探索途中の解に生じる多角形の重なりを解消するため  

に線形計画法を用いている．   

図7，8に8種類24個のシャツおよび17種類64個  

のズボンの型紙を布ロールに配置するストリップパッ  

キング問題に対して，文献［11］で提案されているアニ  

ーリング法をIBM互換機（PentiumIV2．4GHz，主  

記憶512MB）上で実行した結果を示す．図7では，  

充填率87．43％の配置計画が計算時間2257秒で，図8  

では，充填率89．96％の配置計画が計算時間8588秒  

で求められている．  

それらの中で他の多角形との重なり面積の総和が最小  

となる配置を移動先の候補としている．   

最後に，多角形の重なりのない解を求める方法につ  

いて説明する．ストリッ70パッキング問題では，多角  

形の重なりのある解を，すべての多角形を詰込むのに  

必要な母材の幅と，各多角形対に対する重なり度の総  

和を足し合わせた値で評価することが多い．しかし，  

この評価関数を用いると，多角形の重なりのない解が  

得られることはまれで，多角形が少しずつ重なり合う  

ような解が出力されることが多い．そこで，母材の幅  

Ⅳを一時的に固定して，多角形の重なり度の総和の  

みを最小化する問題を解く方法がよく用いられる［2，  

15］．もちろん，この方法は一度の最小化だけでは，  

元のストリップパッキング問題の解は得られないので．  

多角形の重なりのない解が得られたら母材の幅Ⅳを  

変えてさらに良い解を求める手続きが必要である．   

4．3 線形計画法に基づく手法   

長方形の場合より複雑になるが，多角形対P，¢  

が互いに重ならないという条件も不等式の組合せで表  

すことができる．図6のように，二つの凸多角形P  

と¢が重なっていなければ，ある直線によってこれ  

らを分離することができる．この直線を分離直線と呼  

ぶ．重なりのない凸多角形Pと¢の間には無数の分  

離直線が存在する場合がある．しかし，Pと¢の各  

辺を延ばして得られる直線に対してのみ分離直線とな  

るかどうかを調べれば，凸多角形Pと0の重なりを  

判定できることが知られている．   

頂点れ勿，…，動からなる凸多角形Pと項点恥  

仔2，…，す々からなる凸多角形¢が与えられるとする．  

ここで，P，0の頂点列は，反時計回りの順に並んで  

いるものとする．このとき，0のすべての頂点仇，  

曾2，…，留鳥について，   

（射一久）・〝≧0，（ノ＝1，…，々）  （1）  

が成立すれば，辺か少皿を延ばして得られる直線エ  

は，PとQの分離直線である．ここで，乃は直線⊥  

図7 ストリップパッキング問題の近似解（製品数24）  

王‾－‾一ミこ妻■ナjご‾  

図8 ストリップパッキング問題の近似解（製品数64）  

オペレーションズ・リサーチ   

図6 凸多角形の分離  
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文献［11］では，実際の応用に近い4－17種類，  

10～99個の多角形を扱うストリップパッキング問題  

に対して数値実験を行っており，熟練者の配置計画に  

近い精度の解を求めている．  

5．おわりに  

本稿では，多角形詰込み問題の紹介と，し－くつかの  

近似解法についての解説を行った．多角形詰込み問題  

には，本稿で紹介した他にも様々なアプローチに基づ  

く手法が提案されているので，興味を持たれた方は文  

献［6］を参照いただきたい．   

本シリーズでは，取り上げなかったが，切出し・詰  

込み問題には，円詰込み問題（circle packing prob－  

1em），3次元コンテナ詰込み問題（containerloading  

problem）などがあり，それぞれVLSI設計や物流を  

応用に持つ重要な問題である．上記の問題を含む，切  

出し・詰込み問題の最新の成果については，文献［19］  

にまとめられている．   

切出し・詰込み問題は，多くの産業分野に応用を持  

つ問題であるばかりではなく，組合せ最適化や計算幾  

何の問題としても多くの面白い話題を含んでいる．本  

シリーズを通じて，切出し・詰込み問題に関わる話題  

に興味を持っていただければ幸いである．   
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