
切出し・詰込み問題とその応用  

－（1）1次元資材切出し問題一  
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次元資材切出し問題に対するGilmoreとGomoryの  

列生成法を解説した後に，段取り替え回数の削減を考  

慮した定式化と解法について解説する．また，切出し  

工程の間に一時的に積み上げられる製品の種類数を削  

減する取合せ順を求めるパターン並び替え問題の定式  

化と解法について解説する．  

2．線形計画問題による定式化と列生成法  

ある鉄鋼会社が，長さ⊥の大きな板材（母材）を  

市場に提供していると想定する．しかし，顧客の注文  

はもっと短い板材である．長さ／1，ん，…，／mの根材を  

dl，成，…，dm本ずつ生産する必要が生じた時に，なる  

べく少ない本数の母材を用いて顧客の注文をすべて満  

たす切出し計画を求める問題が，1次元資材切出し問  

題である（図1）．   

まず，カッティングパターン（以後，パターンと略  

す）と呼ばれる1枚の母材から切出される短い板材の  

組合せを考える．パター ン九に含まれる板材才の数  

を恥とすると，各パターンれ＝（αu，α2J，…，α椚ノ）が  

満たすべき条件は，次の通りに記述できる．  

1． はじめに  

いくつかの対象物を互いに重ならないように与えら  

れた領域内に配置する問題は切出し・詰込み問題と呼  

ばれ，多くの分野に応用を持つ代表的な生産計画問題  

の一つである．この間題は，対象物や領域の次元，形  

状，配置制約，目的関数等により非常に多くのバリエ  

ーションを持つことが知られている［2］．本稿では，  

代表的な切出し・詰込み問題である，1次元資材切出  

し問題，長方形詰込み問題，多角形詰込み問題につい  

て3回にわたり解説する．  

1次元資材切出し問題（one－dimensionalcutting  

stock problem）は，定型の母材から様々な長さの製  

品を顧客の注文に応じて切出す計画を求める問題であ  

り，鉄鋼・製紙・繊維などの素材産業をはじめとする  

多くの分野に応用を持つ代表的な組合せ最適化問題の  

一つとして知られている［2］．素材産業では，歩留り  

の向上，つまり余剰素材の削減が最も重要な課題であ  

る．古典的な1次元資材切出し問題は，使用する母材  

の本数を最小にする板材の取合せを求める問題として  

定式化され，GilmoreとGomoryによる列生成法  

（columngenerationmethod）［6，7］によって，大規  

模問題の良い近似解が短時間で求まることが知られて  

いる．   

しかし，実際の素材産業では，単に余剰素材の削減  

だけで製造コストが抑えられるわけではない．近年で  

は，切出し工程の段取り替え作業にともなうコストや，  

切出された製品を一時的に積み上げておく空間の削減  

が重要な問題として注目されつつあり，これらの問題  

に対する研究が盛んに行われている．   

本稿では，まず使用する母材の本数を最小化する1  

〝J  

∑恥J∫≦⊥．  
l、＝1  

（1）  

例えば，長さ上＝70の母材から，長さJl＝17の板材  

3枚と長さん＝15の栃村1枚を切出すパターンは♪＝  

（3，1，0，…，0）と表せ，条件（1）を満たす．   

ここで，条件（1）を満たすすべてのパターンをれ勿，  

…，♪乃とし，変数∬ノを各パターン九の切出し回数と  
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（DLP）を解き直すと最適値を改善できる．双対定理  

より，線形計画問題と双対問題の最適値は一致するた  

め，パターングを加えて線形計画問題の最適値も改  

善できることが分かる（図2）．   

ここで，すべてのパターン九∈〈♪糾．，…，轟）に対し  

て∑畏1㍍鋸を計算しなければ，上記の判定ができな  

いように思える．しかし，次の整数ナップサック問題  

すると，1次元資材切出し問題は次に示す整数計画間  

題として定式化できる．   

（1DCSP）  

乃  

最小化 ∑JJ  
ノ＝1   

乃  
条 件 ∑αむごJ≧dォ（∠＝1，…，∽）  

J＝1  

み∈Z．（ノ＝1，…，乃）．  

ここで，Z十は非負整数を表す．   （KP）  

廿！  最大化 ∑〟㌢α：・             i＝1  

m   

条 件 ∑／fα；≦エ  
Jこ二1  

実際に解きたいのは整数計画問題であるが，各栃村  

の注文数広がある程度大きければ，各パターンの切  

出し回数みの整数条件を緩和して得られる線形計画  

問題を解いて，得られた実数最適解を適当な方法で整  

数値に丸めることで，実用的には十分に精度の高い解  

となる．しかし，板材の種類数椚が比較的小さい場  

合でも，条件（1）を満たすパターンの数〃は莫大にな  

るため，これらすべてのパターンを列挙してから解い  

たのでは，高速な線形計画ソルバを用いても現実的な  

計算時間で解くことは困難である．そこで，Gilmore  

とGomoryはすべてのパターンをあらかじめ列挙す  

るのではなく，少数のパターンからなる実行可能解か  

ら始めて，現在の実行可能解を改善するパターンのみ  

を逐次生成する列生成法（column generation  

method）を提案し，これを改訂シンプレックス法に  

組み込むことで，上記の1次元資材切出し問題が効率  

良く解けることを示した．   

初期実行可能解を見つけるのは簡単である．長さ／～・  

の板材L上．仏」本だけからなるパターンをかと定めれ  

ば，パターンれ勿，…，♪mからなる行列は，線形計画  

問題に対する実行可能な基底行列となる．したがって，  

以降では，パターンれ…，轟（々≧椚）に対する線形計  

画問題の最適基底解が得られていると仮定し，そこに  

新たなパターン〆を加える場合を考える．この線形  

α：・∈Z」（g＝1，…，椚）  （10）  

を解くことでこの計算が実現できる．つまり，関越  

（KP）の最適解〆＝（αヂ，αぎ，…，α荒）について，∑畏1  

〝㌢α㌢≦1であれば，♪姑1，…，♪乃のいずれのパターン  

を加えても線形計画問題の最適値を改善できないこと  

が分かる．また，∑た1㍍が＞1であれば，パターン  

〆を加えて線形計画問題の最適値を改善できる．   

上記の整数ナップサック問題は，母材の長さ⊥と  

各栃村の長さ／∫が整数であれば，0－1ナップサック問  

題と同様に動的計画法で解ける．母材の長さ⊥を乙ノ  

で置き換えたときのナップサック問題の最適値を  

／（〃）で表す．このとき，／mi。＝min～＝．，．‥，m／～とすれば，  

0≦乙、くんi。に対して／（〃）＝0となる．ナップサック閃  

題の最適値／（⊥）は，〃＝んi。，…，⊥の順に漸化式   

／（〃）＝maX（／（㍗－／2）＋㌦），  
1：こ／≦川  

／，≦～  

（11）  

を使って求めることができる．列生成法によって新た  

に生成されるパターンの総数は，改訂シンプレックス  

法の反復回数と同じなので，多くの場合，栃村の数  

別の数倍程度で抑えられる．   

線形計画問題を解いて得られる下界値と整数最適値  

とのギャップについては，文献［9］などの研究があり，  

1次元資材切出し問題のあるクラスに対して，このギ  

ャップが1未満になることが知られている． また，文  

献［15］では，様々な整数丸め手法について検討を行い，  

計画問題の双対問題は   

（DLP）  

椚    最大化 ∑威動 
～＝1  

けJ  

条 件 ∑厄壷折≦1（ノ＝1，…，々）  
～＝1  

机≧0（才＝1，…，椚）  

と表され，パターンれ…，♪烏は条件（6）に対応してい  

る．問題（DLP）の最通解を〟＊＝（㍍，〟才，…，摘）と  

すると，∑掌1〝ヂα；＞1を満たすパターン〆＝（α；，α；，  

・・・，α㌫）に対応する制約条件は問題（DLP）の実行可  

能領域を通るため，パター ン〆を加えて問題  
図2 列生成法による新たなパターンの追加  
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多くの例題においてこのギャップが極めて小さくなる  

ことを数値実験により確かめている．整数最適解を求  

める厳密解法に関しては，文献［12，13］などの列生成  

法を用いた分枝限定法がある．  

3．段取り替え数の削減を考慮した1次元  

資材切出し問題  

実際の製造業では，業種により最小化すべき費用が  

異なったり，操業の都合から様々な制約が生じるため，  

前節の定式化では取扱えない問題が多い．特に，パタ  

ーン切替えにともなう段取り替え費用の削減は，製造  

業における重要な問題の一つである．   

素材産業では，パターンが切り替わるごとに板材を  

切出すカッターの位置を再設定する段取り替え作業を  

行う必要がある．素材によっては，段取り替えは数時  

間に及ぶ非常に手間のかかる作業となり，ラインの稼  

働率が低くなる．また，ラインを稼動させたままカッ  

ターの位置を再設定する場合では，再設定中に斜めに  

切出された素材は無駄な部分となり，余分な製造コス  

トが生じる．ところが，前節で説明した列生成法に基  

づく解法では線形計画問題の最適基底解を求めるため，  

退化が起こらない限り常に∽本のパターンを使用す  

る切出し計画が出力され，とても効率が良いとは言え  

ない．   

そこで，近年では，段取り替え回数の削減を考慮し  

た1次元資材切出し問題の様々な定式化や解法が提案  

されている．   

3．1発見的解法   

段取り替えの回数が少ない切出し計画では，各パタ  

ーンの切出し回数が比較的大きくなる．文献［8］では，  

この性質を利用して切出し回数が大きく取れるパター  

ンを逐次生成するSHP（sequentialheuristic proce－  

dure）と呼ばれる発見的解法を提案している．   

SHPでは，空のパターン集合から始めて，すべて  

の根材の注文が満たされるまで，条件（1）および次の条  

件（lれ（13）をともに満たすパターン九＝（αu，α2J，…，  

α勅）を逐次追加していく．  

〝Z  

L－∑aijlt≦MAXTL，  
J－＝l   

（12）  

旦 
≧MINU（αゎ＞0，d；＞0，∠＝1，…，∽），（13）  

（J∫J  

ここで，MAXTL，MINUは，それぞれパターンPj  

の切残し長の上限値および切出し回数∬Jの下限値を  

表すパラメータである．また，d；はノー1番目のパタ  

ーンを切出した時点での板材オの残り注文数であり，  

パラメータMINUは残り注文数蛮を用いて  

（／∑「Jこ（／．′／∫  

⊥  
MINU＝  （14）  

と設定される．ここで，αは0．5～0．9の適当な値に  

設定する．列挙法で各パターンの生成を行う．まず，  

各板材オを残り注文数蛮の降順に整列しておく．条  

件（1）および，すべての板材グに対して恥≦d；を満た  

すパター ンを辞書式順に列挙し，条件（1飢（用をともに  

満たすパターンが見つかった時点でそれを出力する．  

もし，条件を満たすパターンがなければ，MINU：  

＝MINU－1として再び条件を満たすパターンを探索  

する．もし，MINU≧1に対して条件を満たすパター  

ンが見つからなければ，列挙したパターンの中で切残  

し長の最も短いパターンを出力する．生成されたパタ  

ーン九の切出し回数みは   

（用  み＝。…弐チ崇。L剖・  
とする．   

文献［5］では，パターン併合法（pattern combina－  

tion heuristic）を提案している．パタp ン併合法は，  

段取り替えを考慮しない問題（1DCSP）を解いて得  

られた解を初期解とする．現在の解から適当にいくつ  

かのパターンを選び，使用する母材の本数が増えない  

ように，選んだパターンを併合して新たな解を生成す  

る．この子続きを繰返し行うことで，段取り替え回数  

を削減する．   

例えば，長さエ＝4500の母材から長さム＝2150，ん  

＝2100の製品を切出す問題を考える．ここで，各板  

材の注文数は，それぞれd＝2，あ＝2とする，この  

間題に対して，二つのパターンカ1＝（2，0），♪2＝（0，2），  

∬1＝1，J2＝1からなる解を考える．このパターンれ  

♪2は使用する母材の本数を増やすことなく，新たな  

パターン〆＝（1，1），J′＝2に置き換えることができる．   

二つのパターンれ♪2およびそれらの切出し回数  

∬1，∬2が与えられているとする．この時，新たなパタ  

ーン〆＝（α；，α；，…，α；）およびその切出し回数∬′は，  

の1∬1＋の2」r2  
（オ＝1，…，∽）  （帽  ／J′－＝  

′ 、Il  

∬′＝∬1＋∬2  （川  

で与えられ，パターン〆に含まれる各根材グの数α；  

がすべて非負整数ならば，パター ンれ♪2を併合して  

新たなパターングを得る．三つのパターンれ勿，加  

を併合して二つのパターン♪i，炎を得ることは容易で  
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はないが，文献［5］では，パター ン炎，露の切出し回  
最大化燕画拍＊）  

m  

条 件 ∑／fα；≦⊥  
J、こ】  

々′㌫≦虞（オ＝1，…，研）  

α；∈Z＋（オ＝1，…，椚）  

々′∈Z．．  

ここで，烏′の最大値ゐmaxは，   

kmax＝min（zuB，i禦チ㌔dt）・  
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数ム，∬；が，  

∬；＝れ，J；＝J2＋∬3  

∬i＝エ2，J；＝Jl＋∬3   

Ji＝諏，J；＝Jl十J2，  

のいずれかの値を取る併合のみを考え，列挙法を用い  

て可能な併合を探索している，また，四つのパターン  

を三つのパターンに併合する手続きも提案している．   

3．2 厳密解法   

文献［14］では，与えられた使用母材本数の下で段取  

り替え回数を最小化するパターン数最小化問題（pat－  

tern minimization problem）に対して分枝カット法  

を提案している．条件（1）を満たす全てのパターンを  

れ‥・，轟とし，ZUBを使用できる母材本数の上限，ん々  

を各パターン九を々回切出すとき1，そうでないと  

き0となる0－1変数とすると，パターン数最小化問題  

（32）  

で抑えられるので，各々′＝1，…，々maxについて，次の  

整数ナップザック問題   

（KP′）  

〝！    最大化 ∑ガ届  
～＝1  

∽  

条 件 ∑／ゴα；≦⊥  
王－＝1  

扇≦min‡胤且）  

（ダ＝1，…，∽）  

α；∈乙（～●＝1，…，∽），  

は次に示す0－1計画問題として定式化できる．   

（PMP）  

乃 〟（♪ノ）  

最小化 ∑∑ん烏  
J＝1烏＝1  

（21）  

を解くことで，  

文献［14］では，  

問題（QIP）の最適解が求められる．  

上記の列生成法を基にし、くつかの切除  乃び（♪ノ）  

条 件 ∑∑用勒ん＝族（z●＝1，‥・，7γZ）（22）  
ノ＝1烏＝1   

乃び（pノ）  

∑∑以ノた≦zUB  
J＝1た＝1  

（23）  

んた∈（0，1）  

（ノ＝1，…，乃，々＝1，…，〟（九））．  （24）  

ここで，  

平面を加えることで効率良い分枝カット法を実現して  

いる．   

3．3 メタ戦略   

文献［10，11］では，パターン最小化問題（PMP）  

とは逆に，与えられた段取り替え回数の下で，使用す  

る母材の本数を最小化するパターン数制約付き問題  

（pattern restricted problem）に対してメタ戦略を提  

案している．使用できるパターン数の上限を乃UBとす  

ると，パターン数制約付き問題は次の通りに定式化で  

㌔  （25）  〟（九）＝i聖チ．  
のノ＞0  

であり，また，条件窟2）はすべての栃村gの注文を過不  

足なく満たす条件となっている．問題（1DCSP）の  

場合と同様に，条件（1）を満たすパターンの数犯は莫  

大になるため，列生成法によってパターンを逐次生成  

する必要がある．問題（PMP）の整数制約を緩和し  

て得られる線形計画問題の双対問題を考えると，変数  

んヵに対応する制約条件は，   

埴姉－♂）≦1，  （26）  

と表される．ここで，れおよぴ♂はそれぞれ問題  

（PMP）の条件（22），（23）に対応する双対変数である．双  

対問題の最通解をが＝（が，7ぱ，…，戒），♂＊とすると，  

式（26）の左辺を最大化するパターン〆＝（α；，巌，…，α㍍）  

およびその切出し回数々′を求める問題は，次の2次  

整数計画問題として定式化できる．   

（QIP）  

きる．   

（PRP）  

最小化 ∑JJ  
九∈口  

即  

条 件 ∑αゎみ≧dz（オ＝1，‥・，椚）  （38）  

九∈口  

口⊆P  

l口l≦死UB  

JJ∈Z＋（∀九∈n）．  

ここで，Pは条件（1）を満たすすべてのパターンから  

なる集合，口は使用されるパターンからなる集合であ  

る．   

問題（PRP）は，問題（1DCSP）にパターン数制  

約師）を加えた単純な拡張であり，文献［6，7］の列生成  

法を用いれば効率良く解けるように思われる．しかし，  
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パターン数制約㈹を満たすために，現在の実行可能解  

に新たなパターンを加える一方で，現在の解に含まれ  

るパターンを除く必要がある．そのため，問題（KP）  

を解いて∑畏1〟㌢αチ＞1となるパターン〆を生成して  

も，それが必ずしも現在の解を改善しないという問題  

が生じる．   

文献［10，11］では，局所探索法を用いてパターン数  

制約を満たす実行可能解の探索を実現している．局所  

探索法は，現在の解の一部を変化させて得られる解集  

合（これを近傍と呼ぶ）の中に改善解があれば，現在  

の解を改善解に置き換える操作を，近傍内に改善解が  

なくなるまで繰返し行う手法である．   

通常，局所探索法を1回通用しただけでは良い精度  

の解は得られないので，過去の探索履歴を利用したり，  

一定の確率で改悪解への移動も許容するなど，様々な  

戦略を組合せることで，より効率良い探索を実現する  

メタ単帥各と呼ばれる枠組みが用いられる（メタ戦略に  

ついては文献［16］を参照）．   

文献［11］では，根材才をパターン九に一つ追加し  

た後に別の板材才′（≠ダ）を削除して新たなパターン♪ニ  

を生成する操作と，板材オをパターン九1からパター  

ン九2に移動した後に，別の板材∠′（≠g）をパターン  

九2からパターン九1に移動，もしくはパターン九2か  

ら削除して新たなパターン♪ニ1，♪ニ2を生成する操作を  

適用して得られる解の集合を近傍としている（図3）．   

また，使用パターン集合nが与えられた際に，各  

パターン九∈口の切出し回数Jノを求める問題は，整  

数計画問題として定式化できるが，整数条件を緩和し  

て得られる線形計画問題を解いて，得られた実数最適  

解を適当な方法で丸めて整数解を求めている．   

文献［10，11］では，この他に線形計画法の性質を利  

用した高速化を実現しており，少ない段取り替え回数  

でも精度の高い解が得られることを数値実験で示して  

いる．   

図4，5に，板材が38種類の1次元資材切出し問題  

に対して文献［6，7］の列生成法に基づく線形計画法と  

文献［11］の局所探索法をそれぞれ通用して得られる切  

出し計画を示す．図中の列が各パターンを，その幅が  

各パターンの切出し回数をそれぞれ表している．図4，  

5の切出し計画における使用母材の本数はそれぞれ  

405．922（実数最適値），410であり，後者では段取り  

替えを考慮しているにも関わらず使用母材の増加は最  

適値の1％以内に抑えられている．一方で，パターン  

数はそれぞれ38，12であり，文献［11］の局所探索法  

2丁4（56）  

シフト  

追加／削除操作  シフト／シフト（削除）操作  

図3 局所探索法における近傍解の生成  

図4 列生成法に基づく線形計画法による切出し計画の例   

（∽＝38，乃＝38）  

図5 局所探索法による段取り替えを考慮した切出し計画  

の例（∽＝38，乃＝12）   

を用いることで，使用母材をそれほど増やすことなく  

段取り替え回数を大幅に削減できることが確かめられ  

る．なお，文献［11］の局所探索法では，上記の例題に  

対してパターン数を8に設定しても，使用母材の増加  

が最適値の3％以内の切出し計画が得られる．  

4．パターン並び替え問題  

実際の製造業において，段取り替え作業と並んで重  

要な問題の一つに，切出された板材の搬出の問題があ  

る．多くの現場では，切出された栃村はすぐに搬出さ  

れるわけではなく，同じ種類の板材がすべて切出され  

るまでの間，その種類ごとに切出し機械の周辺に一時  

的に積み上げられる（これはスタックと呼ばれる）．  

しかし，多くの工場では，切出された板材をすべて積  

み上げておくだけの十分な空間は確保できないため，  

切出し工程の間に生じるスタックの数をなるべく少な  

くするパターンの切出し順を考える必要がある．特に，  

ガラス製造業など根材が破損しやすい分野では，搬出  

オペレーションズ・リサーチ   
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行列C（方）の各列はパターンを表しており，例えばパ  

ターン♪方。 は栃村2，3の2種類の板材を切出している．  

パターン轟 1，♪汀2，釦。，♪汀。の切出し回数をそれぞれJ汀1  

＝3，J花2＝1，∬花。＝5，J方4＝2とすると，各栃村オがスタ  

ックに積まれる平均期間宮（方）は（3十10＋7＋0＋8）／  

5＝5．6となる．   

文献［4］では，提案手法が，各板材ダがスタックに  

積まれる平均期間を，ランダムな切出し順の場合よリ  

6割程度減らせることを数値実験により確かめている．  

また，文献［3］では，上記の問題に加えて切出し▼L程  

の間に生じる最大スタック数を最小にするパターン並  

び替え問題に対する数値実験も行っている．  

5．おわりに  

実際の素材産業では，（1）切出し機車戒における刃の数，  

（2）各パターンの切残し良，（3）様々な長さの母材など，  

操業の都合上様々な制約条件が生じることは，文献  

［7］ですでに触れられている．パターンに関する制約  

の多くは，パターン生成を行う部分問題の制約条件と  

して加えることで，うまく対処できることが知られて  

いる．また，パターンに関する制約が多く，実行可能  

なパターンの総数が数万程度に抑えられる場合には，  

列生成法を使わずに実行可能なパターンをあらかじめ  

列挙して線形計画法を適用する方が効率が良い場合も  

ある（もちろん高速な線形計画ソルバを用いることが  

前提である）．  

までなるべく栃村を移動させないことが望ましいため，  

この間是引ま重要である．そこで，近年では，切出し工  

程の間に生じる最大スタック数の削減を考慮したパタ  

ーンの切出し順を求める，パターン並び替え問題  

（pattern sequencing problem）の様々な定式化や解  

法が提案されている．   

4．1欲張り法   

文献［17］では，使用するパターン集合口＝（れ 食，  

・‥，♪〝）が与えられた際に，簡単な規則によってパタ  

ーンの並びを先頭から順に逐次決定する欲張り法を提  

案している．   

ある栃村オを含むすべてのパターンれの切出しが  

終われば，すぐに搬出作業が行われ，栃村オのスタッ  

クを削除できる．そこで，まだ切出されていないすべ  

てのパターン九に現れる回数が最も少ない栃村才を  

選び，その板材オを含むパターンを優先して切出す．  

この時，板材∠を含むパターン九は複数存在するが，  

他の板材をなるべく含まないパターンを優先して選ぶ  

ことで，新たなスタックをなるべく生成しない様にし  

ている．   

4．2 メタ戦略   

文献［3，4］では，各板材ブがスタックに積まれる平  

均期間を最小にするパターン並び替え問題に対して，  

アニーリング法，タブー探索法を用いた解法をそれぞ  

れ提案している．次に，文献［3］の定式化を示す．   

まず，椚種類の栃村を切出す和本のパターンの順  

列を方＝（恥乃，‥・，孤）で表す．ここで，屯はパター  

ンれがノ番目に切出されることを表す．次に，順列  

方により定まる次の椚×犯行列C（方）＝［c～ノ］を考える．  

謝辞 本稿の執筆にあたって貴重なコメントをいただ  
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