
■学生論文賞受賞論文  

有限距離空間の離散凸性  

平井 広志  
（束京大学大学院情報型工学系研究村数理情報学専攻 現所属・京都大学数理解析研究所）  

指導教官 室日ヨ一雄教授  

d＝  ∑  蝕（d）∂5＋d′  
5sp】It，α5（〟）＞0  

と分解され，d′も距離関数で任意のスプリット5に  

対して偽（の≦0となる．   

スプリット距離の和から対応するネットワークが構  

成できるので，この分解手法は進化系統樹の推定など  

に応用されている．  

3．多面体的凸関数のスプリット分解   

／．R乃→RU（∞）か，有限個の線形不等式制約で記  

述される実効定義域を持ち，そのうえで有限個のアフ  

ィン関数の最大値として表されるとき，多面体的凸関  

数であるいう．R乃の超平面〃に対してスプリット関  

数を   

／〃（∬）＝［∬と〃の距離］／2  

と定義する．これは〃を谷として〃の法線方向にむ  

かって大きくなるような単純な多面体的凸関数である．  

多面体的凸関数／とある超平面〃によるスプリット  

関数／〃の「商」c〃（／）を   

c〃（／）＝Sup（J∈町／－′J〃か凸関数）  

と定義する．0＜c〟（／）＜∞となるとき，／はスプリ  

ット関数／〃の成分を含んでいることを意味する．次  

のスプリット分解定理が成立する．   

定理2 多面体的凸関数／は，   

／＝ ∑ c〟（／）／〃＋／′  
H hyperplane  
O＜（〃（／）＜∞  

と分解され，／′も多面体的凸関数で任意の超平面〃  

に対してc〃（／’）∈（0，∞）となる．さらにこの分解は一  

意である．   

すなわちスプリット分解とはスプリット関数の成分  

とスプリット関数の成分を含まない多面体的凸関数へ  

の分解である．  

4．離散凸関数のスプリット分解  

一方⊆R乃を有限集合とする．その上の関数／∴方一→R  

の凸拡張を7：R乃→RU（∞）と表す．またy⊆ガに  

1．概要  

本研究では，バイオインフォマティックス等の分野  

で現れる有限個の要素からなる距離空間を離散的な凹  

関数と見なすという新しいア70ローチを提案した．こ  

れによづて凸解析の観点から有限距離空間の組合せ構  

造を抽出できるようになった．特に進化系統樹の構成  

法として知られるH．－）．BandeltとA W M．Dress  

の距離関数のスプリット分解理論［1］を，多面体的凸  

関数および離散凸関数のスプリット分解に一般化し，  

その多面体的な幾何構造をより明確にした．また  

Dressらによる有限距離空間の組合せ論を論じる統合  

的枠組「T理論」［2］の中心的概念であるtlght span  

の双対的概念である距離複体の概念を導入した．本研  

究で用いた手法の多くは，室田［3］による多面体的組  

合せ論から離散凸解析に至るアプローチを精神的に受  

け継いでいる．  

2．距離関数のスプリット分解の理論  

BandeltとDress［1］のスプリット分解を説明する．  

Ⅴを有限集合，d：Ⅴ×Ⅴ→Rを距離関数とする．  

Ⅴ上のスプリットS＝Alβとは，非自明なVの2  

分割のことである．すなわちⅤ＝AUβ，Anβ＝仇  

A≠仇 β≠鋳である．Ⅴ上のスプリットAlβに対し  

て，スプリット距離∂月lβを  

＝ （ 

11fオ∈A，ノ∈βorノ∈A，Z∈β  

01f z，ノ∈A or z，ノ∈β  
∂。■β（z，ノ）  

Ⅴ上のスプリットAlβに対して，分離指数仙lβ（d）  

を‾  

仙●β（d）＝  

－d（トd（々，ハ 毎（max（≡…；；完工諾，，三；） 
と定義する．   

）  

定理1（文献［1］）d．Ⅴ×Ⅴ→Rを距離関数とす  

ると，  
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対し，／のyへの制限をルで表す．／が／＝（デル  

を満すとき凸拡張可能関数と呼ぶことにする．凸拡張  

可能関数は離散凸関数の最も基本的なクラスの一つで  

ある［3］．多面体的凸関数のスプリット分解を離散化  

することによって次の定理が得られた．   

定理3 凸拡張可能関数′：ズー→Rは，   

／＝  ∑  ∂〟（／）んlズ＋γ  
〃∈．好ズ～〟（／）＞0  

と分解され，γも凸拡張可能で∀〃∈彪ズ，∂〃（γ）≦0  

を満す．ここで彪ズと∂〃（γ）は，   

∵さ－－－‾‾－一十二．＼  
図1距離複体（左）とtlghtspan（右）  

この定理によって距離関数のスプリット分解は離散  

凸関数のスプリット分解の特殊ケースになっているこ  

とかわかる．  

6．距離複体とtlghtspan  

A W．M．DressらによるT理論の中心的概念であ  

るtightspanを説明し，本研究との関連を述べる．  

距離関数dに対して，tlghtspan T（d）とは，   

T（d）＝（b∈RVl∀i∈V，i）（l）＝maX（d（l，］）－b（］））） ノ（レ■  
で定義されるRVの部分集合である．tight spanには，  

距離空間の組合せ構造がRyの図形の構造として自然  

に現れる［2］．距離関数dをd：ズ→Rとみなすこと  

によってdの凹拡張の上側面をconvガに射影する  

ことによって，自然にconv．方の多面体的分割を得る．  

これを距離複体と呼ぶことにする．このとき，距離複  

体とtight spanは双対的関係にあることか分かった．  

図1に4点からなる距離空間の場合の例を示す．距離  

複体の3次元多面体がtight spanにおいては頂点に  

対応し，距離複体の3次元多面体がファセットを共有  

するとき対応する枝かtightspanに現れる．  
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．：：・、，＝ ナナ   
∂〃（／）＝   

HnconvX＝COnV（XnH）  

〝nrlCOnV＿方≠8  
超平面  

＋  

mln  
∫モ．Yn〟＋  
甘く．rn〃‾‾  

（紺は∬と〟を結ぶ線分と〟との交点）  

で定義される．  

5．離散凹関数としての距離関数  

距離関数を離散凹関数とみなすことで，距離関数の  

スプリット分解が離散凸関数のス70リット分解の特殊  

ケースになっていることが示される．まず，有限集合  

．方⊆Ryを   

ズ＝（ズl＋んIz，ノ∈Ⅴ）  

（ズlはz方向単位ベクトル）  

と定義し，距離関数d：Ⅴ×Ⅴ→Rに対し，  

d（ズl＋ん）←d（z，ノ）（z，ノ∈Ⅴ）  

と対応させることでd：ズー→Rと見なすことができ  

る．このとき距離関数dはス∴上の凹拡張可能関数で  

ある．さらにV上のスプリットAlβに対し超平面  

〃．．岬を   

茸。■β＝（ェ∈Ryl∑z∈。∬（z）＝∑l∈βエ（z））  

と対応させると，仇lβ∈彪ズである．すなわちスプリ  

ットによる Ⅴの2分割を超平面による単体の2分割  

に対応させるのである．この対応の下，次の定理か成  

立する．   

定理4．Ⅴ上のスプリットAlβに対し，   

∂。－β＝－√可J〟A．βlズ＋1，   

勒β（d）＝∂鮎β（－の／ノ「研  

が成り立つ．  
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