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を紹介します．ここでは，単純二値化法，組織的ティ  

サ法，誤差拡散法について述べます．   

単純二値化法ではある閥値を設定して各画素につい  

て，その明るさか閥値以下なら0に，開催よ－）上なら  

255にします．この方法は単純なため画像が多階調画  

像ですと原画に似たものは得られません．多階調画像  

でなくとも，階調か127である灰色一色の画像は閥値  

か127ならば，黒一色の画像になりますし，128であ  

る灰色一色の画像は白い画像になります．図1は単純  

二値化法を施した画像です．ところどころ画像か潰れ  

ているのか分かります．ただ，この方法にも長所はあ  

ってコピーやスキャナで白色度の低い紙に書かれた文  

字を読みとる時には閥値を紙の色と文字の色の間に設  

定することで文字だけを読みとるようにできます．こ  

の間値の決め方にもいくつかの方法があります［12］か  

本題から離れていくので，ここでは省きます．   

組織的ティザ法は単純二値化方法に改良を加えたも  

のと言えます．単純二値化方法ではある特定の閥値を  

決めましたが，この方法は各画素について異なる閥値  

を用います．異なる開催といっても各画素の階調を考  

慮して決めるのではなく，ティザ行列と呼ばれる行列  

を用意し，そのディザ行列の各値を閥値とします．下  

記の例は原画か4×4の画素である場合のBayer型と  

呼ばれるティサ行列です［6］．原画か256階調の場合  

1．ディジタル・ハーフトーキング  

パソコンのモニタ上の写真とそれをプリンタで印刷  

したものを比べてみたことがあるでしょうか？ 比べ  

てみるとモニタ上のものの方かきれいに見えることで  

しょう．では，なせモニタの方がきれいなのでしょう  

か？ パソコンのモニタではその設定にもよるけれど  

も1画素につき赤，緑，青をそれぞれ256階調の濃淡  

をもっています．つまり1画素で2563＝16，777，216  

色を表現できます．では，もう一方のプリンタを見て  

みましょう．トナー交換やインク交換をするときにカ  

ラープリンタなら4色くらいですし，■モノクロームな  

ら黒のインクしか入っていません．4色のカラープリ  

ンタの場合はシアン，マゼンタ，黄色そして黒のイン  

クが用意されています．たった4色のトナーで  

16，777，216色を印刷できるわけはありません．最近  

は中間色のインクを用意して，8色のインクを持つプ  

リンタもありますか，この方法でも16，777，216色は  

印刷できません．つまりモニタでは黄色を256階調の  

濃淡で映し出していますかプリンタでは黄色のインク  

を紙に吹き付けるか吹き付けないかの2通りしかない  

わけです．このためモニタの写真の方か印刷したもの  

よりきれいに見えるのです．すると，プリンタにとっ  

て階調が中間の色をどう印刷するかかその善し悪しに  

つながってきます．つま－）プリンタは256の濃溌を0  

か255に振り分けて原画を近似しているのです．この  

振り分けをティシタル・ハーフトーニングと言います  

［9］．そして，その振ー）分け方のアルゴリズムには  

様々なものか提案されています．問題を考えやすくす  

るために単一色からなる画像（モノクローム画像）に  

ついて考えることにします．いくつかのアルゴリズム  
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図1単純二値化法を施した画像（木の上の2匹の亀）  
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これらの値を16倍したものが閥値となります．  

0  8  2 10   

12 4 14 6   

3 111 9   

15 7 13 5  （  

β4＝  

この例の2行3列めの値は14なので14×16＝224を  

閥値として対応する原画の画素を0か255に振り分け  

ます．この方法では確率として階調がgの画素を確  

率g／256で黒とします．すると階調とその確率の256  

倍は一致するので，原画の色の濃淡を反映しているよ  

うに思えます．ということで画素数が十分多ければ，  

良い結果が得られます．そして少ないと当然，悪い結  

果になります．組織的ティザ法ではディザ行列の値を  

次のように決めます．  

図2 組織的ティザ法を施した画像（木の上の2匹の亀）   
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ただし，んはすべての要素が1である2乃×2乃行列で  

す．このように再帰的に要素の値を決めてできる行列  

を用いるのを組織的ディザ法，ランダムに値を決めて  

いくのをランダムディザ法と呼びます．また，組織的  

ディザ法で用いるディザ行列にも閉値か中心では小さ  

く周辺では大きいドット集中型と閥値がなるべく均等  

になるように構成されたドット分散型かあります．  

Bayer型はドット分散型の一つです．図2は組織的  

ディザ法を施した画像ですが，周期的な模様が見てと  

れます．   

誤差拡散法は上記の二つの方法とはだいぶ異なりま  

す．上記の二つの方法では各画素を周一）の画素を考慮  

せすに二値化しました．誤差拡散方では閥値との誤差  

を周囲の画素に振ー）分けていきます．原画の各行を順  

に右から左に走査することをラスタ走査と言います．  

これはインクジェットプリンタのヘッドの動きと同じ  

です．このラスタ順に誤差をまだ走査していない周囲  

の画素に振り分けます．次に代表的な誤差拡散行列  

El，E2を示します．  

図3 誤差拡散法を施した画像（木の上の2匹の亀）  

走査している画素です．0と閲値との差×誤差拡散行  

列の値をその対応する画素に加えていきます．この方  

法では大きな誤差拡散行列を用いれば滑らかな画像か  

得られます．しかし解像能は低下します．実際には，  

この方法を改良したものかインクジェットプリンタに  

広く使われています．誤差拡散法を施した図の例が図  

3です．誤左拡散法特有の粒状の模様か現れています．   

この他にもブルーノイズマスク法［11］という方法が  

あります．これはティザ法と人間の視覚特性（空間周  

波数の高周波成分を検出しにくい）を組み合わせて画  

像のノイズを目立たなくする方法です．この方法を用  

いると誤差拡散法と同程度の画像が得られます．   

このように様々な手法か提案されているのは二値化  

する原画や目的によってそれそれに一長一短があるた  

めです．   

ここでもうー度Bayer型ディザ行列について考え  

てみましょう．灰色の原画を二値化することを考えま  

す．このときBayer型ディザ行列の閥値の高い値と  

低い値は均等に分布しているために灰色に見える画像  

か構成できるわけです．  
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a，E2において●はすで七走査済みの画素，○は現在，  
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集合Pを考えます．A⊂尿2の族を粛とします．  

Ⅴ（A）をAに含まれる点の個数とします．このとき，   

β（P，A）＝乃Ⅴ（A）一匿nAl   

β（P，粛）＝Sup月∈〟lβ（P，A）I  

とおきます．β（P，ぷ）はPと粛か与えられたときの，  

Pの遜における食い違い度です．さらに，  

β（乃，粛）＝1nfエ）（P，粛）  
P（虎2  

lPl＝タブ  

が粛の食い違い度となります．遜か戌2内の長方形  

領域の集合であるとき0（logプ？）であることか知られ  

ています．   

さて，ティザ行列に戻りましょう．乃×乃のディザ  

行列には0から乃2－1までの数字かおのおの1回すつ  

現れます．この値を頂点の個数だと思います．では，  

上の粛に相当するものと考えましょう．乃×1，1×乃  

の集合を要素とする粛を考えてみましょう．この場  

合，食い違い度か0になるものは半魔法陣と呼ばれて  

います．つまー），半魔方陣とは乃×犯行列で要素か  

0，…，乃2－1によって満たされてしさて，各行，各列の  

和か等しいものです．ここでは各行，各列の和の代わ  

りに任意の々×々の連続する部分行列の和を考えまし  

ょう．つまり，々×々の連続する部分行列の集合か先  

ほどの粛に相当します．々×々の連続する部分行列の  

和か等しい乃×乃行列を々×々一様乃×乃行列と呼び，  

N（々，乃）を々×々一様乃×乃行列の集合とします．  

3．〟×〟一様∩×∩行列  

正整数乃＞1に対して，Z（乃，∽）を乃×乃整数行列  

で要素か（0，・，∽－1）の要素であるものとします．  

さらにZ（乃）⊂Z（乃，乃2）を（0，…，乃2－1）のすべての  

要素を含む乃×乃行列とします．   

々×々の連続した部分行列（以下，領域と呼ぶ）を  

私ノ＝斤≡5）を（才，ノ）を左上の要素とし，  

腔′） 

ト一三：≡∴ニ：…二；かつ ），  

で定表します／ここでz′，ノ′は乃を法とします．   

行列Pと々×々の領域札ノについてP（私ノ）で．私J  

に含まれるPの要素の総和をあらわすことにします．  

同様にCり＝C三雲）は要素（z，ノ）を最左要素とする々×1  

の領域であり，P（Cり）はCり含まれるPの要素の総  

和をあらわします．ここでは，乃×乃行列に現れるゐ  

×々領域の族   

矛如＝（斤至3）lz，ノ＝0，1，‥，乃－1）  

に着目していきます．この族矛烏，乃に対する乃×犯行  

（37）37   

2．食い違い度からみたディザ行列  

さて，ディジタル・ハーフトーニングはある種の近  

似なのですが，その尺度か問題となります．現実には  

印刷されたものかきれいかどうかの判断は人間の日に  

頼っています．これでは客観性に欠ける部分かあるで  

しょう．というか，近似というからには数学的にモテ  

ル化して較べてみたいと数理工学者は思うわけです．  

では，どういう尺度か良いのでしょうか，何か客観的  

な基準はないのでしょうか？ 先ほど閥値の高い値と  

低い値か均等に分布していると書きました．β。の例  

をみると0と1は斜めに1マス離れていて15と14も  

同じだけ離れています．0と2は15と13と同じだけ  

離れています．この均等に分布していることによりど  

の部分を見ても部分の閥値の平均が同じ程度になり，  

平均的に黒い画素かばらまかれて灰色に見えると考え  

られそうです．そこで，この均等に分布しているとい  

う状況を数学的に評価すればデイサ行列の近似の良さ  

を評価できそうです．   

様々な基準があると思いますか，ここでは食い違い  

度（dlSCrepanCy）［5，7，8，10］という基準で考えて  

みましょう．   

食い違い度は［0，1］区間内の点列の一様性や，幾何  

の点配置の一様性を測る尺度として生まれました．［0，  

1］区間内の無限点列5＝（sl，ざ2，…）か一様に分布してい  

声というのを任意の半開区間［α，∂＝こ対して   

無（忘】（sl，…，扉［α，占）l）≧∂－α  
で定義します．乃を無限大にとばしたとき：sの中の  

点が［a，b）に含まれる確率か占－αに等しければ一様  

であるというわけです．実際に一様である点列は存在  

します．無理数γに対して，5＝（51，52，・）を∫乃＝  

（γ乃）で与えます．ここで（γ乃）はγ乃の小数部分をあ  

らわすものとします．このとき，Sは［0，1］区間で一  

様となることが知られています．では，点列がどれだ  

け一様ではなヽ－かという尺度を考えましょう．先ほど  

の一様であることの式から，   

β（∫，乃）＝ Supll（5．，・，S乃）∩［α，∂）ト乃（∂－α）l  
O≦〟≦藩≦1  

を考えます．これか点列sの食い違い度です．点列に  

対する食い違い度と同様に2次元の有界な平面におけ  

る点の分布の食い違い度も考えることかできます．こ  

れについては計算幾何の分野で盛んに研究されてきま  

した．児2＝［0，1］2の単位正方形と虎内の雅一頂点の  

2005年1月号  © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



P
 
P
 
 

0 1 2  3  4  5  6  7   

8  9 10 1112 13 14 15   

16 17 18 19 20 21 22 23   

24 25 26 27 28 29 30 31   

32 33 34 35 36 37 38 39   

40 41 42 43 44 45 46 47   

48 49 50 51 52 53 54 55   

56 57 58 59 60 61 62 63  

≠  

0 62 2 60 4 58 6 56   

55 9 53 11 5113 49 15   

16 46 18 44 20 42 22 40   

39 25 37 27 35 29 33 31   

32 30 34 28 36 26 38 24   

23 41 21 43 19 45 17 47   

48 14 50 12 52 10 54 8   

7 57 5 59 3 61 1 63  

図4 定理1（a）の具体例  

J㊥P＝β＝  

P P ‥・P  

次にkxk行列Pのcyclic column shiftをPの］列  

をノ＋1列に移し，々列を1列に移す操作とします．  

同様にcycllCrOWShiftをPのl行をl＋1行に移し，  

々行を1行に移す操作とします．そして，この行列ク  

にc回のcyclic column shiftとr回のcyclic row  

shiftを施した行列をP（C・r）と表記します．つまり，P  

の（z，ノ）成分はP（C・r）では（（z＋γ）（mod々），（ノ＋c）  

（mod々））成分になります．このP（C，r）を使ってゐ2×  

々2行列β＝（β之，ノ）を  

P（0，0） p（0・1）   … P（0，々－1）  

P（1，0）  p（1，1）   … P（1，々‾1）  ●   

P（烏‾1，0）p（々‾1，1）   p（烏‾1，烏‾1）  
列Pのkxk－dlSCrepanCyZ）h，h（P）を  

Z）h，n（P）＝maX P（R）－mlnP（R′）  
〟（グ… 〟∈ぎ烏〝  

で定義します．ます，幻た，乃（P）＝0となる，つまり々  

×々一様乃×乃行列P∈Z（乃）はあるのかを考えます．  

すると次のことか分かります．   

定理1々×々一様乃×乃行列の集合N（々，乃）につ  

いて次の性質か成†）立つ［1］．  

（a）々と乃かともに偶数ならばⅣ（々，乃）≠8．  

（b）々と乃か互いに素ならばN（々，乃）＝8．  

（C）ゐが奇数かつ乃が偶数ならばⅣ（々，乃）＝軋  

（d）任意の整数々と∽（々≧2，研≧2）に対してN（々，  

々椚）≠8．  

上のことから（a），（d）の場合には々×々一様乃×犯行列  

が存在します．実際，（a）についてはz十ノが奇数とな  

る（z，ノ）成分九ノをカ乃＿トl，乃－トノに移すことで得られま  

す．図4は乃＝8の場合の例となっています．  

（d）については次の節で少し詳しくみてみましょう．  

4．〟×々一様片肌X〟m行列の構成  

任意の整数∽について々×々一様ゐ∽×々m行列を  

構成します．ます，烏×々一様々2×々2行列の存在を示  

し，この結果を用いて点×々一様々刀×々澗行列に対す  

る結果を得ます．   

まず，βを定義します．これは々×々のすべての要  

素が1である行列Jと々×々行列Pのテンソル積で  

す．  

と定義します．このとき，任意のz，ノに対して九ノ＝  

み，ノとなるのは   

l’＝l＋L］戊」かつ］′＝］＋Lz戊」（modk）．  

のときであることが分かります．   

行列P＝（れノ）が，どのオ，Z′，ノ，ノ′に対しても  

れノーれノ＝♪z，ノー久り  

を満たすとき，行列Pを定差行列（constant－gap  

matrix）と呼びます．   

定差行列の定義から，行，列の入れ換えに対して定  

差行列の性質は保存されます．また，正方行列のとき  

には，転置に対しても定差行列の性質は保存されるこ  

とか分かります．   

Pが々×々定差行列ならば，βは々×々一様行列に  

なります．   

P＝（九ノ），0＝（吼り）をそれぞれZ（々）の行列とし  

ます．そしてPと¢を用し－て次の二つの行列C（1）＝  

C（1）（P，¢）＝（cIJ）＝∂＋々2j∋，C（2）＝C（2）（P，0）＝（c；ノ）  

＝β＋々2（）を新たに作ります．このとき，Pか々×々  

定差行列ならば，  

1．C（1）とC（2）はZ（々2）に含まれる行列であり，   

2 C（1）とC（2）は々×ゐ一様行列になります．  

さらにP≠¢ならば，C（1）≠C（2）となります．この結  

果はN（々，々椚）の∽＝2の場合です．この結果を拡張  

することで，任意の整数ゐ，∽≧2に対してN（点，々m）  

≠8であることか示せます．ポイントは研∈（0，…，  

々m－1）は∽＝∑㌫1（Z々2王，0≦α≦々2－1と一意に表現  
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でき，Zの値ことに々×々定差行列を作ることにあり  

ます．また，々×々一様々mx々別行列であることの判  

定は0（∽々2）の領域計算量を用いて線形時間でできま  

す．例として々＝2，∽＝3の々×々一様々∽×々m行列  

を構成してみましょう．  

0 1 2  3   

4  5  6  7   

8  9 10 11   

12 13 14 15  

0 1 8  9   

2 3 10 11   

4 5 12 13   

6 7 14 15  

0 1 2   

3 4 5   

6 7 8  

0 1 4  5   

2  3  6  7   

8  9 12 13   

10 1114 15  

p＝［ 

］
 
 

2
 
 
3
 
 

とします．このとき  

図5 プ？＝3の定差行列の同値類の標準形と乃＝4の走差行  

列の同値類の標準形  
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列置換，転置に対して定差の性質が保存されることも  

正方行列の場合と同様に成り立ちます．これらの性質  

を考慮し，行置換，列置換，串云置を施して同じ行列と  

なる場合はその行列は同値であるとして同じものとみ  

なします．ただし，転置を施して同じとなるのは正方  

行列だけです．   

これで朗（∽，乃）か同値類に分けられました．そこ  

で各同値類の標準形を次の性質を満たす行列P＝  

（れ，ノ）∈朗（∽，乃）とします．  

（a）Pのすべての行はソートされている．つまり  

み，0＜九1＜…＜れ乃＿1となっている．簡単のため，  

z＝0，‥，乃－1に対してγ～＝れ，。とします．  

．（b）Pのすべての列はソートされている．これは（a）  

と同様に九ノ＜九ノ＜…＜轟＿1，ノということです．  

これもノ＝0，…，乃－1に対し，CJ＝九ノとします．  

（c）（a），（b）をまとめるとオ≦z′，ノ≦ノ′，かつ（z，ノ）≠   

（z′，ノ′）ならば九ノ＜れノとなります．  

（d）九0＝Co＝杓＝0，♪m，〃＝刀甘和一1．  

（e）Pは（cJ），（γ乙）によって決まり，れノ＝γヱ＋Gと  

なります．  

乃＝3のときZ（乃）の定差行列の同値類の個数は一つ  

だけであることは簡単に分かります．乃＝4のときは  

同値類の個数は三つです．また，乃＝5のときZ（乃）  

の定差行列の同値類の個数は一つだけです．朗（研，乃）  

の定差行列の標準形の集合を濫（刑，乃）であらわすこ  

とにします．特に，Ⅸ（乃，乃）を濫（乃）とあらわすこと  

にします．整数研，乃＞0に対し濫（∽，乃）と濫（乃）が  

どのような集合なのかを考えましょう．   

ます，与えられた行列P＝（久，ノ）∈濫（∽，乃）と0＝  

（吼り）∈Ⅸ（∽′，乃′）に対して拡張樺戸O（∂を定義します．  

これはPO¢＝〃＝（ぁり）とすると  

′／   ゐz，ノ＝研乃れ／川」，Lノ／′り＋仇Ⅷ。dm，Jm。d乃．  

で与えられます．これはテンソル積を用いると  
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とすると，  
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〟＝  

となり，〃は2×2一様8×8行列となっています．   

今まで述べてきた々×々一様々mx々m行列の構成に  

は々×々定差行列か重要な役割をします．そして異な  

る走差行列を選ぶことで，異なる一様行列が得られま  

す．では，行列の大きさか与えられたとき，定差行列  

はいくつあるのでしょうか？ ここでは，Z（乃）の左  

差行列の特徴づけについて考えていきます．少し一般  

的な場合で考えてみましょう．ます，朗（∽，乃）を  

0，…，〃甘乃－1を要素とし，すべてを要素とする∽×乃  

行列の集合とします．任意のz，ノ；z′，ノ1こ対して∽zJ  

＋∽り＝研り＋研。であるとき，行列〟＝（∽zJ）∈朗  

（∽，乃）は定差であると呼びます．これは先に定義し  

た正方行列の場合と同じです．また，行列の行置換，  
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のhorizontalrun（h－run）をその行の中で最長の連続  

した整数列とします．また，hてunの長さを含まれる  

整数の個数とします．このとき，h－runの長さは少な  

くとも2となります．特に九0から始まる行でのh－  

runを1nitialh－runと呼びます．po，0から始まる列の  

長さを／とします．すると，このときの行美加，0一九0  

はJとなります（図6参照）．   

このh－runについて，どのh－runの長さもinltial  

h－runの長さを越えることはありません．   

さらに言えば，すべてのhてunは同じ長さになり  

ます．   

行差，列差の性質とh－runの性質から先ほど挙け  

た濫（肌，乃）の特徴づけは得られます．   

々×々一様々mx々m行列の特徴つけかこれでできた  

わけですが，実は定理1（d）については，任意の整数  

α，々と∽（ゑ≧2，椚≧2）に対してⅣ（α々，々m）≠¢という  

ことがなりたちます．ここでは，ティジタルハーフト  

ー ニングに用いられる手法を概観しました．特にオー  

ダードディザ法に用いられるBayerのディザ行列の  

性質に着目して，食い違い度の観点から，乃×乃行列  

の性質について考察しました．特に，々×々一様々椚×  

々m行列の特徴づけを行いました．   

実際には，人間の視覚特性などを数理工学的にきち  

んとモデル化できればいいのですが，なかなかうまく  

いきません．提案した行列をブルーノイズ法に適用し  

た場合どうなるかは興味のあるところです．   

〝＝∽′乃′p㊥ん，乃十ん乃⑳0  

とも書けます．   

濫（∽，1），濫（1，乃）はともに一つの要素しかありま  

せん．それらの要素の拡張積からつくられる行列は  

朗（刑，乃）の要素で，定差行列になります．特に∽，乃  

＞1に対してl濫（研，乃）l≧2であり，濫（乃）では，つく  

られた二つの行列は同じ標準形を持つので，乃＞1に  

対して怪（乃）l≧1となります．また，P∈濫（∽，乃），  

¢∈Ⅸ（研′，乃′）ならばPO¢∈Ⅸ（〝び粥′，乃乃′）となりま  

す．   

Ⅸ（1，乃）の要素を単純行，濫（∽，1）の要素を単純列  

と呼ぶことにします．   

これにより濫（∽，乃）は次のように特徴づけられま  

す．  

（a）P∈旺（∽，乃）は  

P＝月㊥…㊥鳥  

と一意に表現できます．ただし，月，…鳥は長さが2  

以上の単純行，単純列の交互列です．∽＝乃＝1のと  

きは々＝0と定義します．  

（b）∽，乃＞0に対してⅨ（研，乃）＝8となります．  

lⅨ（研，乃）l＝1となるのは乃＝1または研＝1であり，  

かつそのときに限ります．この場合，濫（∽，乃）は単  

純行，単純列のみからなります．   

P∈Ⅸ（∽，乃）において整数ノ≠々に対して，列差を  

れ一九々＝れノー丸々で定義します．定差行列の性質か  

ら列差は行のとり方に依存しません．同様に行差を整  

数オ≠々に対してれ0一飯，0＝れノー如，ノと定義します．   

このとき，どの行差と列差も同じとはなりません．  

つまり，任意の0≦z＜々≦乃－1と0≦ノ＜J≦乃－1に  

対して九た一動い≠れ。一九川となります．P＝（れノ）∈  

∬（研，乃）とし，Pの一つの行を考えます．その行の  

最後の要素と最初の要素は連続しているとします．P  

O J－1   
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