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ルゴリズムとしての様々な工夫（技法）がまとめられ  

ている（その一部は次節で取り上げる）．これは【生  

成される子問題数】の減少に関する貢献とみることが  

できる（親問題の情報を利用して子問題の線形計画緩  

和問題を解く，といった【子問題を解く時間】に関す  

る技法もある）．1982年に刊行された文献［16］では，  

その当時までに提案された技法についてまとめられて  

いる．そしてその多くが，現在においても【生成され  

る子問題数】の減少に重要な役割を演じており，特に  

近年の計算機環境や線形計画ソルバの進歩によって実  

用レベルでの重要性が認識されるようになった．線形  

計画ソルバの進歩は，文献［16，第6章］や文献［15］で  

取り上げられている切除平面法，特にカット生成が実  

用的になった要因にもなり，現在のような分枝カット  

法の進展につながったと言える．   

別の見方をすると，整数計画ソルバのベースとなる  

技術は新しいものばかりではなく，文献［15］や文献  

［16］に既に現れているものも多いわけである．筆者の  

私見では，このことはあまり認識されていないようで  

ある．整数計画問題は一般にNP困難であり，【生成  

される子問題数】減少の技法について理論的な評価を  

行うことは難しく，実験的な評価が重要となる．しか  

し，技法が提案された当時と現在とでは計算機環境が  

大きく異なるため，これら技法の（特に，当時は有効  

でないとされた技法の）再評価があってもよいはずで  

ある．実際，現在成功をおさめているソルバは，これ  

らの技法を積極的に取り入れている［1，7］．その一方  

で，文献［15，16］の刊行後，これら技法の改良・発展  

が続いている．そして，今後さらに【生成される子問  

題数】減少の技法が重要になると思われる．本稿では，  

分枝カット法の入門として，その概略を説明し，その  

中の重要な技法について紹介する．続いて，カットの  

理論を取り上げ，現在ソルバで使用されているカット  

（の一部）を紹介する．最後に，整数計画を扱った文  

献および整数計画ソルバを紹介する．最近の整数計画  

ソルバは利便性においても向上している（文献［1］や  

（59）935   

1．はじめに  

分枝カット法は，分枝限定法に切除平面法を組み込  

んだ解法である（これら解法の概略は次節で取り扱  

う）．近年，この分枝カット法の進歩によって，かな  

り規模の大きい整数計画問題が解けるようになってい  

る．中には，小規模でありながら解くことが非常に難  

しい問題も存在する（例えば文献［8］）が，一般には  

数千～数万変数の問題が扱えるようになった．まず，  

このように進展してきた理由を考えることにする．   

分枝限定法・分枝カット法の計算時間を，かなり大  

雑把に   

【生成される子問題数】×【子問題を解く時間】  

とする（厳密な議論については文献［12］を参照された  

い）．近年，規模の大きい整数計画問題が解けるよう  

になった背景に，ハードウェアの進歩を含む計算機環  

境の劇的な変化があったことはもちろんである．この  

変化は【子問題を解く時間】の減少に貢献し，よって  

規模の大きい問題が解けるようになったものと理解で  

きる．また，特にここ数年来の線形計画ソルバの進歩  

も無視することはできない．整数計画問題に対する分  

枝限定法や分枝カット法の計算は，その大部分を線形  

計画問題を解くことに費やされ，線形計画問題が高速  

に解けるようになれば，その分だけ【子問題を解く時  

間】の減少に貢献する．線形計画ソルバの進歩につい  

ては，例えば文献［6］に述べられている．文献［6］によ  

ると，かつては数時間～数日を要したが現在では数分  

あれば解けてしまう問題も少なくないようである．こ  

のような進歩が，大規模な整数計画問題を解くことに  

つながっているのも明らかであろう（実用的な線形計  

画問題の解法について，日本語で書かれた本として文  

献［30］がある）．   

一方，例えば文献［16，第4章］は，分枝限定法のア  
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4節に挙げるURLを参照のこと）ため，今後，整数  

計画問題の適用例・応用例がさらに増えることを期待  

したい．  

2．整数計画問題と分枝限定法，分枝カッ  

ト法  

紙面の都合上，概略のみを説明する．詳細について  

は，4節で紹介する文献を参考にされたい．   

本節では，次の混合整数計画問題（mixedinteger  

programmingproblem）を考える：   

（MIP） 最小化 cT∬  

条 件 A∬≦あ，  

∬ど∈Z（オ＝1，2，・‥，β）．  

ただし，決定変数エ＝（れ，裁，…，エ乃）Tは乃次元ベク  

トルである．また，Cは乃次元ベクトル，∂は椚次  

元ベクトル，Aは∽×乃行列であり，カはカ≦乃を満  

たす整数である．整数変数∬どの取り得る値が0また  

は1の場合，すなわち0≦れ≦1（グ＝1，2，…，カ）が制約  

式に含まれているとき，（MIP）は0－1混合整数計画  

問題と呼ばれる．   

ほとんどの整数計画ソルバで採用されている分枝限  

定法・分枝カット法では，（MIP）の線形計画緩和問  

題（以後LP緩和問題と呼ぶ）   

（LP） 最小化 cT上方  

条 件 A∬≦∂  

を解く．（LP）の最適解を烹とする．もし，烹1，・‥，  

ぁがすべて整数値をとれば，烹は（MIP）の最適解  

となる．いま，このような状況ではないとする．この  

とき分枝限定法（branch－and－bound algorithm）で  

は，整数でないあを選び，（MIP）にみ≦Lあ」とい  

う制約を加えた子問題（MIPl）と，（MIP）にみ≧  

「あ1という制約を加えた子問題（MIP2）を生成する．  

一方，切除平面法（cuttingplanealgorithm）では，  

新しい不等式の追加を試みる．（MIP）のすべての実  

行可能解∬に対してゐTJ≦γが成り立つときこれを  

妥当不等式（validinequality）と呼ぶ．また，妥当  

不等式ゐTこr≦γを加えることによって（LP）の領域  

が真に小さくなるとき，この不等式を切除平面または  

かソト（cuttingplane，Cut）と呼ぶ．切除平面法では，  

烹を削除するようなカットを追加し，新しいLP緩和  

問題を作る．そしてそれを再び解く，という操作を繰  

り返す．分枝カット法（branch－and－Cut algorithm）  

は，分枝限定法に切除平面法を組み込んだ解法であり，  

LP緩和問題（LP）を解いて終わるのではなく，カッ  

936（60）  

トを追加することにより（LP）の強化を試みる．カ  

ットの追加は，各子問題についても行われる．このと  

き，追加されるカットが，その子問題だけでなく元問  

題（MIP）に対して妥当なときglobalと呼ぶ．  

（MIP）に対して妥当な不等式はすべての子問題に対  

しても妥当であるため，globalなカットはカットプ  

ールに保持され，これ以降の子問題の計算で使われる．  

分枝カット法のプロトタイプは図1のようになるが，  

実装の際には，図1（a）～（e）に対応した次の技法が重要  

となる．  

（a）前処理（Preprocessing）：分枝かソト法や分枝限   

定法を実行する前に，前処理を実行することがあ   

る．すなわち，冗長な変数／制約式の削除，変数の   

上下限制約の強化，LP緩和問題を強化するため   

の係数行列Aの改善等である［28］．前処理は非常   

に効果的であることが知られている［1，22］．文献   

［17］では，元問題だけでなく各子問題に対して前   

処理を行った効果について検証している．  

（b）子問題の選択（Node selection）：探さ優先探索，   

幅優先探索，下界値優先探索，ヒューリスティッ   

ク探索［22］等が知られている．また，ソルバによ   

っては，これらを組み合わせた探索方法を実装し   

ている．  

（C）カット（Cut）：LP緩和問題を強化する意味で，   

カットは重要である．これについては次節で取り   

分枝カット法；   

begin  

（a）（MIP）に対する前処理を実行；   

Z＊：＝∝）；   

（MIP）を子問題プール£に入れる；   

カットプールを空にする；   

WhileL：≠¢dobegin  

（b）子問題プール£から子問題gを選択する；  

£からgを除去する；  

カットプールに含まれる不等式をgに追加する；  

（c）切除平面法を実行する；  

（d）if2：＊より良い実行可能解が見つかったthen  

∬＊とz＊を更新する；  

（e）if新しい子問題が生成されたthen  

それらを子問題プール£に入れる   

end；  

return∬♯  

emd．  

図1分枝カット法のプロトタイプ  
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が任意の（∬，S）∈月pに対して成り立つ．一般に，実  

数αに対して0≦α－Lα」＜1であり，また∬，S≧0で  

あるから   

（uTA－LuTA」）x＋（u－Lu」）Ts  

－（〟T∂－L〟丁机）＞－1  （2）  

が任意の（∬，ざ）∈Pふに対して成り立つ．また，（1）式  

より   

（uTA－LuTA」）x＋（u－Lu」）Ts－（uTb－LuTbJ）  

＝－LuTAJx－LuJTs＋LuTb」  

であり，（∬，5）∈月もに対して右辺は整数になるので左  

辺も整数でなければならない．よって（2）式より   

（uTA－LuTA」）x＋（u－Lu」）Ts  

－（〟T∂一L〟T机）≧0  （3）  

は月らに対する妥当不等式となることがわかる．∫を  

消去すると   

（LuTA」－LuJTA）x≦LuTb」一LuJTb   （4）  

は月pに対する妥当不等式になる．   

LP緩和問題の最適基底解の情報を使うと，必ずそ  

の解を削除するように〟を決定することができる．  

Gomoryの小数カット［10］は，このようにして構成さ  

れるカットである．   

3．1．2 混合整数計画問題に対するGomoryカット   

ここで紹介するカットの導出方法は，文献［26］に基  

づいている．（MIP）の連続変数をyと書くこととし，  

（MIP）の実行可能解集合が凡IP＝（（∬，y）∈Z♪×R〝  

lAJ＋β〝＝∂，∬，〟≧0）として与えられているとする．  

ふたたび，〟∈Rmを任意のベクトルとする．このと  

き  

〟TA∬＋〝リ）〟＝αT∂  

が任意の（∬，〟）∈凡IPに対して成り立つ．S⊆（1，…，  

♪）を∬の添字部分集合とする．このとき   

（uTA－LuTA」）x－∑xj＋uTDy J∈5  

－（uTb－LuTbJ）＝－LuTAJx－∑xj＋LuTbJ                                      J∈5  

（5）  

は（∬，〝）∈凡IPに対して整数値をとる．よって，（5）式  

の左辺は0以上または－1以下となる．簡単のため／  

＝uTA－LuTA」，ム＝uTbTLuTb」とおくと，このこ  

とは  

扱う．  

（d）ヒューリスティックス（Heuristics）：（MIP）に   

対する分枝カット法や分枝限定法では，実行可能   

解の更新は，LP緩和問題の最適解が整数解とな   

った場合にのみ行うのが一般的である．しかし，   

最近のソルバの中には，LP緩和問題に基づくヒ   

ューリスティックスを組み込んでいるものもある．  

（e）分枝変数の選択（VariableseIection）：整数値をと   

らないあの選択によって，【生成される子問題数】   

は大きく変化する．最大実行不可能性ルール   

（maximuminfeasibility rule）はテキストでよく   

目にする方法である．より現実的な方法として，   

文献［16，第4章］では，疑似コストルール   

（pseudo－COStrule）が紹介されている．また近年，   

∬Jを選択したことによって生成される子問題を，   

そのLP緩和問題に対して数回ピボット操作を実   

行することで評価する強分枝ルール（strong   

branchingrule）が提案されている［2，14］．実験   

結果によると，一つの方法が他よりも優位になる   

ことはないが，疑似コストルールが一般に有効の   

ようである［19，22］．  

3．カットの理論  

本節では，整数計画ソルバで使用されているカット  

の紹介を行う．そのすべてを紹介することはできない  

ため，興味を持たれた方は，4節で紹介する文献が参  

考になると思われる．カットは，問題の構造に依存し  

ないものと依存するものに大別される．前者は  

「（MIP）の制約式AJ≦∂」＋「変数の整数性」からカ  

ットを生成するものであり，所与の不等式系A∬≦∂  

から作られる．一方，後者は（MIP）の実行可能解  

集合を明らかにするものであり，所与の不等式系A∬  

≦∂の形によらない不等式を生成する．なお，本節の  

内容の一部は文献［9］でも取り上げている．   

3．1問題の構造に依存しないカット   

3．1．1整数計画問題に対するGomoryカット   

月p＝（∬∈Z乃IA∬≦∂，∬≧0）とする．ただし，A，∂  

の成分はすべて整数であると仮定し，スラック変数s  

を導入して月ら＝（（∬，ざ）∈Z乃×Z∽lA∬＋5＝∂，∬，5≧0）  

とする．Gomoryカットは，LP緩和問題の最適基底  

解から生成されるが［15］，ここではより一般的な導出  

方法を紹介する．〟∈取∽を任意のベクトルとする．  

∑ノね－∑（1－£）JJ＋αT上）れ≧ふ J∈」Ⅳ－5     ノ∈5   

0r ∑ノ元一∑（1一差）∬J＋〟T功≦－（1－ふ） J∈一Ⅳ－5     J∈5  

（6）  

このとき  

〟TA∬＋〟T∫＝〟丁∂  

2003年12月号  
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（61）93丁   
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



（6）式から  

∑ノね＋（〟Tヱ））＋針≧カ  
ブ∈〃－5  

0r  

－∑（1－£）み＋（αT上））■y≦－（1一九）   
jeSeS 

（7）  

が導かれる．ただし，（〟Tヱ））＋は〟Tβの負成分を0  

に置き換えたベクトル，（αTβ）－は〝丁βの正成分を  

0に置き換えたベクトルである．つまり（7）式は（6）式を  

緩めたものである．（7）式は  
図2 カット（10）式  

∑ノね＋（α丁上））＋y≧ム  
J∈〃－5  

Or  

ム  
1一九  

（8）  

〝≦皿＋了ち  （10）  

（是（1一触－（〟サy）≧カ   は月に対する妥当不等式（図2の点輝）であり，点  

（0，∂）を削除している（（10）式は点（0，∂）を削除する離  

接カットと見ることもできる）．次に（10）式の導出方法  

を   

凡IP＝（（∬，〝）∈睨×Z乃l∑覧．αノダJ≦占＋∬，∬，〟≧0）  

に対して適用する．／＝∂－L∂」，ム＝αノーLαJ」（ノ＝1，  

…，〝）とし，S＝（ノl亮≧／）とおく．しαノ」≦勘であるか  

ら，  

と変形できる．ここで二つの不等式には変数の重なり  

がないことに注意する．そこで，  

α≧0かつβ≧0であってしかもα≧／orβ≧／  

ならば，α＋β≧／が成り立つ  

という事実を（8）式に適用することができ，   

＝血＋丁重諸（ト伽 J∈〟－∫   

＋（〟T勅一了曳（〟サy≧ふ  （9）  

は凡IPに対する妥当不等式となる．（9）式において，  

SをS＝（jlj；＞ふ）とおくのが最良である．Gomory  

の混合整数カット［11］は，Sをこのように選び，αを  

LP緩和問題の最適基底解に従って決定した不等式（9）  

である．   

3．1．3 離接カット   

LP緩和問題の実行可能領域をP＝（∬∈R乃IA∬≦∂）  

とする．LP緩和問題の最適解を烹とし，あが整数で  

ないとする．このとき，苫：＝（Pn（∬lみ≦Lあ」））∪（P  

n（∬lみ≧「あ1））は虎を含まない．よって，烹を削除  

する旦の妥当不等式が存在する．このようにして生  

成されるカットを離接カット（disjunctive cut）とい  

う．離接カットはBalasらによって1970年代から研  

究が行われている［3］．また近年，Balas－Ceria－Cor－  

nejoIsは0－1混合整数計画問題に対する1ift－andq  

projectカットを提案し，これが離接カットと等価で  

あることを示した［4，5］（日本語による解説として文  

献［18］がある）．   

3．1．4 MIRカット   

まず，月＝（（∬，y）∈RXZl〝≦∂十∬，J≧0）を考え  

る．ただし，∂は整数でないとし，∂の小数部分を／  

＝∂－L∂」とする．このとき，  

∑吼動＋ ∑ しαJ」批≦詫＋∬  
ノ∈5 J∈〃－5  

が任意の（∬，〟）∈凡Ⅰ。に対して成り立つ．（11）式を   

是「αJl狛＋∑LαJ」仇≦診＋∬＋∑（1一兢J J∈〃一5ノ∈5  

と変形して，（10）式の導出方法を通用すると   

「αJl仇十∑Lα血≦L∂」  
J∈〃－5  

（11）  

∬＋∑J∈5（1－カ）〝J  

l－／   

となる．これを整理すると   

計d＋彗≡㌢）狛≦L小一与  （1カ  

が得られる．ただし，（α）十＝maX（α，0）である．（1カ式  

をMIR（mixedinteger rounding）不等式と呼ぶ．  

文献［20］では，多くの種類のカットがMIR不等式と  

なることを示し，また数値実験によりMIR不等式の  

有効性を示している．   

3．2 問題の構造に依存したカット   

3．2．1被覆不等式   

まず，ナップサック問題の制約式を考える：  

／l  

∑αノみ≦∂，み＝00rl（ノ＝1，…，乃）  
J＝1  

3‖監  

ただし，αJ＞0（ノ＝1，…，乃）である．（1湖の実行可能解  

集合の凸包はナップサック多面体と呼ばれ，その不等  

式表現に関して多くの研究がある（詳細は文献［15，  

18，24，31］等を参照されたい）．例えば，C⊆（1，…，乃）  
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ては文献［1，18，22，31］が詳しい．また，カットの  

理論については新しいサーベイ論文［21］がある．次に  

整数計画ソルバをリストアップする．まず，商用ソフ  

トウェアをアルファベット順に列挙すると，CPLEX  

（ILOG，Inc．）1，LINDO（LINDO Systems，Inc．）2，  

NUOPT（㈱数理システム）3，OSL（IBM）4，SOPT  

（㈱サイテック・ジャパン）5 ，Ⅹpress－MP（Dash  

Optimization，Inc．）6等がある．また，フリーで入手  

できるソフトウェアとしてGLPK7，1p－SOlve8等があ  

る．さらに，最近では分杖カット法およびその並列化  

に関するオープンソースプロジェクトCOIN（IBM）9  

が活発である．なお，整数計画ソルバ（商用／フリー）  

の比較をMittelmannのホームページ10で見ることが  

できる．  
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