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1．皇子情報処理の講座最終回にあたって  

これまで4回，量子情報処理の基礎から先端の  

実験・組合せ構造との関係など多岐に渡って見てきた．  

孟子コンピュータや虔子暗号がはやっている研究分野  

ということでもあるので，地道な骨太の部分を取り上  

げて質実に寄くことを目指した点もあり，研究の最先  

端の華やかさは押えぎみであったかもしれないが，オ  

ペレーションズ・リサーチでの最適化技法・統計技法・  

組合せ論などがいかにこの先端分野で新展開が図ら  

れてきたかを見て頂けたかと期待している．   

最終回では，最適化技法の量子情報処理での展開の  

具休例を軸に述べてみたい．初回のはじめにで書き，  

またこの連載で繰り返し出てきたように，「量子状態  

は一般に複素行列でエルミート・非負定値・トレース  

1の行列で表される．このことだけからも，量子計算・  

情報での基礎的問題に，半定借計画問題が現れること  

は容易に想像頂けるだろう．」ということで，この点を  

詳しくみていく．本稿で，2－4節のより詳しい内容は  

Imai，Hachimori，Hamada，Kobayashi，Matsumoto［6］  

にある．   

2．最適皇子測定デバイス設計  

皇子状態の一般的な表現である密度行列と，測定の  

一般論であるPOVM測定について復習しておこう．  

量子状態は，対応する次元dをもってきて，次の条  

件を満すdxd複素行列pで数理的に表現できる：（1）  

p＝p■，（2）p≧0，（3）nβ＝1・■は共役転置を表し，  

p≧0は，βが非負定値であることをいい，¶βはβ  

のトレースであり，対角要素の総和である．   

忠子状態から何らかの情報を得るには，測定をし  

ないといけない．本稿でも得られる情報は有限でm  

個の事象であるとしよう．すると，測定の数理モデル  

は，m個のエルミート非負定借行列〟iの集合（財1，  

…，帆）で，和が単位行列になるものとなる．  

m   

叫＝呵≧叩＝1，‥・，m），∑叫＝J・  
J＝1  

そして，密度行列βの量子状態に対してこの測定を  

行うと，測定から得られる確率変数ズとそのとる値  

（1，‥・，m）に関して次が成立する・  

Pr（ズ＝り＝np〟J（J＝1，…，m）．   

このような測定系をPOVM（PositiveOperatorValued  

Measure）と呼んでいた．   

量子情報処理では，孟子状態の計算なり通信なりを  

行って最終的に測定を行うことによって情報を得る．  

この部分は，量子力学の測定デバイスによって実現さ  

れる．POVMの行列がその測定デバイスを決定する  

パラメタになっている．実際に任意のPOVMに対し  

て測定デバイスが作れる厳密な保証はないものの，数  

理的関連からはそれが最も一般的な形であると思わ  

れている   

すると，与えられた一般の量子状態に対して，いく  

つかの候補を考え，そのどれが一番もっともらしいか  

を判断するためのPOVMを求める問題が考えられる．  

具体的には，m個の量子状態pl，…，Pmが，それぞ  

れモ1，…，！mの確率で起るとき，与えられた状態がそ  

のm個のうちのどれであるかを判定することを考え  

る．この間題は，ベイズ的に最適化問題として定式  

化できる・qj（≧0）を本当の状態が仇であるのに状  

態のであると判定してしまう費用（ペナルティ）とす  

る・POVMを〟＝（〟1，…，怖l）とすると，確率  

P（川）＝取pi叫で本当の状態桝を状態巧と測定し  

てしまうことになる．このとき，平均費用は  
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などと思うと，半定借制約のもとの最適化問題にすぐ  

なるのである．  

3．量子計算量理論での半定値計画の応用  

前節では，POVMの条件そのものが半定借計画の  

制約式となる場合をみた．他に量子情報で半定値計画  

と密接に関係するものに，一般の量子状態を他の一般  

の量子状態に変換するもっとも汎用的な変換であるト  

レースを保存する完全正写像がある．次にこれを見て  

いこう．   

急に計算量理論の諸になって恐縮だが，1990年頃  

の計算量理論の一大成果の1つにIP＝PSPACEがあ  

る（Shamir［13】など参照）■IP（InteractiveProof）と  

は，無限の計算能力をもつ証明者と多項式時間の計算  

能力をもつ検証者が，多項式回の対話を通して証明者  

の主張の正しさを検証者が確諷できる計算量クラス  

である．PSPACEは多項式領域計算量で解ける問題  

のクラスで，NP完全よりも難しい問題クラスである．  

この2つが等しいということで，従来の計算モデルの  

代表的な計算量クラスであるPSPACEが，対話証明  

という新しい計算モデルのIPというクラスに等しい  

ことが示されたわけだ．対話証明は応用面では諷証に  

も発展するもので，この結果は計算量理論・現代暗号  

論での1つのマイルストーンになっている．   

このように通常の計算モデルと，対話証明という新  

計算モデルに古典計算の枠組みでは対応がついてい  

るので，量子計算の観点からは，それぞれを量子計算  

に拡張したときに対応がどうなるのかということが  

知りたくなる．Kitaev，Watrous【7】は，Watrousが提  

案した量子対話証明のクラスQIP（QuantumInterac－  

tiveProof）と従来の古典計算量クラスのPSPACEの  

関係を調べ，  

PSPACE⊆QIP⊆EXP   

を示している．ここで，EXPは指数時間計算量のクラ  

スである．どうやらPSPACEよりQIPの方が真に大  

きそうな傍証もあるので，もしそうならこれで畳子化  

することによって少なくとも古典の対話証明よりは強  

力になることがわかり，ただし上からは古典のEXP  

で押えられることになる．   

ここでのQIP⊆EXPの証明にKitaev，Watrousは  

半定値計画と，それが多項式時間で解けることを使っ  

ている．ここではその核となる部分のみ述べる．   

Ⅳ1，〃2，〟を正整数とし，β1，1，…，β吊1を〟×Ⅳ1  

と表される．   

ここで，∑i∈ip慮CiJをlり（J＝1，・‥，m）と表すと，  

lりは生起確率などから定まるjにのみ依存する定数  

で，平均費用を最小にするPOVMを求める問題とし  

て  

min ∑取叫叫  
J  

s・t・∑叫＝∫，呵＝叫≧0  
J  

として定式化される．この間題は，Yuen，Kennedy，  

Lax【14】によって1975年に考えられた・   

この間題は，まさしく半定値問題である．今の言葉  

でいうと，その論文では，凸計画に対する双対定理を  

適用して，主問題のPOVMの制約が1次元の場合は  

単体の制約に対応するという基本的な形であること  

から最適性の条件で最適双対変数を代入換作で削除  

することができ，主結果として最適性の条件を最適主  

変数のみで書き下すということが行われている．   

式で見ていくと，双対問題は  

max∑取エ  
ゴ  

S・t・エ≦l竹  

となり，相補性条件は  

∑n叫（レ呵）＝0・  
J  

となる・条件叫≧0，lり－ム≧0より，相補性条件  

は叫（エーⅥ勺）＝（エーⅥ勺）叫＝0に等価であること  

がいえ・∑j叫＝∫であることを用いると，最終的  

に最適性の条件として   

∑叫明＝∑町叫≧仇（た＝1，・‥，m）  
j  J   

が得られる．   

ただし，以上は有限次元で，候補の量子状態も有限  

の場合の詣である．孟子状態は無限次元Hilbert空間  

でのエルミート非負定値のトレース1の作用素として  

表せる場合もあり，その場合は無限次元半定値計画問  

題となって，無限次元凸解析でmin，maXとならずinf，  

supでしか成り立たない場合を適切に扱うことが必要  

となる．さらに，候補の量子状態が有限離散でない場  

合は，別の無限性も出てくる．このあたりをYuenら  

の論文では議論しているが，その議論自体は現代の理  

論で整理しておくといいのだろう．最近の論文Eldar，  

Megretski，Verghese【21はこの方向を論じている・   

孟子状態の条件から，まさしく最適測定器を作ろう  
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確立されている．量子状態で伝送する量子通信路を  

用いると，さらに通信路容量を大きくすることが期待  

でき，今は量子通信路符号化定理も確立された．これ  

らの通信路容量で凸計画・半定価制約の最適化問題と  

なる．  

4．1 古典通信路容量  

離散・無記憶の古典通信路とは，入力記号A ＝  

（α1，…，αm）と出力記号β＝（bl，…，h），そしてその  

間の確率遷移行列  

TI  

V＝（侮）（∑侮＝1（慮＝1，…，m））  
メ＝1  

からなる．侮＝P（矧αi）はαiを送信したときにbメが  

受信される確率で，通信路のパラメタとなっている．   

Shannonの通信路符号化定理は，このような通借路  

を使ってうまく符号化したとき送れる最大伝送レート  

C（V）を与えており，次のように述べられる・  

定理1（古典通信路符号化定理）‥  

複素行列，β2，1，…，β2，た。を〟×〃2複素行列とし，写  

像れ：C〃‘×〃‘→C〟×〟（豆＝1，2）を  

たi  

れ（y）＝∑βりyβエゴ  

j＝1  

とする．このとき，与えられた亡＞0に対して，次の  

2つのうちのどちらか一方のみが成立するとする．  

1．エルミート・非負定借・トレース1の複素行列れ，  

％が存在して，n（れ）＝n（％）を満す．   

2．任意のエルミート・非負定値・トレース1の複素  

行列れ，鴇に対して，  

l匿（れ）一策（％）ll＞∈  

が成立．ここで，1卜Ilは  

址   
‖剛＝諾   

（右辺のIl・llはエ2ノルム）・  

Kitaev，Watrousはこの問題が半定値計画問題を用い  

て多項式時間で解けることを示している．そして，量  

子対話証明の問題を入力の指数個のパラメタをもつ  

この間歴として定式化できることを示し，したがって  

半定借計画アルゴリズムを用いて古典計算で指数時  

間で解けることを示した．   

対話証明には証明者が多数いるバージョンがあり，  

その場合のクラスはMIP（Multi－prOVerInteractive  

Proof）と表される・このクラスは非決定性指数時間  

計算量クラスNEXPと等しいことがわかっている．  

Kobayashi，Matsumoto［8］は孟子版を考えても能力が  

上がらないことを示している．   

れという写像は，皇子対話証明の問題として表すと  

きには完全正写像に対応し，実際には一方が他方の情  

報はわからず自分だけの情報で量子状態を操作する  

という部分トレースを取ることに関係している．この  

ように単に忠子状態である密度行列やPOVMで半定  

借性が出てくるだけでなく，完全正写像も半定値計画  

に関係してくるということで，皇子情報は半定値計画  

の宝庫となっている．  

4．通信路容量  

次に凸計画さらに半定値制約の全域的最適化問題  

の話をしよう．古典通信では通信路符号化定理によっ  

て，誤りがある通信路を用いてもうまく符号化すると  

誤りをいくらでも′トさくできるための伝送レート，す  

なわち通信路容畠を特徴づける理論がShannon以来  

J（p，V），  C（V）＝ 
，＝（，‘）＝∑＝1，，i≧。  

ここで   

Ⅵj  
∫払V）＝∑∑p‘晦log  

i J  ∑た鋸峨j  

である．  0   

この定理のJb，V）は相互情報量であり，2つの確  

率分布q＝（qi），r＝（ri）の間のKullback－Leiblerダイ  
バージェンス  

β（抽）＝∑qilog聖            j ri  

を用いて  

JhV）＝∑piβ（町‖pV）  
l  

と表される（q＝pVはqメ＝∑ip‘Ⅵjで定義される確  

率分布）・   

相互情報量∫（p，V）はp＝（pi）に関して凹であり，し  

たがって古典通信路符号化定理の右辺による容量計算  

というのは単純な線形制約のもとでのその最大化と  

なる．すなわち，凸計画問題の典型例となる．   

この容量計算については，情報理論の方でEMア  

ルゴリズムのような交代的極大化アルゴリズムが有  

名であるが（たとえばCover，Thomas［11の教科書  

照），今の数理計画ソフトなら単に式を上のように番  

いてパラメタを与えるだけで簡単にこの容量計算を  

行える．  
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4．2 皇子通信路容畳  

量子無記憶通信路rは，Cm上の入力状態の集合gl，  

すなわちCmXmの密度行列の集合から，Cれ上の出力  

状態の集合β2への完全正写像r：β1→ぶ2として与え  

られる．ちなみに，完全正写像は確率遷移行列を表現  

できるのであったから，量子通信路は古典通信路の素  

直な拡張になっている．   

この量子通信路の通信容量C（r）については，1973  

年頃にHolevoによって上界が示されて以降，それがタ  

イトであるかどうかがずっと未解決であったが，量子  

情報・量子暗号・量子計算の進展に伴ってついに1990  

年代後半になって完全に証明された（Holevo【5】，Schu－  

macher，Westmoreland【12】）・  

定理2（量子通信路符号化定理）：  

C（r）＝SupJ（汀，r）・  
汀∈n  

ここで，  

n＝（打＝（Å1，・‥，入d；Jl，…，Jd）l  

入i≧0，∑i入i＝1，Ji∈gl）   

であり，d＝m2で，   

吋，r）＝∑入i甘粕i）［logr（Jt卜logr（斤）］  
l  

そして∂は∂＝∑i入爪のような確率的混合である・  

□   

この場合は，量子相互情報量∫（訂，r）は，量子版の  

Ku11back－Leiblerダイバージュンスを用いて古典の場  

合と同様に記述される：  

β（Jllβ）＝¶可logJ－logβト   

またここで，βの固有値分解を  

p＝∑恒珂，  
l   

としたとき，  

lo卯＝∑（log入電）町症  

i   

である．関連して，密度行列βの量子状態のvonNeu－  

mannエントロピーガ（β）は  

∬レ）＝¶卜plogp】＝∑一入ilog入i  

l   

である．密度行列固有値の和は1で非負なので，量子  

状態pのvonNeumannエントロピーは，その固有値  

のShannonエントロピーとなっている．  

混合パラメタJ＝（Ji）を固定した場合，J（汀，r）＝  

∫（（入，J），r）は入＝（入i）に関して凹となる（古典の場合  

と同様）．従って，この固定された場合の量子通信路容  

量計算は凸計画問題となり，ただしその計算では行列  

の対数を上の意味で計算する必要がある．   

しかし，もっとも一般の問題であるsup汀∈n∫（汀，r）  

を解こうとすると，J（打，r）は汀に関して凹とも凸と  

も限らず，非常に難しくなる．量子情報理論の方から，  

古典の交代的極大化アルゴリズムを拡張したアルゴ  

リズム（Nagaoka【10】）も握奏されているが，この容量  

計算は最適化問題にとってのチャレンジと思われる．   

このように単なる半定値計画だけでなく，凸計画，  

さらには半定値制約のついた凸計画，もっとも一般の  

非凸計画まで量子情報処理の分野では様々な最適化問  

題が現れるのである．   

5．量子情報の組合せ論  

通信路容量の節でエントロピーが出てきたが，古  

典のShannonエントロピーに関連して離散最適化で  

非常に重安な劣モジュラ関数が現れる．これが量子の  

von Neumannエントロピーの場合でどうなるか見て  

いこう．   

まずFujishige【4】により示されたShannonエントロ  

ピーから導かれるポリマトロイドについてまとめる．  

m個の確率変数Ziで，各Z電は1からたiの整数の値を  

とるものからなる同時確率分布  

Pr（Zl＝宜1，Z2＝豆2，・・・，Zれ＝㍍）  

（1≦宜j≦たブ，ブ＝1，‥・，m）  

を固定する・これはnた1たi次元の有限離散分布であ  

る．且＝（1，2，…，れ）とし，5⊆且に対して5に入っ  

ていない添字についてすべて和をとると，几∈5たi次  

元の有限離散分布が周辺分布として得られる．この∫  

に関する周辺分布のShamnonエントロピーをん（β）と  

定める．んはん：2g→Rの集合関数である．  

定理3（F可ishige【4】）：（1）ん岬）＝0  

（2）ん（ズ）≦九（y）（ズ⊆y）  

（3）ん（ズ）＋ん（y）≧ん（ズUy）＋ん（ズny）  

（2）は集合関数としての単調非減少性であり，（3）は  

劣モジュラ性である．この定理の（1），（2），（3）の条件  

を満たす集合関数は，ポリマトロイドのランク関数で  

あり，ポリマトロイドを定める．このように，同時分  

布を固定して得られる周辺分布のShannonエントロ  

ピーは，ポリマトロイドを構成する．Fujishige［4］で  
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は，ポリマトロイドの観点からみた情報理論展開がな  

されている．   

虫子のvonNeumannエントロピーの場合はどうで  

あろうか．まず，周辺分布に対応する換作であるが，  

それは部分トレースということであった（連載初回参  

照）．そこで∴札＝Cた‘とし，墨＝⑳た1告‘とする．  

以下，乃上の密度行列βを1つ固定する．ズ⊆β＝  

（1，…，几）に対して，‘H（β－ズ）＝⑳i∈β一正嶋とし，  

んバズ）＝∬（取叫β一ズ）β）   

と定めると次の定理が成り立つ（本質的にはLieb，  

Ruskai【9】により示されている（この文献をご教示頂  

いた理化学研究所林正人氏に感謝します））．  

定理4‥んpは次の3つの条件を満たす■  

（1）‰（¢）＝0  

（2）んp（ズ）＋んp（y）≧んp（ズUy）＋んク（ズny）   

虫子の世界では単調性は成立しない．たとえば，純  

粋状態では固有値は1と他は全て0ということでvon  

Neumannエントロピーは0であるが，それの部分ト  

レースをとってできる状態は一般に混合状態であり，  

正の値のエントロピーをもちえる．   

一方巨‰が離散システム論の劣モジュラシステムを  

引き続き構成することは興味深い．んpに関する基本  

分割などの量子情報理論的意味付けはまだ明確でな  

い．また，基本分割を求めることなどは劣モジュラ関  

数最小化の応用例になるが，今のところんpの計算自  

体が定義通りに行うと指数時間かかる難点がある．  

6．皇子計算シミュレータ  

最後に最適化ではないが，現在のコンピュータを用  

いた良子計算のシミュレーションについて触れる．   

現在までに実現されている皇子コンピュータは，  

NMR虫子コンピュータで数孟子ビットまでで，Shor  

の包子素因数分解アルゴリズムを実現して3×5＝15  

の素因数分解をしたというところまでである．数十量  

子ビットはまだまだ見えていない．量子コンピュータ  

の実現を待たずに数十孟子ビットの量子アルゴリズム  

を動作させて，そのアルゴリズムの実際の挙動を知る  

ことはできるだろうか．   

今や何でも（とまではいかないかもしれないが）コ  

ンピュータで「作る」時代である．Computer－Aided  

ZZZでZZZが昔はVLSIや機械CADだけであったが，  

今やDrugDesignとかDNAChipとか本当に多岐にわ  

たってのものがコンピュータ上で仮想的にも実際的に  
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 図1：10量子ビットのGroverの量子探索アルゴリズ  

ムで，depolarizing channelモデルでデコヒーレンス  

が起こった場合のシミュレート結果．特定部位の振幅  

（縦軸）が反復（横軸）に従って変化するグラフ・理想的  

には完全に周期的な振る舞いをするが，デコヒーレン  

スによって減衰していく度合いが観測されている．  

も設計されている．当然，量子コンピュータも今のコ  

ンピュータでシミュレートでき，かつ設計にも有用だ  

と思われる．   

もちろん，量子コンピュータが考えられたのは，今  

のコンピュータのモデルでは量子力学の計算をするの  

に指数時間の爆発的な時間がかかるのが，量子コンピ  

ュータなら効率よく実行できるということであったの  

だから，たとえ並列コンピュータを使おうとも限界が  

あるのはその通りである．しかし，数十量子ビットの  

シミュレートが先にできていれば，実際に物理的実現  

ができた際の検証に用いることができるし，そこにい  

たる以前に物理的実現へのフィードバックが非常に期  

待できる．   

Niwa，Matsumoto，Imai［11】は，30量子ビット程度  

のサイズの量子計算シミュレータを開発して，すでに  

予備的な結果を得ている．それには大量のメモリでも  

って指数爆発する空間を表現するとともに，並列実行  

によって高速化を図っている．詳細はまた他の先の機  

会に譲るとして，ここではそのシミュレータを用いて  

計算した，Groverのアルゴリズムの中でデコヒーレ  

ンスという量子特有の誤りが起った場合の影響を示す  

シミュレーション結果のグラフを図1に示しておく．  

7．おわりに  

本連載では，科学技術振興事業団の創造科学技術推  

進事業であるERATO今井量子計算機構プロジェクト  
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図2：ERATO量子計算機構プロジェクトの3オフィス  

の関係者の方に解説を願った．そのプロジェクトでは，  

皇子情報理論，量子推定，量子クローン限界，量子計算  

量理論，量子アルゴリズム論，量子オートマトン，位  

相的量子計算，量子回路理論，単一光子発生，光に基づ  

く量子計算・量子暗号，塵子通信など，幅広い研究活  

動を進めている．実験成果の方でもこの5月に光子検  

出器に関する新開発表を行った．ERATOプロジェク  

トの組織としては，総勢20名を越える体制で，東京の  

事務所も併設されたオフィスを中心に，京都オフィス  

もかまえ，さらに筑波にも光を中心とした量子計算・  

量子暗号の研究を推進するオフィスも設置して研究を  

進めている（図2）・色々な活動などはホームページ〔3】  

に掲載されているので，そちらを参照頂ければ幸いで  

ある．   

最後に，この連載の話を頂いた編集委員の皆様に感  

謝したい．この新しい量子情報処理の分野で，最適化  

からモデリング手法までのOR手法が広く適用される  

ことを願っており，自分自身としてもこの方向をどん  

どん進めると同時に，本連載に興味を持って頂いて研  

究活動して頂ける方が出てこられる望みを最後に書  

いておわりとしたい．  
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