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リオ諾の収益率月（ェ）のリスクタ【月（ェ）】を最小化す  

る」問題として，定式化することができる。  1． はじめに  

複数の投資対象の中から投資家にとって最も好まし  

いように、どの投資対象にどれだけ投資をしたらよい  

かという問題をポートフォリオ最適化問題という。ボ  

ートフォリオ最適化モデルは個別株式や個別債券など  

の投資対象数が非常に多い問題に使われることが多  

い。しかし、本論文では、対象資産数は少ないが、モ  

ンテカルロ・シミュレーションで非常に多くのシナリオ  

を生成する問題を対象にする。例えば、資産配分問題  

やALM（AssetandLiabilityManagement：資産負債  

管理）、一般的な市場リスク管軋信用リスク管理の  

問題などはこのようなタイプの問題である（詳細は、4  

節で説明する）。   

ポートフォリオ最適化問題は、リターン（期待収益  

率）とリスクの2パラメータ・アプローチにより、取り  

扱うことができるが、最も広く使われているのはリス  

ク尺度を分散（標準偏差）と考える平均・分散モデルで  

ある。平均・分散モデルは、資産（証券）の収益率の分  

布が正規分布に従っている場合、もしくは投資家の効  

用関数が2次効用関数である場合にリスク回避的な投  

資家の合理的な行動を完全に記述できるモデルとなっ  

ている。資産（証券）の収益率の分布が正規分布に従っ  

ていない場合には、収益率分布の形状を仮定しないリ  

スク尺度でモデルを記述する必要がある。このタイプ  

で、しかも線形計画問題として記述可能なリスク尺度  

には、1次下方部分積率やCVaR（条件付バリューアッ  

トリスク）などがある。   

一般的に、リスクを分散とせずにボートフォリオ最  

適化問題を記述すると、「ボートフォリオの期待収益  

率テpが要求期待収益率γβ以上のもとで、ポートフオ  

Minimize   9【R（3：）】  

Subjectto  7；p≧rE  

。j＝1  

J＝1  

エゴ≧0，（J＝1，…，れ） （4）  

諾∈ズ  （5）   

ここで、   

乃：資産（証券）数   

勺：資産（証券）ブの投資比率；ご＝（∬1，…，£n） T   

γβ：投資家の要求期待収益率   

テj‥資産（証券）jの期待収益率  
Tl   

テp：ポートフォリオの期待収益率；戸p＝∑テjエゴ  

J＝1  

である。（5）式のズは上限制約式など、（2）～（4）式以  

外でヱを制約する実行可能空間を表す。   

この間題は、一般にヒストリカル・データ1やシナ  

リオ・データなどの離散データを使って解かれること  

が多い。事象壬における資産（証券）jの収益率をγブ£  

とすると、事象tでのポートフォリオの収益率γ亡は  

n   

γt＝∑γj巧  
（6）  

J＝1  

である。事象数（シナリオ数）をrとし、簡単のため、  

事象壬の発生確率を姜とする。資産（証券）jの期待  

収益率テブは（7）式によって計算することができる。   

デブ＝妄皇γゴ£  
（7）  

t＝1  

2パラメータ・アプローチによるポートフォリオ最適  

化問題に対する定式化は、目的関数の違い（t」スク尺  

度の違い）によって具体的な定式化は異なるが、以降  

ひびき のりお  
慶應義塾大学理工学部管理工学科  

〒223－8522横浜市港北区日吉3－14－1  

受付01．7．2 採択02．1．11  

2002年4月号  

l収益率の時系列データが定常かつ、i．i．d．（独立で同一の確率  

分布）に従うと仮定する。その場合、データ期間数が事象数  

となる。  
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では2本の区分直線を組み合わせた区分線形リスク尺  

度に限定して議論を進める。このタイプの代表的なリ  

スク尺度およびそのリスク関数タ【月（ェ）】を示す。  

●1次下方部分積率2  

上戸〟1（月；rc）…上川月－rCl＿］   （8）  

・β－CVaR3   

C闇（朋）≡αβ＋長巾＋αβ小9）  
●絶対偏差  

A瑚）≡且［l兄一戸pl］   
（10）  

ポートフォリオ選択問題の定式化は諾を制約する一般  

的な実行可能空間とリスク関数部分を除くと、決定変  

数が陀個、非負制約を除く制約式が2本である。リス  

ク関数部分はそのままでは通常の線形関数として記  

述できないので、定式化に工夫が必要である。2本の  

区分直線を組み合わせた区分線形リスク尺度の場合、  

工夫をしたときに増加する決定変数と制約式の数は  

リスク尺度によって異なるが、ともにほぼ事象数Tで  

ある。   

線形計画問題の解法には単体法と内点法がある。単  

体法の反復回数は最適解に到達するまでに生成され  

る実行可能多面体の頂点の個数に一致し、計算効率も  

それに比例するが、経験的に、実行可能多面体を記述  

する制約式の数倍程度と言われている。そのため、決  

定変数の数が制約式の本数に比べて少ない場合には、  

双対問題に書き直して問題を解いた方が一般的に計  

算時間の上で有利となる。しかし、ポートフォリオ選  

択モデルは通常、m≧2である（個別珠式を対象と  

するボートフォリオ最適化問題ではれは1，000を越  

える）ので、前述の定式化で問題を解く方が一般的に  

有利となる4。一方、内点法は実行可能多面体の内部  

を通って最適解に近づくことで、単体法が抱える実行  

可能多面体の境界の組み合わせ的複雑さを回避し、問  

題を高速に解く方法である。現時点で、理論的にも実  

用的にも最強な内点法である主双対内点法は主問題  

と双対問題を組み合わせた主双対問題を用いて計算  

する。したがって、双対問題に書き直して問題を解い  

ても計算時間の上ではほとんど変わらないと考えて  

よい。   

ここで、東証第1郡上場銘柄を対象とし、1次下方  

部分積率をリスク尺度にしたときの計算時間を表1に  

示し、このことを具体的に確認する。  

表1：株式ボートフォリオ最適化問題の計算時間  

株式数  データ  内点法  単休法  

期間数         主問題  双対問題  主問題  双対間昆喜   

1，173  36   6．92秒  6．21秒  1．04秒  1．65秒   
1，172  60  12．03秒  14．78秒  0．93秒  2．30秒   

1，156  96  25．49秒  25．49秒  2．47秒  3．95秒  

※P占ntium1500MHz，メモリ‥512MB  

ソフトウェア‥NUOPTVer．4．0（数理システム社）  

一方、本論文で取り扱う問題のタイプでは、個別株  

式を対象とするボートフォリオ最適化問題に比べて、  

乃は小さいが、シナリオ数rを非常に大きくするこ  

とによって、将来の様々な不確実性を記述する必要が  

ある。例えば、債券のデフォルト確率を考慮する場合、  

シナリオ数が少なくては、そのことをきちんと記述で  

きない。しかし、この場合でも決定変数と制約式の本  

数の大小関係はほとんど変わらないであろう。したが  

って、このタイプの問題であっても、単体法では前述  

の定式化で問題を解く方が有利であるし、内点法でも  

効果は期待できないと一般的に考えるであろう。   

ところが、2本の区分直線を組み合わせた区分線形  

リスク尺度の場合には、双対問題に書き換えることに  

よって、決定変数の有界制約式が増加し、実質的に計  

算時間に影響を与える制約式の本数を劇的に減少さ  

せることができる5。計算時間は用いる計算（実装）ア  

ルゴリズムによって異なるため、すべてのソフトウェ  

アについて言えるわけではない。しかし、下記のよう  

に決定変数に対する有界制約条件を明示的に記述す  

る線形計画問題の表記法に基づいて実装を行っている  

のであれば、これらのことは成り立つ6  

Minimi2；e CTx   

Subject to b＜Ax≦b  

Z＜諾＜‰  

ここで、諾は決定変数ベクトル、Cは目的関数の係数  

ベクトル、Aは制約式の係数行列、塁，石は制約式の下  

限ベクトルおよび上限ベクトルである。下限と上限が  

同じ場合には等式となる。また、ヱ，≠は決定変数の下  

限ベクトルおよび上限ベクトルを表す。  

5前述したように、単体法では制約式の本数が計算時間に影  

響を及ぼすので、大きな効果を期待できる。内点法におい  

てもある程度高速化することが予想できる。  

6計算処理速度上有利であるため、一般的な汎用数理計画ソ  

フトウェアはこれらの表記法に基づき実装を行っている。  

オペレーションズ・リサーチ   

2rcは目標収益率を表す。  

3βは確率水準、αβはバリュー・アット・リスクを表す。  

4より正確に言うと、mが小さくて一般制約式の本数が多い  

場合には決定変数の数よりも多くなる可能性があるが、r  
の大きさに比べて、その差は小さいと考えて良いだろう。  
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本研究では、ボートフォリオ最適化モデルの定式化  

を双対問題に書き直し、汎用数理計画法ソフトウェア  

を用いた数値実験により計算速度が向上することを  

具体的に示す。本研究で対象と考える資産配分問題や  

ALM、一般的な市場リスク管理、信用リスク管理の問  

題の場合、2本の区分直線を組み合わせた区分線形リ  

スク尺度を用いることが有用な場合が多く、双対問題  

に書き換えてから計算した方が計算処理時間におい  

て有利となることが十分に期待できる。   

本論文の構成は以下の通りである。2節では、1次  

下方部分積率をリスク尺度として用いた場合の定式  

化を示し、双対問題を記述する。また、リスクを各資  

産ごとに配分する方法を示し、それが双対問題を利用  

しても導けることを示す。3節では、このモデルに対  

する数値実験の計算時間を示す。4節では、本研究で  

提案した定式化の方法が計算上有利になると考えら  

れる適用分野（問題）について説明する。最後に、5節  

で結論と今後の課題を述べる。  

2．モデルの定式化とリスク配分  

2．1 定式化  

下方部分積率をリスク尺度として用いる場合の最  

適化問題（主問題）を示し、その双対問題を示す。   

下方部分積率は目標収益率r（；を下回る大きさのた  

乗の期待値のことであり、次のように記述できる。   

上戸鳩≡妄圭一rt－γ。仁   （14）  

t＝1  

ここで、たはリスク選好の度合いを表すパラメータを  

表す。1次下方部分積率はた＝1のときのリスク尺  

度であり、それを用いたポートフォリオ最適化モデル  

（MLPMモデル）を記述する。ここでは投資比率エに  

対する一般制約式として最もよく設定されるであろ  

う上限制約式を含めて具体的に定式化する。，   

Minimize妄皇dt  （15）  

t＝1  

subject to 
n  

∑宮拘＋dt≧γc，（t＝1，…，r）（16）  
j＝1  

dt≧0，（f＝1，…，r）  

ここで、巧は資産jの上限比率を表す。決定変数の  

数は乃＋r個、非負制約と上限制約を除く制約式の本  

数はr＋2本である。（16）～（18）式、（19）式の上限制  

約式に対する双対変数をそれぞれβ£，叫入，¶とする  

と双対問題は以下のように記述できる。  

M血izerc（套βtト山人一差軌（20）  
Subject to  

T   

∑γJtβ汗デブリ＋入－¶≦0，（j＝1，…，れ）（21）  
‘＝1  

0≦β亡≦，（壬＝1，・‥，r）  

U≧0   

入：丘ee  

（22）  

（21）式および（22）式の双対変数はそれぞれ、エゴ，（J＝  

1，‥．，几），dt，（壬＝1，…，r）となる。主問題において  

一般制約式が増加しても、双対問題における制約式の  

数は、（22）式の上限制約式を除くと、資産数に限定さ  

れる。  

2．2 リスク配分   

資産ゴの最適投資比率を弓、事象fにおける最適  

ポートフォリオの収益率を弓とする。弓＜γcを満た  

すfの集合をβ1とすると、1次下方部分積率は（23）  

式のように書くことができる。  
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したがって、リスク尺度として、1次下方部分積率を  

用いるとき、資産jへのリスク配分量は、   

〈妄左（γ的）ト；  

と計算できる。ここでは、双対問題から（23）式を導  

き、双対問題との関係について考察する。双対問題の  

最適解をβ；ル■，入■，ゼとし、（21），（22）式の双対解を  

それぞれェ；，d言とする。相補スラック条件より、  

（を J抑＋入＊－車＝0，（軒， 
，  

が成り立つ。（24）式を和本すべて加えると、  

（55）259   

Tl  

∑テjエゴ≧rβ  

ブ＝1   

。j＝1  

ブ＝1  

0≦エゴ≦巧，（ゴ＝1，…，乃）   

2002年4月号  

（17）  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



套抑鮭；）  

となる0 もし、エゴ＝拘  
らば、ゼ＝0なので、  

・資産数‥3種類（10個，20個，35個）   

● シナリオ数：10種類  

（1，000～10，000；1，000個刻み）  

・解法アルゴリズム：2種類（内点法，単体法）   

パラメータの設定条件は、以下の通りである。   

●要求期待収益率：rβ＝1．1％   

● 目標収益率：rc＝0．5％  

・上限制約式を設定する場合：巧＝孟   

3．2 結果と考察   

（1）MLPMモデル：上限制約を含まない場合   

計算時間（単位は秒）を図1および図2に示す。上図  

は内点法、下図は単体法に対する計算結果である。は  

じめに、内点法に対する結果を見る。図1を見ると、  

資産数が増加するに従って計算時間は増加するが、双  

対問題は主問題に比べて、計算時間は2～3倍高速化  

している。このことは、図2を見るとよく分かる。一  

方、単体法の結果を比較すると、予想通り、双対問題  

は主問題に比べて極めて高速化される。10資産の場  

合には最大で約30倍、20資産の場合最大で約20倍、  

35資産の場合最大で約15倍高速化される。単体法に  

おいては双対問題に書き換えることによって（資産数  

が少ないほど）、有利な定式化になることが分かる。  

（2）MLPMモデル：上限制約を含む場合   

図3を見てみよう。シナリオ数によってばらつきは  

あるものの、上限制約を含まない場合と同様に双対  

問題に書き換えることによって高速化されている。主  

問題の制約式が増加した（つまり、一般制約が様々に  

設定された）場合に、双対問題に書き直したとしても、  

制約式の数は資産数に限定されるので、同様の効果が  

期待できると予想される10。  

（3）リスク尺度として、CVaRを用いる場合   

リスク尺度として、1次下方部分積率の代わりに  

CVaRを用いる場合の結果を図4と図5に示す。計算倍  

率は異なるものの、1次下方部分積率を用いた場合と  

同様に計算時間を短縮することができる。  

ところで、実務で使われる問題の規模は取り扱う  

問題によって様々である。本研究で行った数値実験の  

規模は最大で資産数は35資産、10，000シナリオであ  

る。いろいろな規模の問題に対応した結果を示すた  

めに、3種類の資産数と10種類のシナリオ数で実験を  

γl  

u＊＋入■一∑づェ；＝0（25）  
j＝1  

ならば、ヤ＞0、勺＜巧な  

n m   

∑沃げ＝∑宮パ  
ブ＝1  j＝1   

m  

である。また、∑デブ£；＝γβなので7、  

J＝1   

T n   

－∑γ；β言＝γ月山＊＋入＊－∑巧イ  

モ＝1  ブ＝1  

となる。したがって、  

71   

エア昭＝∑（rc一γ言）β；  

t＝1  

（26）  

を得る。ここで、シナリオの集合を51＝（叶；＜γc），  

g2＝川γ；＝γc），∫3＝（叶；＞rc）の3つに分ける  

と、β言の値は（22）式より、9；＝妄（f∈51），β言≧0（t∈  

52），β；＝叩∈53）となる。したがって、（23）式を導  

くことができる。  

3．数値実験  

2節で示したモデルに対する計算時間を比較する。  

（19）式の上限制約を含まない場合と含む場合の両方  

の結果を示す。また、紙面の都合上、定式化は省略す  

るが、CVaRを用いた場合の結果も示す。  

3．1 設定条件  

数値実験に用いた計算機はPentiumⅠⅠI1500MHz  

（メモリ 512MB）、汎用数理計画法ソフトウェアは  

NUOPT（バージョン4．4）8である。計算時間は、資  

産数（乃）、シナリオ数（T）の違いによる問題の規模だ  

けでなく、ソフトウェア（実装方法）の違い、解法アル  

ゴリズム（内点法、単体法）の違い、最適化パラメータ  

（スケーリングの有無、最適性条件の残差の設定値な  

ど）9の違いによっても異なる。本数値実験では、以下  

の組み合わせについて計算時間を調べる。  

7ここでは暗黙のうちにγEが最小分散ポートフォー」オの期待  

収益率よりも大きい値を設定するとしている。  

8NUOPTは（株）数理システム社の製品である。本実験は当  

初、バージョン4．0 を用いて行われたが、本研究で取り扱  

う問題に対し、計算速度などの点で一部不具合が見られた。   

しかし、著者の指摘により、バージョン4．4以降では修正さ  

れ、求解も高速化されている。4．0での結果については、枇  

々木【4】を参照されたい。  

9最適化パラメータは、NUOPTのデフォルト値を用いた。  
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10すべての場合について調べ、有効性を示すことは難しい。   

まずは問題を双対問題に書き直して、効果が確認できれば   

双対問題で解けばよいと考えている。  
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値の変動を調べたい場合、将来の資産価格変動のシミ  

ュレーションを行い、そのリターンやリスクなどを調  

べることができる。具体的には、資産（ポートフォリ  

オ）の価値変化を確率事象とみなし、それらの様々な  

組み合わせを表すサンプル試行によって、資産価値（  

内生変数）に対する経験分布を作成し、資産価値のリ  

スク評価を行う。   

一方、投資家の要求するリスク特性を持つようなポ  

ートフォリオに組み替えることによって、リスク制御  

を行うこともできる。モデルを用いることによって、  

最適な資産ポートフォリオを組んだときの資産価値の  

経験分布を生成することができるので、「最適なポー  

トフォリオ」に対して、モンテカルロ・シミュレーショ  

ンによるリスク評価を直接行うことができる。   

資産として、伝統的な資産だけでなく、オプション  

をはじめとする派生証券のような複雑なべイオフを  

持つ証券を含む場合、複数資産の変動の相互関係を記  

述するためには、多くのサンプル・パスを発生させる  

必要がある。ボートフォリオの収益率分布として、正  

規分布を想定できないため、下方部分積率やCVaRの  

ような下方リスクタイプのリスク尺度を用いること  

が多い。   

（3）信用リスク管理問題   

信用リスクは債券や貸出のデフォルトだけでなく、  

信用変動による価値（価格）の変動にも関連する。この  

ような状態における価値を評価するために、モンテ  

カルロ・シミュレーションがよく用いられる。具体的  

には異なる格付けを持つ複数の債券の時間的な推移  

を同時に考慮し、複数の債券や貸出のボートフォー」オ  

の価値変化を表すサンプル試行によって、それらの経  

験分布を作成し、資産価値のリスク評価を行うことに   

なる。   

そして、市場リスク管理と同様の方法でリスク制御  

を行うことができる。また、市場リスクと信用リスク  

を同時に管理するモデルも可能である。一方、信用リ  

スクだけでなく、期限前償還リスクも含む債券ボート  

フォー」オ管理のための最適化モデルも構築できる。特  

に、信用リスクを考慮したポートフォリオの収益率分  

布は正規分布を想定できないため、下方部分積率や  

CVaRのような下方リスクタイプのリスク尺度を用   

いる必要がある。  

行った。本研究の主な問題の対象は資産配分問題や  

ALM、一般的な市場リスク管理、信用リスク管理の  

問題などである。例えば、RockaftllarandUryasev［61  

の論文では、3資産で20，000シナリオ、11資産で1，000  

シナリオの例が分析されている。また、資産配分問題  

では5資産程度（国内株式、国内債券、海外株式、海外  

債券、現金）11、国際分散投資では、外貨数×3資産  

（抹式、債券、現金）12、信用リスク問題であれば、  

債券および貸付が対象なので、格付数や期間数に依存  

する。   

4．様々な投資決定問題への適用   

ボートフォリオ最適化モデルを双対問題形式で記述  

した方が有利になるタイプの投資決定問題には様々な  

問題がある。これは、資産収益率を確率微分方程式（  

確率差分方程式）や時系列モデル式などで記述し、モ  

ンテカルロ・シミュレーションによってサンプル・パ  

スを発生させることが多く、資産数に比べて多くのシ  

ナリオ数を必要とするタイプの問題である。本論文で  

対象とするタイプの問題をいくつか説明する。   

（1）最適資産配分問題   

投資対象を資産区分（アセット・クラス）に限定した  

問題、すなわち、複数の資産にどのように投資をした  

らよいかという問題を最適資産配分問題という。資産  

投資を行う場合、最初に株式や債券という資産区分の  

組み合わせ比率を決め、次にそれぞれの資産の中で個  

別銘柄の組み合わせを決める2段階の投資決定方式が  

とられることが多い。この第1段階目のことを資産配  

分（アセット・アロケーション）と呼ぶ。資産配分問題で  

は対象とする資産カテゴリーは、現金、抹式、債券、  

不動産などであり、それぞれのインデックスの収益率  

が用いられる。   

（2）市場リスク管理問題   

市場リスクを管理するための方法としては、市場の  

変動にさらされている資産のリスク畳を把握する（評  

価する）方法が発展している。現在保有している（もし  

くは保有しようとしている）資産ポートフォリオの価  

●  

●  

11Harlow【21では株式と債券の2資産で60シナリオ、竹原【8】   
では株式、転換社債、債券、貸付金、安全資産、米国株式  
（ヘッジ付き、ヘッジなし）、米国債券（ヘッジ付き、ヘッジな   

し）の9資産で40シナリオの問題を取り扱っている。  
12Blacka．ndLitterman【1】では、7カ国（ドイツ、フランス、日   
本、イギリス、米国、カナダオーストラリア）で、計21資   
産の問題を取り扱っている。  
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5．結論と今後の課題  

本研究では、2本の区分直線を組み合わせた区分線  

形リスク尺度の場‘合のポートフォリオ最適化モデルに  

ついて議論した。問題が資産配分問題やALM、一般  

的な市場リスク管理、信用リスク管理の問題の場合に  

は、計算処理速度の観点から双対問題に書き直して問  

題を解くことを提案した。1次の下方部分積率を用い  

たモデルに対する定式化を示し、数値実験によって主  

問題と双対問題に対する計算時間を比較した。特に単  

体法では主問題形式に比べて双対問題形式の定式化  

は有利になることを示した。   

今回示した数値実験では1種類のデータの組み合わ  

せしか用いていないが、他の場合でも同様の結果が期  

待できるだろう。乱数のシードを変えたときや各種パ  

ラメータ（要求期待収益率、目標収益率、確率水準）を  

変化させたときの計算結果を示すことによって、より  

安定的な比較結果を示すことができると思われるが、  

今後の課題としたい。   
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●   

図1‥MLPMモデル‥計算時間の比較（上限制約なし；左：10資産，中：20資産，右：35資産）  
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図2：MLPMモデル：計算倍率の比較（上限制約なし）  

図3‥MLPMモデル：計算倍率の比較（上限制約あり）  

図4：MCVaRモデル：計算倍率の比較（上限制約なし）  

図5‥MCVaRモデル‥計算倍率の比較（上限制約あり）  
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