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率を巌小化するモデル（安全第一規準モデル［14］）な  

どもある．   

しかし最．近にいたるまで，これらの卜〟リスクモデ  

ルが，資産運川の実務に利川されることはほとんどな  

かった．その期日1の1つは，そもそも、ド＃J・分散モデ  

ルですら，人規膜な1‡り題が解けるようになったのは  

1980年代、半ば以降のことだったからである［13］．そ  

の卜，様々なドガリスクモデルを解くための計算量は，  

、ドガJ・分散モデルを卜【‖lることはないと多くの八がイi‡  

じていたため，（少数の資産を対象とする場合を除け  

ば）このモデルを実務に利川しようと考える人はほと  

んどいなかったのである．   

また60牛代以来の，均衡理論（CAI）M）を卜敷き  

とするインデックス遵川（ii■挿軋越川）の隆盛によって，  

“マーコピッツ・モデルや、lそ控J・トガリスクモテリレを  

そのまま解く必要はなし、，むしろそれはあてにならな  

い紙果を導くだけだ’’，と批判されることになった．  

さらに理ぷ紺引こも，“取引コストがない完全rIi場での  

連続取引を想定すれば，、ド均・分散モデル以外のもの  

を考える必要は令くない’’という，ロバート・マート  

ンの‘－■i：；■i［10］が，（、四J・）下方リスクモデルに決定  

「ⅠくノなダメージをJj・えたのである．   

しかし，90年代以降流れは変わった．収益率分布  

が明らかに非対称な，デリバティブのような摘．1J，が世  

の小に広くJI帥lるようになったこと，金融1二′！予分野へ  

のエンジニアの参入によって，超大型問題が容鋸こ解  

けるようになったこと，またBIS規制によって，令  

融機関のl（人口ス（巨大なトノノリスク）の管理への関  

心が－：一丁iまったことなどにより，様々な（平均・）トノノ  

リスクモデルが実務に導人されはじめている．また驚  

くべきことに，最近になって，それらが理論rIくノにも，  

、ド均・分散モデルなどの対称リスク・モデルより良い  

件質を持つことがホされている．   

そこで本稿では，ドガリスクモデルの代表的なもの  

をいくつか紺介し，それらについて崩近明らかになっ  

た■拝′夫を説明することにしたい．  

（33）635   

1．はじめに  

よく知られているとおり，ポートフォリオ理論のJIl  

光一r∴（は、ハリー・マーコピッツの平均・分散モデル  

［9］である．ここでマーコピッツは，ポートフォリオ  

の収益＊の期待伯と分散のトレードオフ関係を分析す  

ることによって，“分散投資によるリスク低減効果’’  

を定岸骨吊ニホすことに成功した．以来50年にわたっ  

て，このモデルがポートフォリオ理論の甚礎としての  

役割を果たしてきた．   

平均・分散モデルは，外資庵の収益率が正規分≠に  

したがう場合には，収益率分布全体を管理できるだけ  

でなく，．汁算されるポートフォリオが，イく確定の卜で  

の意思決定の人原則である「期待効川最人化原坤」と  

′ノこ仝な斉合件をもつ．このためひところは，平均・分  

散モデル以外のモデルを考えることを全く一息昧がない，  

と∴われたほどである．理論′束の人多数が，ごく最近  

まで，株式収益率は1仁槻分布に従うと州く㍍じていた  

のが偵閃である．   

しかし実務家たちの問では，株の収益率がl仁規分布  

から微妙にずれているという車美は，l雷，◆くから良く知  

られていた．そのため，美務家やOR関係苫たちによ  

って，収益率の非対称性を考慮した様々なモデルが繰  

返し提案された．その代表的なものは，収益率の、ド均  

仙以卜▲の分散，すなわち卜、ド分散をリスク指標とする，  

“、ド均・卜、ド分散モデル（マーコピッツ［9］）’’である．   

また叶墨J・分散モデルのように，、ド＃」とリスクとい  

う2つのパラメータを川いたモデルとは別に，リスク  

のみをコントロールするトパラメータ・モデルもい  

くつか提案されている．その代表は，ポートフォリオ  

佃仙が，ある一定仙よりも小さくなるリスクを最′J、化  

するモデル（Below Target Riskモデル［4，5］）で  

ある．このほかにも，収益率がある一定仙を卜回る確  
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E［U（斤（∬1））］≧且［u（斤（∬2））］  （4）  

となるとき，Jlは2次確率優越の意味で∬2を優越す  

るという．また任意のリスクl＝1避逓減型の効相関数  

U（・）に対して式（4）が成り立つとき，∬1は3次確率優  

越の意味で∬2に優越するという．またポートフォリ  

オ∬は，それをん次（た＝2，3）確率優越するポートフ  

ォリオが存在しないとき，烏次確率優越の意味で効率  

的であるという．   

さて1998fF以降，Ogryczak－Ruszczynski［11，  

12］，Gotoh－Konno［6］らによって証明されたのは，  

以卜の定理である．   

定理10くバ≦1に対して，二、ド均・下半絶対偏差  

（標準偏差）モデルの最適解∬（ス）が一意的に定まる  

ならば，∬（人）はR＝（凡，私…，斤乃）の分布の如何に  

関わらず，2次確率優越の意味で効率的なポートフォ  

リオである．   

定理2 0＜ス≦1に対して，二、Iそ均・卜半3次モーメ  

ントモデルの最適解∬（バ）が一意的に定まるならば，  

J（ス）はR二（凡，斤2，…，β〃）の分布の如何に関わらず，  

3次確率優越の意味で効率的なポートフォリオである．  

l   

Ogryczak→Ruszczynski［11］は，2次元グラフ上の  

Outcome－Riskダイヤグラム（0－Rダイヤグラム）  

という道其を導入して，初歩的な方法で定理1を証明  

している（拙著［7］の第11章にはその詳しい解説があ  

る）．また々＝3の場合（定理2）も，類似の方法を用  

いて証明することができる［6，12］．   

これらの定理は，資産の収益率分布がどのようなも  

のであっても，卜記の平均・下方リスクモデルによっ  

て得られる効率的ポートフォリオを∬（ス）とすると，  

0くス≦1の範州では任意のリスクr‖l避（逓減）的な効  

2．平均・下方リスクモデル  

乃種の資産の収益率を表す確率変数を斤1，‥・，β〃と  

し，各資産への資金配分比率を∬1，…，J〃とする．そ  

のときポートフォリオ∬＝（Jl，・‥，∬乃）の収益率β（∬）  

は，  

β（∬）＝斤げ1＋‥十β乃∬乃  （1）  

で与えられる．斤（∬）の期待値をγ（∬）としたとき，  

斤（∬）の卜半点次モーメントは，以下のように定義さ  

れる（睦11参照）：   

♂々（∬）＝（E［匿（∬）－γ（∬）l竺］）1′々  

ここでトトは  

（2）  

0，  ㍑≧0  

一〟，〟く0   
l〟ト＝  

で表される関数で，且［・］は確率変数の期待値を表す．   

平均・下半々次モーメントモデルは，  

境大化 γ（∬）一ん九（∬）  

条件  er∬＝1，∬≧0  
（3）  

で定義される．ここでe＝（1，…，1）で，バ＞0はリス  

ク「Hl避度を表すパラメータである．この間題の崩通解  

を∬人としたとき，（7′（∬ス），♂々（∬人））のバ＞0に関する軌  

跡は，平均・下、羊点次モーメント・モデルの「効率  

的フロンティア」と呼ばれている（lヌ】2）．   

岡みに々＝1のときは，式（3）は平均・卜半絶対偏差  

モデル，々＝2のときはゃ均・卜半標準偏差モデルと  

呼ばれている． 前者は，「、lそ均・絶対偏差モデル」と  

本質的に同じものである．また後者は，1950年代木  

にマーコピッツ本人によって提案されたものである．   

定義12つのポートフォリオ∬】と∬2がJノ・えられ  

たとき，任意のリスクl＝1避型効用関数U（・）に対して  

川関数Uに対して  

g［u（β（∬（バ）））］＝maXg［U（β（∬））］  
∫戸．＼■  

（5）  

となる，という：■拝実を示している（図2参照）．これ  

は平均・分散モデルの場合には成立たない命題である．   

この結果，平均・卜半烏次（ゐ＝1，2，3）リスクモデ  

ルが，期特効用最大化の原理との斉合性という点で，  

平均・分散モデルよりも良いモデルであることが明ら  

かになったという次第である．   

紆凱こ確かめられるとおり，問題（3）は任意のn然数  

々に対して凸計画問題となる．したがって，この問題  

を解くことは原稚rlくノに可能である．特にヒストリカ  

ル・データやシナリオ・テ中一タをもとにモテリレを組み  

図1卜半ん次モーメント  

636（34）  オペレーションズ・リサーチ   © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



畏怖を覚えるとといこ，たちまちこの定理を品川！して，  

サ均・（卜、ド）絶対偏差モデルの1＝敵性を確宜し，経  

済J、r者に一矢糾いてくれたRuszczyllSkiに最敬礼し  

た次第である．  

3．1旬月と Cl′αR  

3．11句点（バリュー・アット・リスク）   

令融向．－1J－の価格は，市場の変動によって毎Il柏雉に  

焚化する．株式や借券号ど，様々な資産（ポートフォ  

リオ）を管理・遵川している人々にとって，このよう  

な変化に伴って‖らが蒙る損失がどの程度のものにな  

るかを知ることは秘めて重安である．   

ここで考案 された才旨標が，一句β（バリュー・アッ  

ト・リスク）である．いま仙別資産の価格変動をもと  

に，ポートフォリオの価格変動の確率分布を求め，収  

益分布の卜付1（）0α％になる一・1（を㍑としよう（図3  

参照）．このとき，佑を（1（）0α％の）バリュー・ア  

ット・リスクと呼ぶ．αは通常0．95，0．99などと．設  

定されることが多い．   

ポートフォリオの価格がl＝姐分布に従うときは，収  

益力iこの伯を卜川ることは枇めて稀だから，たとえば  

l′l」資本が99％のlん〟に対応する損失紙を十分に卜  

い1っていれば，資産管理闇安全水准にあると見ること  

ができる．   

ところが，すべての資産の価梧が正規分布に従う場  

合をl鋸ナば，侮βノ・∴（をJノーえる解析的な公式は存flミし  

ない．そこで川いられるのが，佃別賛席の仙梧変動を  

ランダムに発隼させ，これをもとにポートフォリオの  

植格変軌を計算し，これを川ノルlも繰り返して，99％  

レbβ∴1．（を求める数伯シミュレーションである．代休  

「Ⅰくノにはこのシミュレーションを1力車1実施して，損失  

価の人きさの上位1（）0番‖をもって99％l旬月ノー．1をと  

るというやりノノである．   

しかしこのようなシミュレーションには，人量なi汁  

算時l王りが必安となる．資産数が2～300の場合，シミ  

ュレーションを1〟回線り返すには，100峠†肛程度の  

時問がかかるという．   

そこで川いられているのは，外資虎の分布が多次元  

止規分布していることを仮定した，分散・共分散法で  

ある．株式や証券の場合は，上の仮定は第1次近似と  

しては有効である．しかし，対象となる資産が企業へ  

の貸し目し資金であるような場合にはこのノバよは効力  

を失う．それは，貸山資金が1＝川又できなくなるデフォ  

ルトが互いに独、†二でないため，損失分布が1巨視分布と  

（35）63丁   
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図2、ド均・卜、ド々次モーメントモデルの効率的フロンテ  

ィア  

たてる場合には，々＝1であれば線形計l呵問題，々＝2  

であれば2次i汁両問題となるので，効率rtくJフロンティ  

アを効率「畑こ計算することができる．   

一ノノ，リスクウェイトが榊ヌ州引こ高い場合，すなわ  

ち云＞1の場合に上の定理が成立するか否かは，現在  

のところ不明である．これまでの実証研究によれば，  

大域的リスク最′卜た（バ＝∞の場合に対応）の近傍に  

は，パフォーマンスの良いポートフォリオが多数在れ  

するといわれている． したがって，この部分のポート  

フォリオが定理の性質を満たすか否かについて，大い  

に関心が持たれるところである．   

余談であるが，筆者はヤ均・（卜半）絶対偏差モデ  

ルを提案したi自二彼の1990年木に，ラトゲーズ大サの  

U．Rothblumから，“、lそJ5J・（卜、ド）絶対偏差モデル  

を2次確率優越の軋場から分析すると，必ずl而l′巨、糸．1i  

果がキミをられるだろう” ，というアドバイスをぎ巨）たこ  

とがある．残念なことに，筆堵‘は確率優越の概念にほ  

とんどJ馴染みがなかったため，このアドバイスを聞き  

流してしまった．また、Ⅰ川鼠、ド＃J・絶対偏差モデルは  

経済′、γ：者■たちの酷．附こ晒されていたため，これが平  

均・分散モデルよりすぐれているなどとは夢にも一世、わ  

なかったのである．  

1998牛に，ポーランドLrJJ身のOgryczak－Ruszc－  

zynskiが上の定理を証明したことを知ったとき，筆  

者は10年前のこのri；を想い目していた．京がつけ  

ば，RuszczynskiはRothblumのl・ij信号である．そこ  

で過11，）l与の本人に確かめてみたところ，やはリ  

Rothblumのアドバイスがこの定押を証FIFJするきっか  

けになったとし、う．   

しかし筆者には，依然としてなぜRothblumがL  

のような庫観をもったのかは謎である．天才の洞察に  
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例［16］市場に100銘柄の1年もの社債が存在し，  

それらのクーポン・レートはすべて2％．デフォルト  

率は1％とする．またデフォルト時のIl】川又率は，満期  

まで一定値0を取るものとし，デフォルトはすべて独  

、1J二であるものとする．   

このときすべての社債に100ノノIIJずつ，合計1倍「り  

投資するポートフォリオ∬＝∬l＋…＋∬100を考えよう．  

1隼問に2つ以仁の社債がデフォルトして損失が発隼  

する確率は26％となる．したがって95％l句点は止  

の肺をとる．一ノノ，1朴に1倍l里掛中投資したポート  

フォリオを考えると，損失が究隼する確率は1％なの  

で，95％1ねガはマイナスとなる．この結果∬の100  

α％バリュー・アット・リスクを佑（∬）と＝苦くと  

佑（∬1＋…＋∬100）≧1㍍（∬1）＋‥・＋佑（∬100）  

となって佑（∬）は劣化法件を満たさないことが分か  

る．   

3．2 Cl旬戒（条件付きγαR）   

既にのべたとおり，lね斤は損失額（収益の符ぢ一を  

逆転させたもの）の分布が正規分布に近い場今には，  

過りJなリスク指標である．ところが損失額が正規分布  

から外れている場合，lね斤はリスク指標としての妥  

斗性を欠いたものとなる．なぜならば，それは劣加法  

性を満たさないだけでなく，99％l匂斤点の左側に日  

大な棋失が隠されている可能件があるためである．   

そこで，このような欠点を持たない下方リスク指標  

として，最近は汁‖を集めているのがCl克β（条件  

付き一句β，期待ショートフォールと●もいう）である．   

ポートフォリオ∬の損失をエ（∬）としたとき   

Ct㌔（∬）＝了㌔粒価l⊥価≧一冊）］（6）  

をポートフォリオ∬の100α％のClね虎という（図  

3参照）．これは，損失の巨位（1－α）×100％の部分の  

損失の条什付き期不＝直である．また，Clん（∬）は劣加  

法性を満たす（したがって凸関数となる）［15］ので，  

現美‖用巨なポートフォリオ集合ズ上でこれを苗小化  

することは原四郷」に叫能である（これに対して㍑（∬）  

はハ関数とはならないので，l句βをズ上で最小化す  

ることは極めて難しい）．   

例えば，∽個のシナリオの下でのポートフォリオ  

∬の損失を⊥ノ（J），ノ＝1，…，∽としたとき，Clん（∬）  

を最小化する問題は  

図3 一旬βとC一旬〟  

かけ離れた形を示すからである．このような分布を計  

算するには，簡便法を使うことはできないので，数植  

シミュレーションが唯一つの現実「lくノなノバ去である．と  

ころが現在では金融機関が抱える何ノノ件もの貸し出し  

を対象とするシミュレーションには，何台ものスーパ  

ーコンピュータを繋いで数rlかけて計算しても，卜分  

なサンプル数が得られないという．   

金融機関のリスク腎f軋丁一法として1ん屈が導人され  

たのは，比較的最近のことである．しかし，βエSに  

よるマーケット・リスクや信用リスク規制にこの指標  

が使われるになって以来，金融機関のリスク管理は  

1んβ一色になってしまった観がある．   

筆者の印象では，侮〟が急速に普及した理由は，  

範1に多くの八が資産の収益率分布闇“ほぼ’lL睨分  

布に従っているので，l旬斤を十分に大きく押さえて  

おけば，下方リスクの管理の卜では十分だと考えてい  

ること．第2に，一般の人々にとっては，2【パラメー  

タ・吏デル（平均・リスクモデル）よりトパラメー  

タ・モデルの方がより分かり易い，という長所がある  

ためである．   

しかしこの指標を川いて資産を運用しようとする、t  

場からは，正ちにいくつもの問題が浮上する．   

いまポートフォリオ∬のリスクを－一般にV（∬）と  

許いたとき，任意の2つのポートフォリオ∬1，∬2に  

対して  

V（∬1＋∬2）≦V（∬1）＋V（∬2）  

が成立するならば，V（∬）は劣加法性を満足するとい  

つ．   

ファイナンス坤論においては，マーコピッツ以来  

「分散投資によるリスク軽減」が大原則である．した  

がって坪論的な立場からは，リスク指標は劣加法性を  

みたすことが強く求められている［1］．ところが下の  

例でみるとおり，l旬月はこの件質を満足しないので  

ある．  
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麒ソり77り椚～L・β紺オピ乙t，，67（1977），116－126 

「5］Fishburn，P．C．，“Stochastic r）（）millanCe and   
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11サー（2川）1） 

［9］Markowitz，ⅠⅠ．，”P（）r拘Ii（）Sel（ノ〔・ii（）n：   

Dil）C771tfica／t（）n dInL）eStmeylt｛’．］）hn Wiley＆S（）nS．  

（1959）．  

L．1（）］Mert（）11，R．，“OptimumConsumptionandI）（）rtf（）1i（）   

RulesillContinuous Tinle Model”，j．（Lf E（・（）n（）m［（ 

7「ん（ごり叩，3（1971），373413．  

Lll］Ogryczak，W．andA．Ruszczynski，“FromStochas－   

ticr）（）111inancetoMeanlくiskModels”，Ez（7T）f）e〝nJ（Lr  

〔糎′ⅥJわ才子〟／ガビ∫ぐ〟打力，116（1999），33－50．  

［1210gryczak，W．and A．Ⅰそuszczynski，“On Consis 

tency（）fStochasticI〕（）minanceandMeanSemidevia－   

tion Models”，Mathematt（・alPr（好7T［mming，Ser．B．89  

（20日），217，、232．  

［1：う］Ⅰ）er（）1d，A．，“LargeScalePortfolioOptimization，，．   

ルグ〟乃脚ブ椚〟7～ど／5（・〆ピタ～（－ど，36（1984），1143－1160．  

［14］R（）y，A．D．，“SafetyFirst and thelIoldiIlg（）f   

Assets”，Ec（）nOmetri（・〝，2（）（1952），43卜449．  

「15］Rockafellar，T．andS．Uryasev，“Optimization（）f   

ConditionalValueatRisk’’J．（LfL Rid，2（2（）nO），2ト41，  

［16］ll用便甘．－誹要巾二，“バリュー・アット・リスクのリ   

スク指標としての妥、11作について’’，IMESディスカッシ   

ョンペーパー ，lI木鋸行金融研究所（2000）．  

（7）  

として定式化される［15］．そして，このl！り越の最適解  

を（β＊，∬＊，Z＊）とおくと，／（β＊，Z＊）とβ＊がそれぞれ  

Clん（∬）の崩′J、他及び㍑（J）の最小値の近似伯をノj一え  

るのである．   

このモデルを強力にプロモートしているフロリダ人  

I、［のUryasevによれば，米1引こおいてはポートフォ  

リオ橋梁にあたって，C一旬βをリスク指標として採  

川するやり〟が標準になりつつあるという．それは  

（1）理論r畑こはC軌ガが劣加法ノ性をみたすこと，  

（2）1日1J的には，問越（6）が線形計両問題なので容易  

に解けると考えられること  

が畑人Ⅰである．   

そこで，わが国の甘場データを川いて，シミュレー  

ションを行ってみたところ，収益分布の歪みが余り人  

きくないときは，ヤ均・Cl句点モデルと、ド均・卜、ド  

絶対偏差モデルは，ほほ≠トーグ）ポートフォリオを牛成  

するが，歪みが人きい場介には，卜ガリスクを管理す  

る卜で、ド均・Cl旬月モデルのノブがより適切であるこ  

とがホされた．   

ところが，実際に∽＝1000，刀＝1000手チ，り曳の関越を  

市販のソフトウェア（たとえばNUOl）T4．0）を11巨、  

て解いてみると，HP900O／B18OL（HP．UXll．0）  

卜で約1000秒程度の計算時問が必安となる［8］．それ  

は1次J∴L（．r）のほとんどすべての係数が非ゼロで  

あるため，式（6）は桐密な線形計画l軋越となるからであ  

る．したがって，ケ）7＝1000，〃＝10000といった人規模  

な問題（7）を解くには，従来とは異なる数植計算上の1二  

人が必安とされるものと考えられる．  
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