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を計算し，これを微分係数の推定値とする方法です．  

ここで肋（オニ1，2）は1恒jの試行を表す変数ですが，  

以卜では特に記す必要がない場合は省略することにし  

ます。また，次節以降で紹介するすべての推定量にも  

言えることですが，実際にシミュ レーションを行う際  

は仁上式で求められる伯を（独立な試行を繰り返し  

て）何度か計算したうえで統計的な処理をしなければ  

なりません。見ての通りFI〕はとても簡単で，シミュ  

レーション。モテリレさえできればいつでも適用可能で  

すQ しかし9 次のような問題点を容易に指摘すること  

ができます。まず』βの値が大きいと，明らかに微分  

係数の良い近似にはなりません。だからと言って，逆  

に』βの伯が小さすぎると，今度はランダムな量をと  

ても小さな数で割ることになり，推定量の分散が大き  

くなってしまいます。また，勾配の推定値を得るため  

に必要な試行の回数が，パラメータの種類の数に比例  

して多くなってしまうことも挙げられるでしょう。   

本稿では，シミュレーションにおける1回の試行か  

ら1つの勾配の推定値を求める方法として，特に代表  

的な2つのアプローチを紹介します。1つはサンプル  

パスからのアプローチで，摂動解析法（Perturbation  

Analysis；PA）と呼ばれる手法です。この手法につ  

いては，これまでにも白川［1］，三好［2，3］等の和文解  

説がありますので，そちらもご照覧頂ければと思いま  

す。もう1つは確率分布からのアプローチで，本特集  

の逆瀬川氏の記事の中にも出てきている尤度比による  

測度変換とも関連のある手法です。どちらのアプロー  

チも，どんなモデルにでも利用できるという訳ではあ  

りませんが，適用できるモデルに対しては，（FI）に  

比べて）分散が小さく，かつ効率良く計算できる推定  

量を与えてくれますb また，この20年くらいの間に  

大きく発展し，かなり多くのモデルに対して利用でき  

るようになっています。  

2．サンプルプヾスからのアブm画チ  

摺動解析法（PA）を適用するときは，（FDと同様  

オペレーションズ。リサーチ   

鼠心 臓じめ臆  

工学や社会学の分野に見られる多くのシステムには，  

その設計や運用に関する様々なパラメータがあります。  

例えば待ち行列システムの場合なら，待合室の容鼠  

サーバの数やその能力などが挙げられるかもしれませ  

ん。このようなシステムの最適化や感度分析を考える  

とき9 私たちは与えられたパラメータの値でのシステ  

ムの性能だけでなく，パラメータの値を変えると性能  

がどう変わるのか（あるいは変わらないのか）といっ  

た問題にも関ノじゝを持つでしょう。本稿では，パラメー  

タが連続量であるような離散事象型のシステムに対し  

て，そのパラメータに関する性能評価量の勾配（傾  

き）をシミュレーションによって効率良く推定する方  

法を紹介します。尚ヲ パラメータが離散的な植をとる  

場合に9 且つのパラメータの値でのシミュレーション  

で複数の異なるパラメー タの値での性能を推定する方  

法については，本特集で石崎氏が解説されていますの  

で，そちらも併せてご覧になることをお奨めします。   

シミュレーションによって性能評価量の勾配を推定  

する方法のうち，最も一般的なものは次の有限差分法  

（Fi王1iteのi拝eremceパⅦ）と呼ばれる手法でしょう。  

言古を簡単にするため9 パラメータを実数β∈¢とし  

て9 システムのJ、るまいを支配する確率分布がβに  

は依存しないものとします白 ここで¢はパラメータ  

のとり得る値の範岡を表しています。このときの性能  

評価量を一般的にg［¢（β）］と表すことにします。こ  

れは，性能評価量がシミュレーションにおける1何の  

試行によって得られる標本¢（のの期待値として与え  

られることを表しています。Fりは，適当な微少最  

』βを用いて，  

¢（♂十』β，助）－¢（β－』β，抄2）  
2∠ゴβ  
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めの適当なぞを見つけることや，（肪［¢（のは］／dβ自  

体の計算が困難になることがあり，場合によっては補  

助的な試行が必要になることもありますが，IPAに  

比べて格段に広いクラスの問題に適用できるようにな  

っています．また，βに関して不連続な標本を持つ性  

能評価量の勾配推定量は，IPAによって導かれる項  

とSPAの考え方から導かれる複数の項との和で表さ  

れることも少なくありません．   

2．3 PAの応用例   

基本的な考え方をより理解してもらうために，次の  

ような単純な（s，5）一政策に従う在庫モデルを考える  

ことにしましょう．これは，在庫が定期的に観測され，  

そのときの在庫量がs（＞0）よりも少なければ，ちょ  

うど5（＞5）になるように在庫が直ちに（リード・タ  

イムなしで）補充されるというモデルです．ただし，  

在庫が足りなくなった場合も需要は受け付けられるも  

のとして（仮の在庫量が負の値になる），不足分は観  

測時に合わせて補充されるものとします．このモデル  

において，乃一1番目の観測時点から乃番目の観測時  

点までの間の需要の量をβ乃（乃＝1，2，…）とすると，  

在庫量過程（羞；柁＝0，1，2，■・・）は次のように再帰的に  

表されます．  

‾1－β乃， 
為＝〈 

． 

（1）  

ただし，品＝Sとして，（β〝；乃＝1，2，‥うは独立で同  

一な分布に従う正の確率変数の列とします．性能評価  

量としては，紹－1番目の観測時点から乃番目の観測  

時点までにかかる費用をc（ズ㌃1－β乃）として，∽番  

目の観測時点までの期待平均費用；   

餉］＝丘技真c（英一1－叫  

を考えます．ただし，関数c（∬）は∬＝5（補充を行う  

かどうかの境界）で有限幅のジャンプ（補充にかかる  

費用）があることを除いて連続で区分的に微分可能で  

あると仮定します．   

それでは，この性能評価量に対して，様々なシステ  

ム・パラメー タに関する偏微分係数の推定量を求めて  

いくことにしましょう．  

（i）まず5＝ざ十γとして，γの値を固定したとき  

のぶに関する偏微分係数を考えます．今はSの値がぶ  

の値に連動していますので，（1）式あるいは図1から，  

任意の』ざとすべての乃に対して＆（s＋』5）＝ズ云（∫）  

十』sであることが直ちに分かります．よって，  

∂＆（5）／∂s＝1であり，∂且［¢］／∂sに対するIPAによ  

（19）183   

に）システムのふるまいを支配する確率分布がパラメ  

ータβには依存しないことを仮定します．PAには問  

題に応じて様々な発展形がありますが，その基本とな  

るのは次の無限小摂動解析法（InfinitesimalPA；  

IPA）と呼ばれる手法です．   

2．1無限小摂動解析法（lPA）  

IPAは，単純に1回の試行αでの標本¢（β，甜）の  

微分係数d¢（β，〟）／dβを計算し，それを性能評価量  

の微分係数（プE［¢（β”／dβの推定値とする方法です．  

後の例を見てもらえれば分かると思いますが，大抵の  

場合，この却（β）／dβは1回の試行で容易に計算する  

ことができます．定義から，IPAによる推定量が不  

偏である（推定量の期待値が推定したい量になってい  

る）ためには，微分と期待値の交換；   

票砦剋＝且［曾］  

が成り立たなくてはなりません．実際，これは常に成  

り立つという訳ではなく，次の条件が十分条件として  

知られています1．  

有限の期待値を持つ確率変数肯が存在して，任  

意のβ，β＋』β∈＠に対して，甜ごとに，   

」¢（β＋』β，α卜¢（β，山）l≦互（仙）』β．   

この条件は，標本¢（β）がパラメータβに関して連  

続で区分的た微分可能であることを要求しています．  

しかし，実際問題への応用を考えたとき，これは厳し  

い制約になるかもしれません．標本¢（β）がβに関し  

て不連続になる場合に対応したIPAの発展形がこれ  

までに幾つか提案されていますが，それらの多くは次  

に紹介する平滑化摂動解析法（SmoothedPA；SPA）  

と本質的には同じ考えに基づいています．   

2．2 平滑化摂動解析法（SPA）   

SPAの基本的な考え方は，次式のように条件付き  

期待値を用いることによって，微分と期待値の交換を  

可能にするというものです：   

遡盃助＝且［些撃迫］・  

ここでぞは，¢（のの値を求めるのに必要なサンプル  

パスの情報全体から適当な一部を除いたものと考えれ  

ば良いでしょう．SPAでは，上の等式が成り立った  

1専門的な言い方をしますと，確率1で¢（β）がβに関し  

てLipschitz連続で，そのLipschitz定数が有限の期待値  

を持つということです．これによりLebesgueの有界収束  

定理（極限と積分の順序の交換に関する定理；例えば文献  

［4］などを参月別 を用いることができます．  
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図2 仮在庫量のγの値の変化による影響  
図乱 仮在棒騒のぶの他の変化による影響  

る推定竃は，   

迫＝ユー蓋。′（為1【ヱ九）   ∂s  プ朋 
〝＝1  

る号）において，直のほうは補充を行わず風＝Sと  

したときの値，¢完のほうは補充を行って羞＝Sとし  

たときの値です。また〝（ブ㍍＿1Ⅷ－S）／（1－G（プ㍍】1】－S））  

は，上九＞ズ∴1Ⅶぶである（乃番臼の観測時点で補充を  

行った）ことがタブ・えられたときに，β乃が限りなく  

弟一1▲－－∫に近い値をとる条件つきの率と見ることがで  

きます。すなわち，（3）式の第二項の和の中身は，補充  

が行われた時点現においてβ乃以外のすべての情報が  

′j一えられた（ぞ＝（β1，…，βれ一1）∪〈β乃＞斉乃15）∪  

（ガ侶1，勺－■‰））ときに，β乃が限りなく芳卜1【∫に近  

い伯をとる率と，その際に補充を行った場合と行わな  

かった場合の平均常用の差との樟になっています。一  

九（3）式の第一一項は，γの他の変化によって元々は補  

充を行っていたのが補充しなくなるというような在庫  

堤過程の不連続な変化が，プ明番目の観測時点までに  

一度も起こらない場令に対応しています。   

局 ㌘Aの応用例の最後に，上九の分布がパラメー  

タβを持っているものとして，βに関する偏微分係  

数∂g［¢］／∂βの不偏推定量を導くことにしましょう㊥  

刀乃の分布関数とその密度関数を，それぞれG∂，酌と  

表します。βが分布のパラメータなので，確率分布が  

パラメータには依存しないというPAの仮定には沿わ  

ないとノ哲、われるかもしれません。しかし，通常のシミ  

ュレーションでは，任意の分布に従う確率変数が  

［0，1］上の〉ノー棟乱数から作られますので，結局システ  

ムのふるまいを支配する確率分布は，一様分布の結合  

分布と考えることができます。例えば，G∂の連関数  

をGJl（㍑）二infl〝≧0：Gβ（y）≧〟）と定義すると，  

［0，1］－㌻二の一様乱数Uを用し－て，〔㍍1（ぴ）が分布G∂  

に従う確率変数になります。このときGβがβに関し  

て微分可能であれば，G。（β乃（β））＝ぴの両辺を微分す  

ることによって，観測されたβ，7の微分係数を，   

些地二 一  

dβ  ダβ（β乃（β））  

によって得ることができます。ここで，G昌はG∂のβ  

オペレーションズひリサーチ   

（2）  

となります。ここで，C′はcの導関数です。先のs  

に関する連続性とc（ヱ）の（J＝S以外での）連続性か  

ら，¢も5に関して連続であることが言えますので，  

（2）式は不偏推定量になっています。  

（ii）次に，5の偵を固定したときのγに関する偏微  

分係数を考えましょう。5＝S十γなので，丑PAによ  

る推定量は（2）式の右辺と同じになりますが？今度は¢  

はγに関して連続にはなりません。このことを図を  

用いて確認しましょう。凶2で，実線で表されている  

のがパラメータ（s，5）のときの仮在庫量過程のサンプ  

ルパス，破線で表されているのが（s，5＋』γ）のとき  

のサンプルパスです。5の値はそのままで5の値を  

』γだけ火きくしたことによって，仮在庫最過程のサ  

ンプルパスが大きく変化していることが分かります。  

この結果，¢はγに関して不連続になりますけ   

β乃の分布関数をGと表し，これが密度関数gを持  

つものとしましょう。一般にSI）Aを用いると9 たと  

え性能評価量が微分可能であっても，イ十側微分  

（』γ→0＋）からの推定量と封則微分（』γ一→0一）からの  

推定量は異なった形になります。途中の手続きは省略  

しますが，SPAを用いて∂g［¢］／∂γに対する逐日則微  

分からの不偏推定量を求めると9 以下のようになりま  

す。   

⊥ 
蓋。′（晶【1β乃）      卵7花＝1  

g（晶＿1  
（3）  ＼y乃y花ノ 

乃∈賓m）1－G（プ㍍一1劇ぶ）  

ここで£（肌）＝（裾＝1，…ブ椚l＆1【イ丸＜s）であり，在  

席が補太された観測時点を表しています。折と轟  

はともに，プ7番目にβ乃＝ブ㍍【1一－Sという値を用いる  

以外は元の（β門；犯＝1，2，…）と全く同じ列が与えられ  

たときの標本平均費用¢の値を表していますが，裾  

番目の観測時点（ちょうどX柁1β乃＝Sになってい  

瑠留亀（20）  
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に関する微分係数です．さらに，もしβがβ乃のスケ  

ール・パラメータであるとすると，すなわちβと独  

立な確率変数γが存在して，β乃（β）＝β・γと表せると  

すると，d∂乃（β）／d♂＝β乃（β）／βとなり，微分係数の  

計算がずっと簡単になります．   

観測時点での在庫量＆の偏微分係数は，丁（乃）＝  

max（烏≦乃：晶＝5）とおくと，（1）式から簡単に，   

些吐姐  普＝－圭  
ゎ＝r（〃）＋1（7β  

となります．ただし，乃＝丁（乃）のときは∂ズ柁／∂β＝0  

です．やはり詳細は省略しますが，β乃（のがβに関  

して単調非減少であると仮定すると，∂且［¢］／∂βに対  

するSPAによる左側微分からの不偏推定量は，以下  

で与えられます．   

忘鼻c′（ズ㌃1一助（告一昔）  

早い時期に再び一致するならば，サンプルパスの違い  

が短い時間だけで済みますので，推定量の分散もあま  

り大きくはなりません．この間題は，確率過程のカッ  

プリングと呼ばれる問題として考えることができます．  

3．確率分布からのアブⅢ－チ  

確率分布からのアプローチでは，（PAのときとは  

異なり）パラメータβに依存するのは確率分布だけ  

で，標本¢はβの影響を受けないものと仮定します．  

以下では，標本¢は実数値確率変数ベクトルyの関  

数で，このyの分布がパラメー一夕βを持つものとし  

ます．また，性能評価量を且β［¢（y）］と表すことにし  

ます．   

3．1スコア関数法（SF法）   

ここでは最も簡単な場合として，yの確率分布が  

密度関数ムを持ち，これがβに関して微分可能であ  

る場合を考えます．このとき性能評価量は，   

尉¢（y）］＝♪（〝）兢）ぁ  

と表されます．これを単純に微分すると，もし微分と  

積分の順序の交換ができるならば，あとは簡単な式変  

形によって，   

禦＝♪（〟）紗（y油  （5）  

＝且8［¢（y）館］  

となりますので，結局d軌［¢（y）］／♂βの不偏な推定  

量として¢（y）ぷ（y）／ム（y）が得られます．ここで，  

ぷはカのβに関する微分係数です．このぷ（〝）／カ（〝）  

はスコア関数（Score Function；SF）と呼ばれ，し  

ばしばdlnノも（〝）／dβの形で表されています．SFを用  

いると，シミュレーションの際に標本¢（y）と同時に  

ぷ（y）／烏（y）を計算しておくだけで，微分係数の推定  

値を得ることができます．  

（5）式の微分と積分の順序の交換ができるために，  

（IPAのときと同様の十分条件として）次の条件が知  

られています．  

車．＼● 、・】  
＋ ∑（¢才一轟）   
乃∈エ（∽）  1－G∂（羞＿1一ざ）  

G昌（羞【1  ×（告＋  
（4）  

少し複雑な形になってしまいましたが，（3）式と見比べ  

てみると，これらの相違点は，（4）式の第一項には  

ズ∴1－β乃の偏微分係数がかけられ，第二項の和の中  

身には，ちょうど為＿1－β〝＝5となるところでの  

＆【1－β乃の偏微分係数がかけられているという2点  

だけであることが分かります．これらは，前の例では  

∂（＆－1一刀乃）／∂γ＝1であったために陽には現われて  

いなかったものです．   

以上の（2）～（4）式を見てもらえれば，これらの推定量  

はすべて（β1，・・・，βm）さえ与えられれば計算できるこ  

とが分かると思います．言い換えると，シミュレーシ  

ョンにおいて標本¢を1つ得るのと同じ試行によっ  

て，これら偏微分係数の推定値が求められるというこ  

とです．   

さて，この節を終わる前に（3），（4）式の折一振を計  

算するときの注意点について述べておかなければなり  

ません．折と振は，ともに同じ入力列（仇，…，β乃＿1，  

晶－1－S，β侶1，…，βm）に対する平均常用を表していま  

すが，一方は乃番目の観測時点においてプ㍍＝∫とし  

た場合，他方はズ云＝5とした場合に対応しています．  

このように，折一在は2つの異なるサンプルパスか  

ら計算される標本値の差なので，試行の終了を表す  

∽の値が乃の値に対して大きいときは，その分散も  

大きくなることが予想されます．しかし，もしこれら  

2つのサンプルパスが裾番目の観測時点以降の比較的  

2001年4月号  

任意の〝とβ，β＋』β∈∂に対してl¢（〝）・  

（ム．』。（〝）一ん（〝川≦ゐ（〝）・』βを満足し，かつ  

／ゐ（〝）ゐ＜∞であるような関数ぁが存在する．  

この条件は，基本的には密度関数為に関する条件な  

ので，サンプルパスを調べることを要求するIPAと  

違って，比較的簡単に確認することができます．また，  

この条件さえ満たせば，IPAが不偏な推定量を与え  

（21）柑5   
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よう。このとき性能評価最は，   

尉¢け）］＝♪（〝）′ノβ（め）  

と表されます仏  

られない場合でも，SFにより不偏推定量を得ること  

ができます。しかし，‡PAとSFの両方が利川できる  

場合には，IPAによる推定量のほうが分散が小さく  

なることが知られていますめ   

3．2 S『法の応用例   

S『法の応用例として，2．3節の在庫モデルの例で  

の（iii）と同じ問題を考えてみましょう。すなわち，需  

要の量の分布関数とその密度関数を，それぞれG∂，gβ  

として，パラメータβに関する偏微分係数を推定す  

る問題です。ただし，性能評価量をg舶（玖…，βm）］  

と表すことにします㊥ この場合，（ヱ九・■・，β椚）の密度  

関数はm鞋1gβ（〝ォ）ですので，スコア関数は簡単に  

∑笑1g如才）／gβ（〝オ）となりますか ここで扇はガβのβに  

関する微分係数です。よって，∂且。瞳］／∂βに対する  

不偏な推定量として，   

肌℡溝）豊  

が得られます。この式は確かに簡単に見えますが，性  

能評価量¢＝（1／椚）∑芳＝1C（風r」九）にさらに∑畏1  

g昌（βォ）／酌（βォ）という確率変数の和をかけ貸していま  

すので，別の値が欠きくなるにつれて推定量の分散  

も大きくなってしまうという欠点がありますの しかし，  

このモデルの場合，一旦羞＝Sとなると，そのl序点  

からの在庫量過程‡ブ㌫；点≧乃）がそれまでのふるまい  

とは独立になるという性質（再生型であると言いま  

す）を用いることによって，より分散の小さな不偏推  

定量；   

志摩1C（風－1叫＝丁（垂1，＋1憲紛  
を得ることができます．ここで㌃（裾）＝maX〈々≦紹：  

為＝S）です白 この式と（4）式とを見比べてみると，  

SPAよりSFのほうがはるかに簡単に実装できるこ  

とが分かると思います。ただし，対象となる確率過程  

が両年ミ型でか－場合9 または再生型であっても再生の  

間隔が長くなるような場合には，SFによる勾配推定  

量の分散は大きくなるということに注意しなければな  

りません。   

3．3 弱微分法（WD法）   

S『法は，分布が密度関数を持つ場合（または離散  

型の場合）でか－と利用できません．ここでは，さら  

に一般的な問題を考えてみましょう。次に紹介するの  

は弱微分法（WeakI〕erivative；WD）と呼ばれる手  

法です。確率変数ベクトルyの分布を表す確率測度  

を，－一般的に〃β（』）＝為（y∈A）と書くことにしまし  

確率瀾＝文机は，任意の有界で連続な¢に対して，   

忠志（♪（〝）〃β・』β（め）♪（〝）舶））   

＝♪（ダ）〃摘）  

となるような〃らが存在するとき，弱微分叶能で  

あるというゆ  

臣二の扁は符号付き測度と呼ばれるものになっていま  

すが，すべてのβでル。（威／）＝1である（確率なの  

で）ことから，〃昌は有限でル昌（め）＝0であることが  

分かります。実は，この扁は2つの確率測度〃J，〃訂  

および正規化定数cβを用いて，高二Cβ（扉〃訂）と表  

すことができて2，結局，   

重恩班＝Cβ（那加（y）ト→㍍［¢（y）］） 
（6）  

が得られます。ここで，丘昔，g㌻はそれぞれ，／∠J，〃J  

に関する期待植です。すなわち，シミュレいションに  

おいて確率分布扁に従う yと〃訂に従う yを生成  

すれば（これら2つは同じ［0，1］」i二の一様乱数列から  

作られる！），微分係数の推定値が計算できるという  

訳です。ここで，¢の有罪性や連続性といった条件は，  

ある程度緩めることができます。  

（6）式の（cβ，〃J，〃J）を兇つけることは，はっきり言  

ってあまり容易ではありません。しかし，（適当な条  

件付き期待値と併せて用いることによって）かなり一  

般的な問題に利用することができます。また，SF法  

が適用できるならばWD法を用いることも可能です  

が，一般にこの道は成り立ちません。   

3．4 Wm法の応用例   

WD法は，ある意味で最も直接的な方法と言える  

かもしれません。次のごく簡単な例を見てみましょう。  

yを実数値確率変数，gをyの分布の密度関数とし  

て，   

抽（y）］＝♪β（〝）g（〝）め，  

ミIニ三 ゐ（ 

〝）〝≦βのとき；  

ゐ。（〝）＝  
〝＞βのとき，  

のβに関する微分を考えます。ここでガは定数です。  

2ここではHahnJordan分解（文献［4］参照）と呼ばれる  

概念を用います。  

オペレーションズ¢リサーチ   
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すると，推定量は定常状態での性能評価量の勾配に収  

束するのか？）については省かざるを得ませんでした．  

是非文献でご確認ください．実は，参考文献も最小限  

度に止めてあります．IPAと簡単なSPAについては  

文献［5］，SPAをはじめとするPAの様々な発展形と  

その応用については文献［6］にまとめられています．  

また，SF法については文献［7］，WD法については  

文献［8］をご覧下さい．文献［7］，［8］では，最適化問  

題への応用についても詳しく述べられていますので，  

シミュレーションによる最適化を考えるときにも参考  

になると思います．  
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実は，この且［ゐ∂（y）］は簡単に微分することができて，  

dE［ゐ∂（y）］  
＝g（β）（ゐ（β）－〝）  （7）  

dβ  

が直ちに得られるのですが，これをWD法の言葉で  

言うと以下のようになります．   

まず，このままではβが確率分布のパラメータで  

はありませんので，分布のパラメータになるように評  

価量を変形します．αをβより大きな任意の定数と  

して，確率測度〟。を，   

〃β（A）＝上。（＿∞，∂］g（〟）か（1－G（の）∂α（A）  
によって定義します．ここで∂。（A）はα∈Aのとき1，  

それ以外は0となるデイラック測度です．この〃∂を  

用いると，且［ゐβ（y）］＝／ゐ（〝）〃∂（功／）と表すことがで  

きます．ただし，ゐ（α）＝ガとしています．このとき  

（7）式は，WD法においてcβ＝g（β），扉＝∂。，〃ま＝∂。と  

した場合に対応しています．すなわち，WD法の結  

果は元の評価量を直接微分した形になっています．も  

ちろん，この例がこのまま利用できるような問題はあ  

まi）考えられませんが，適当な条件付き期待値と併せ  

て用いることによって，例えば2．3節の在俸モデルの  

例の（ii）のような問題も扱うことができます．  

4．おわりに  

以上，離散事象型のシミュレーションにおける勾配  

推定手法について，サンプルパスからのアプローチと  

確率分布からのアプローチを紹介してきました．紙面  

の都合で，大まかな枠組と簡単な応用例しか紹介でき  

ませんでしたが，より深い理論的な枠組と，より広い  

一般的な応用については，下記の参考文献とその中で  

紹介されている文献をご覧頂ければと思います．特に，  

定常状態での性能評価量の勾配を考えるときに重要な  

一致性の条件（観測するサンプルパスの長さを無限に  
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