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半底意健計画問題の基礎  
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－－、  

最適化問題（数理計画問題）は大ざっばに  

（i）凸型連続最適化問題（線形計画問題、凸型2次計  

画問題，半正定値計画問題等）   

回非凸型連続最適化問題（非凸型2次計画問敵一  

般の非線形計画問題等）   

（iii）組合せ最適化問題（整数計画問題∴最大クリー  

ク問題、巡回セールスマン問題等）   

に分類されるe凸型連続最適化問題は他の2つと比べ  

ると、解くのが容易で，理論、計算手法の両面でも充  

実している。臨a．rma訂ka．訂法を契機として急速に発展し  

た線形計画問題に対する内点法も凸型連統最適化問  

題全体に拡張されている匪吐 このクラスの間超の特  

徴は、局所的な最適解が大域的な最適解となることで  

あり、局所的に目的関数を改善する通常の最適化手法  

（内点法もそのような手法の一種）で大域的最適解を  

計算することが可能である。他方、非凸型連続最適化  

問題と組合せ最適化問題では局所的な最適解が大域  

的な最適解になるとは限らず、各反復で局所的に目的  

関数を改善する最適化手法だけでは大域的な最適解  

に到達するのは難しい。   

半正定値計画問題（SeImide侃niteprogrammi‡1gprOb  

－1em）は凸型連続最適化問題のクラスに属し、線形計  

画問題と凸型2次計画問題をその特殊場合として含  

む。この間題の特徴は   

（a）モデル記述能力が高い   

（b）上記（呵および（呵のクラスの問題の最適値を  

見積もるためにの緩和問題として利用可能   

（c）内点法が適用可能  

にある 

（a）に開運しては，特に対称行列の固有値に関する  

条件を含めることが可能である．安定な制御システム  

の設計∴建造物の構造最適化，不確実性を待った数理  

計画問題に対するロバスト最適化，データマイニング  

等に応用されている（［1，2，3，4，皿卯5】等参照）・従来は，  

（呵で述べた緩和のために線形計画問題が使われてき  

たが、半正定値計画問題も多項式時間で解くことがで  

き、かつ。線形計画問題による緩和よりも，理論的に  

優れた特徴を有していることが示されて以来肪呵  

等参照）、（b）に関する研究が盛んに行われるようにな  

った・さらに一回により実用規模の半正定値計画問  

題が効率よく解けることが示されるにつれ，半荘定値  

計画問題の応用範囲も広がっていった“これらの特徴  

は∴数理計画法，システムと制御，構造最適化等のさ  

まざまな分野の研究者の交流を深めることに寄与し  

ている¶   

本講座は合計4回の連載で第2回目以降は，以下の  

ように。（呵の話題を取り上げる－   

第2回半正定植計画による緩和（呵   

（神戸商科大学藤江哲也）   

第3回半正定値計画による緩和（2）   

（神戸商科大学藤江哲也）   

第4回半正建値計画を用いた近似アルゴリズム   

（中央大学浅野孝夫）  

線形計画法を始めとする数理計画法では線形代数  

の知識が必要であるが。そこでは臥1Clid空間におけ  

るベクトル変数が主役で，行列はその線形変換として  

登場したn 半正定値計画問題においては対称行列が変  

数で、対称行列からなる線形（ベクトル）空間の上で  

議論が展開される。さらに、2次形式、固有値等のよ  

り高度な線形代数の知識を要求される。これらのこと  

が～ 半正建値計画問題を取っつき難くしている。半正  

定値計画問題に関する和文文献もすでにいくつかあ  

オペレーションズ。リサ⊥チ   

こじま まさかず 東京工業大学情報理工学研究科  
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り（L3，7，8，9，12，13］等）、半正定値計画問題の応用，内  

点法等が解説されている．しかしながら、それらの文  

献では半正定値計画問題の根底にある数学的基礎に  

ふれていないか．あるいは、それらの知識を前提とし 

て善かれている．そこで，本講座の第1回目の今回は  

半正定値計画問題を線形代数の基礎まで掘り下げて  

説明することとした．予備知識としては理工系の大学  

の1年生のときに習う線形代数（線形空臥 2次形式、  

固有値等）をうっすらと憶えている（あるいは．忘れか  

けている）程度を仮定している．ここでは半正定値計  

画問題そのものの数学的基盤の解説を目的としてい  

る．応用や内点法に興味がある読者も、他の文献と本  

稿を合わせて読むことにより、それらの話題の理解が  

より深まることを願っている．  

2．半正定値計画問題  

r   ベクトルまたは行列の転置  

（紙面の都合で縦ベクトルを  

横ベクトルの転置で表す）  

を表す・次に・等式標準形線形計画問題（1）において，  

叫∈虎児 ⇒ Ai∈占乃（れ×れ対称行列の空間）  

訂∈月氾 ⇒ ズ∈5花  

・⇒・（行列の内積）  

諾≧0 ⇒ ズ1＝0（半正定値条件）  

の置き換えを行うと等式標準形半正定値計画問題  

目的：AD●ズ」最小化  

条件‥ Ai・ズ＝bi（言＝1，2，…，m），  

ズー（フ  

（2）  

が得られる．これで形式的には半正定値計画問題の定  

義が完了したわけであるが，以下では，未定義な記号  

“●”，‘Lど，の説明、および，この問題を支える数学的基  

盤を順次説明する．  

2．1 対称行列からなる線形空間   

mXん行列全体月mX㍑はスカラー倍と行列の和が  

定義された線形（ベクトル）空間である．すなわち，  

mxn行列A＝【AよJ】のスカラー倍（α倍）と2つの  

・mXアユ行列A＝［Aよブ］いβ＝［βよJ］の和が，それぞれ，  

αA≡［αA五J］，A＋月≡【AよJ＋βiブ］  

で定義されている．さらに，A∈月mXnをその円本の  

m次元縦ベクトルを縦に並べたm71次元縦ベクトル  

VeC（A）≡（All，…，Aml，＝・，Al勘‥リ4椚）γ  

と対応させると仁丹肝用はm†l次元EtlClid空間とみな  

すこともできる・且よブで（才，ブ）要素のみが1で他の要  

素はすべて0のm．×71行列を表すと，れ甘n個の行列  

厨よノ（五＝1，2，…，m，j＝1，2，…，れ）  

は月mX佗の基底をなしている．さらに，2つの行列  

A十月∈毘川∴用の内積  

Ill叩、   

A・月 ≡ VeC（A）・VeC（β）＝∑∑A誹J  
i＝1J＝1  

が，nγn次元E11Clid空間の内積として，自然に導入さ  

れる・内積を使うと行列A∈月mX佗のノルム（n℃be－  

nitlSノルムと呼ばれる1  

等式標準形線形計画問題   

目的：∑畏1CJ詔J→最小化   

条件：∑完1（1よゴ；℃J＝わi（よ＝1「2，‥・，叫，  

詔J・≧0（ノ＝1，2，‥，，n′）  

から始めよう・ただし・bi，叫，CJ∈月（実数の集合）  

は定数、り∈月は変数．半正定価計画問題は、nXn  

実対称行列  

ズ11ズ12 … ズ1¶  

芳21」Y22   ＿Y2m  

ズ”．1．て¶．2 …  芳m  

ズ＝【ズ宣J］＝  

ただしズ五J＝ズJi，   

からなる線形（ベクトル）空間占氾への線形計画問題の  

拡張である．この意味を明確にするために，上記の等  

式標準形線形計画問題を  

目的：α0・語→最小化  

条件：αま・諾＝♭i（ま＝1，2，‥．，川ノ），  

諾＞0   

と書き換える．ただし、  

（1）  

（cl，C2，．．．，Cn）了－∈月¶′，  

（（ユ晶αi2，・＝，αi氾）T∈月m，  

（諾1，訂2，…，諾陀）T∈月乃，  

詔≧0 ⇔ 諾．ブ≧0（ブ＝1，2，．．．，rl），  

（37）337   

Tl  

∑里．ブ（叫釘∈毘”Jの内軌  
．ブ＝1  

璽IA帖≡（A・A）1／2＝  ll・■l†  
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も定義される．このようにしてぃ紺肛冊はmm次元El巨  

c】id空間と等価な線形空間になる。   

明らかに、門′×相対称行列の集合β閏は線形空間  

厨耶′＼1立の部分集合であり－かつ。上述した代数演算（行  

列のスカラー倍と和）もβ乃の中で閉じている。すな  

わち、任意のα∈≡風上滅，腰 ∈β陀に対してm戚∈  

ぶ陀，通＋腰∈β陀が成り立つ。したがって。β閏は  

腰㌣Ⅷ線形部分空間になっている．自明な直交基底と  

しては，陀匝＋l）／2偶の門′×nノ対称行列   

（腰1J＋腰Jlて）（孔≦京≦ゴ≦mノ）  

が取れる【腰椚∴－二mは㌦次元臥1Cl五d空間と見なせるか  

ら勺β陀もそこに埋め込まれたγ申甘＋吊／2次元の線形  

部分空間と見なすことができる中  

慧。慧 対称術劉符三関ずる線形関数，線謂乏写像  

、          ト ■ 、  こ・∴ ＿・・  

厨”rに対して贋（α紆＋伽）ニαガ（影）十棚（即）を満たす  

とき線形写像であるという。特に、良7＝lのときには  

線形関数、門ノ＝勉のときには線形変換とよばれること  

も多い。虎児から腰んへの線形写像ダは」ち7×‖′定数行列  

財を用いてu ダ（詔）ニ財影（∀詔∈屈m）と・また、屈氾  

Lの線形関数留はす1）次元定数ベクトル侃との内積を  

用いて融α）＝侃0∬（∀ぉ∈腰間）と表現できることが知  

ちれている．   

前節で述べたように椚×n行列通をm′n次元ベク  

ト′ルⅤ・e町（戚）に対応させることにより、mX”ノ行列の  

空間甜肝用をm粕次元監t且Clid空間とみなすことがで  

きる。このことば臥鼠Clid空間で定義した線形写像、線  

形関数∴線形変換が謄酢用に流用できることを意味し  

ている，したがって，戯m、く職上の線形写像厨と線形関  

数ダは，それぞれ？  

と表現できる・等式標準形半正定値計画問題（2）にお  

いても、係数行列適宜が対称であることを仮定してい  

る印   

しかしながら、行列に関する線形写像はさまざまな  

形で現れる“例えば．威∬腰＋灯鳳戯は、澱に関する  

線形写像である。ただし，適1腰㍉仁∵脳は定数行列で  

上記の行列の穏と和が矛盾無く行えることを仮定す  

るm 行列のクロネッカ山積を用いると，このような写  

像も行列を阻肌胴d空間に対応させることにより（3）の  

ように表現できる・詳しくは［6］等参日軋  

二  ・・．・・．・－ぎ．；・t  －・．－・・・・：．ミ・二．．∴、  

㍑次元眠tlClid空間屈柁における“非負”は，陀×m対  

称行列の空間βmでは“半正定値”（非負憶，非負定値  

とも言う）に置き換えられる。濫∈ぶ陀に対する2次  

形式髄T－∬餌が、すべての髄∈児mに対して非負な値  

を取るとき、すなわち，髄γ∬鋸≧の（∀Ⅶ∈偲穐）である  

とき。半正憲値であるという。また，2次形式餌γg餌  

が七 すべての非ゼロな髄∈風花に対して正な値を取る  

とき、正造値（または、正値）であるという町柑＝皿で  

あるときにはも 濫は実数になり，実数∬が，それぞ  

れ、非負あるいは正であることと】∬一致する。   

γ－∴×ア■コノ対称行列濫の固有値（重複度を考慮に入れる  

と渕剛はすべて実数であり，  

半正定値 ⇔ 固有値がすべて非負  

正定値 ⇔ 固有値がすべて正   

であることが知られている．この事実は濫がその  

固有ベクトルを列ベクトルとして並べた直交行列  

厨（鼎財㍗＝厨サ脛＝単位行列となる正方行列）によっ  

て、以下のように対角化できることから導かれる鴫  

（3）  
．・・・  ‥    ・‥・   

‥
‥
n
 
 
 

の
、
明
 
 
 

右
 
0
 
‥
。
0
 
 

．・・．‾－・∴！・、・－（：   

と表現できる．ここで、凡才はん×m′ア1定数行列、Aは  

研一×ア1ノ定数行列。   

厨・佗’く陀上の線形関数9（濫）＝A◎兇を”㌧〉くヨーノ対称行  

列の空間ぶ陀に限定すると、   

逓ゆ茸＝（（逓十Aγ）／2）⑳茸（∀濫∈β¶）  

が成り立つ血ここで（（逓＋Aγ）／かま対称行列とな  

る止 したがって、ぶ耽上の線形関数プは、デブ′×n′定数  

対称行列威を用いて  

－  一丁   ・・、・J－  

3詔邸（38）  

厨了’濫脛＝Å≡  

ここで、入1，入2，…一入職は濫の固有値である．実際，  

茸が半正定値  

⇔  餌7－濫舶≧0（∀餌∈屈陀）  

～・・∴－ ∴・・・＿＿・‥ご・・・、く ∴・・・∴  
γl   

⇔ ∑Å吏rU㌘≧0（∀即∈屈陀）  

壱＝＝l  

⇔  Å甘：≧の（哀ニ1，2っ…，陀））  
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無い）．この2つの類似点と違いをより詳しく考察す  

るために、非負ベクトルの集合月竿と半正定値行列の  

集合5ヱを導入する・  

月て ≡（影∈虎児：記≧0），  

βて ≡（ズ∈β乃：ズ1＝0）   

まず，5ヱが月‡と共有する重要な性質を指摘する・   

βヱは凸錐である・すなわち，任意の入，〃 ≧ 0，  

ズ，y∈占てに対して，入ズ＋〃y∈占ヱが成り立つ・  

この性質が、不等号“と”が5陀上の半順序で，かつ，  

代数演算（スカラー倍と和）と矛盾がないこと，すな  

わち、  

ズ1ヒズ2，ylとy2⇒∬1＋ylヒズ2＋y2，  

ズ1ヒズ2，α≧0⇒αズ1ヒαズ2   

であることを保証している，ここで，Aと月はA－  

βヒ0の意味．   

Sヱは閉集合である・このことが不等号‘ど7が連続  

であること、すなわち，  

∬んヒyん，ズん→Ⅹ，yん→y⇒曳1一宮   

が成り立つことを保証している．   

5ヱは自己双対である・すなわち，  

（y∈5れ’：ズ・y≧0（∀ズ∈β竿））＝β‡   

が成立する．言い換えると、  

yヒ0⇔ズ・y≧0（∀ズ∈β‡）   

が成立する．さらに，任意のズ1＝0とy≧：0に対  

して，  

が成り立つ．ズが正定値の場合も同様である．   

半正定値計画問題の文献では、ズ∈5和が半正定値．  

あるいは、正定値の場合に，それぞれ、ズ≧0，ある  

いは、ズト0と書くことが多い．等式標準形半正定  

値計画問題（2）でもこの記号を用いた・   

3．線形行列不等式系と一般の半正定借計  

画問題  

－・般に、通常の線形不等式系に対称行列の変数を導  

入し、それに対する半正定値条件を許した線形不等式  

系を線形行列不等式（LinearMatrixlnequality，［2］参  

照）と呼ぶ．例えば、  

∑崇Ai訂五＋（A。yl＋ylA。）＋y2＝Ao，  

β”一∋ylと0，5㍑∋y2ヒ0，  

；苫i≧0（京＝1，2，・‥，q－1），  

（ただし，A五∈5㍑は定数行列（哀＝0，・・・，qりや  

（  

‘＋ズA＋q ＋q 
）と0  

A71ズ  

（ただし，A ∈ 鮮冊＼q ∈ 見れ・m㌔ 月 ∈ 月nXm，  

0－くC∈5mは定数行列，ズ∈S佗は変数行列）は  

線形行列不等式である．このような線形行列不等式を  

半正定値計画問題の条件として含めることができる．   

必要ならばスラック変数を導入し、また、5×f矩形  

行列を5f一次元ベクトルと同一視する等により．複数  

個のユークリッド空間のベクトルα1，諾2，…，影。，対  

称行列yl，y2，…，yγの線形写像Gと定数ベクト  

ルあを用いて、一般の線形行列不等式を  

G（諾1，謡2，…，影ヴ，yl，y2，…，yγ）＝む，  

訂．ブ≧0（ブ＝1，2，・・・，p），  

yんと0（た＝1，2，‥・，γ）   

と表現できる．ただし、1≦p≦曾である．線形計画  

問題の場合と同様に、どのような半正定値計画問題も  

適当な変襖を施すことによって等式標準形に帰着する  

ことができ、理論的には等式標準形半正定値計画問題  

（2）で議論すれば十分である（しかし、等式標準形への  

帰着は簡単ではない）．   

4．半正定植行列からなる凸経  

線形計画問題と半正定値計画問題の差は非負条件  

‘L訟≧0”と半正定値条件“ズヒ01つにある（2，2節で  

述べたように線形等式条件については本質的な差は  

2000年7月号  

（4）  
ズ●y＝0 ⇔ ズy＝0   

も成り立つ（右側はズy∈月mX陀がゼロ行列の意味）・  

自己双対性は任意に与えた半正定値計画問題の双対  

問題（5節で述べる）が半正定値計画問題になることを  

保証している．   

これまで述べてきた半正定価計画問題と線形計画  

問題の類似点は線形計画問題に対する主双対内点法  

の半正定値計画問題への拡張において主要な役割を  

果たしている．   

月竿はn個の線形不等式  

諾J≧0（ブ＝1，2，…，m）  

（39）339   
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で囲まれた多面集合である。他方‥彗を表現するに  

は、無限個の線形不等式，例えば  

（即7一腰漣＝1濫⑳爾即r≧m（∀即∈蝋  

・・・…こ   

を必要とする。言い換えると勺β7一は“非線形な”凸集  

合である∴端線が無限個存在し9それらが連続的につ  

ながっている¶ このような違いが障害となって，有限  

偶の頂点をそれらを結ぶ稜線を通ってたどる単体法は  

半正憲値計画問題には拡張できず、内点法のような非  

線形な方法が必須となる理由もここにあや 

5。双対問題p 双対定理，相補惚定理  

等式標準形線形計画問題（1）の双対問題ほ  

容解（凱g）∈屈mxβ陀（条件屠〉－びを満たす許   

容解（臥g）∈厨一視×β佗）が存在すると仮定する。   

このとき∴E問題（2）の許容解濫ホ∈β陀が最適解   

で†かつ・双対問題（6）の許容解（即増7屠坤）∈屈mx   

β閤が最適解であるための必要十分条件は基問題   

と双対問題の目的関数値が一致することである：   

こ一丁つ  

．∴∴‥ ′．，．ノ′ 
五二＝1   

（強双対定理）   

（iii）（iりと同様の仮定をする。立間題（2）．の許容解   

戊∵∈β”ノが最適解で，かつ，双対問題（6）の許容   

解（即＊，屠巾）∈戊mxぶ陀が最適解であるための必   

要十分条件は相補性条件  

緋針… ∑急減灘→最大化  

‥●・  一    ・こ‥・：、  

g＞馳  

斉癖屠率＝の   

が成り立つことである・（相補性定理）  

（7）   

であるp 〉・一九等式標準形半正定値計画問題（2）の双  

対問題は  
これら結果（抹（ii），（iii）は線形計画問題の主問題（且）  

と双対問題（5）の間に成り立つ弱双対定乱 強双対定  

温相補性定理の一般化になっている。ただし，（ii），  

（iii）においては．線形計画問題の場合には必要のない  

－丘内点許容角牢の存在”が仮定されている。この仮定は，  

非線形の【「七計画問題でしばしば用いられるSla七erの  

制約想定と同種で…鍔が多面集合でないことに起因  

している。  

（4）より勺相補性条件（7）は，濫ゆ⑳g栢＝0とも書け  

る。また∴主問題何の任意の許容解濫∈β職と双対  

問題（6）の任意の許容解（執劃∈屈mxβ籠に対して  

目的：∑芸パ欄→最大化  

●・・・・′・㌧＼・ …・・・・、  

よ’＼▼エフニ  

で与えられる。これら2つの問題を比較すると、対応  

する主問題を比較したときと同様に．  

孤－・∈甜1＝幸 一動∈ぶm  

g∈腰閃’⇒ 彪∈βm  

g＞の⇒屋㍗ト幻   

と置き換わっていることが分かる。半正定値計画問題  

の室問題（2）と（6）の間には以下の定理が成り苺二つ一   

定哩頂 

（り 主問題伺の任意の許容解濫∈β閏と双対問超   

（6）の任意の許容解（臥屠）∈屈mxβ”rに対して   

つγ） 

双対問題の目的関数値＝貰わ7′リー  

7．二＝≠  

≦ 過0⑳濫 ＝主問題の目的関数値．  

樺磯対定理）   

（iり主問題榊の内点許容解濫∈ぶm（条件斉トのを   

満たす許容解兇∈β陀）と，双対問題岬肋内点許   

詔偲圏（40）  

m 

l、＿、・∴  

＝（三上好古十g）   

＝ 濫⑳屠＞0  

m  

・・r．∴∴こ・～・・・てき、リ∫  
！ごてニ  

であることが検証できる。このことより、弱双対定理，  

および．強双対定理と相補性定理の等価性が導かれ  

る．   

相補性条件（7）の両辺の転置を取ることにより，  

屈∵腰㌍＝ニ彪十兇∵＝＝疏   

が導かれる・このことは主問題（2）の任意の最適解  

濫＊∈β円とメ又対問題（6）の任意の最適解（御車，gヰ）∈  
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月mx5叩において、互いに双対をなしている変数対称  

行列ズ＊とgヰが交換可能であることを意味している．  

交換可能な2つの対称行列は共通の直交行列によって  

対角化できることが知られている．したがって、ある  

直交行列P∈兄¶＼－氾が存在して、  

Pγズ＊z＊p  

＝ Pγズ＊ppγz－p  
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したがって、ズ＊固有値入1，入2，…，Åmとg♯の固有値  

／↓】，〃2，…，〃柁の間に相補性条件  

入．ナ≧0，／上．ナ≧0，入J√り＝0（ブ＝1，2，・・・，”ノ）   

が成り立っていることが分かる．  

6．おわりに  

本稿では数学的な基礎に焦点を絞って半正定値計画  

問題の紹介を行った。応用および計算手法に関して興  

味のある読者は文献［3，7，8，9，12，13，14，均等を参照され  

たい．この講座の次回以降では組合せ最適化問題へ  

の応用に関する解説がなされる．また、以下のホーム  

へいジでも半正定値計画法に関連する情報が得られ  

る．いずれも文献データベースおよびこの分野の研究  

者リストを含んでいる．   

http‥／／wwwllnix・mCS・anlugov／otc／InteriorPoint／  

httl）‥／／www・ZibTde／helmberg／semidef・htmi  
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