
ラグランジュ分解・調整法と動的スケジューリング  
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Frenchによるこの分類は，現実のスケジューリン  

グ問題を区別するものではなく，スケジューリングの  

モデルを分類するものであることはそれらの定義から  

明らかである．つまり，静的問題はすべてのデータが  

与えられていて変更されることのない問題であり，評  

価関数が一つであれば最適化の対象になる．一方，動  

的問題の場合は，計算速度やコンピュータの処理能力  

を考ると最適解法は現実的でなく，解法としてはもっ  

ばらシミュレーションが利用されてきた．確率的問題  

は，データの期待値を用いれば静的問題としての取り  

扱いができ，最適化の対象になり得る．   

一方，筆者は現実のスケジューリング問題を分類す  

る観点に立って，静的問題と動的問題の定義を以下の  

ように与えている［5］．   

静的問題：スケジュール作成時にスケジューリング  

に関する全てのデータが既知であって，  

その後変更されることのない問題   

動的問題：スケジューリングに関するデータの一部  

がスケジュール作成時に未知であったり，  

スケジュール作成後に変更されることの  

ある問題   

1． はじめに  

近年，ラグランジュ分解・調整法（Lagrangian  

DecompositionandCoorditionMethod）がその高速  

性，高品質の解，動的問題に対する適合性の故にスケ  

ジューリングの方法として注目を集めている［1］，［2］，  

［3］．これはラグランジュ緩和法と通常呼ばれている  

が，組み合わせ問題を分岐限定法で解く際に目的関数  

の界値を求めて探索空間を縮小するというよく知られ  

た方法と区別するために，標記の名称（以下，LDC  

法と呼ぶ）を用いることにした．   

LDC法が実用的であるとみなされている理由は前  

述の特性を備えていることにあるが，なかでも動的問  

題との適合性はひと際目立っており，最適解法の通用  

を従来静的問題に限定してきたスケジューリング研究  

の慣行に対するアンチテーゼとしての意味合いがそれ  

にはある．しかも，実際には動的問題の方が普通の問  

題であって，静的問題の多くは現実問題を解くために  

便宜上仮定されたものであり，その特性が持っている  

意味はことさら大きい．本稿では，動的問題の解法，  

つまり動的スケジューリングの方法としてのLDC法  

の側面に焦点を当てて論じることにしたい．  

2．静的問題と動的問題の定義  

スケジューリング問題を静的問題と垂加勺問題に分類  

する試みが従来から行われている．例えば，French  

［4］はこれらの問題を次のように定義している．   

静的問題：解く前に全ての数値が判っていて，その  

後変更されることのない問題   

垂加勺問題：時間の経過につれてジョブがランダムに  

到着する問題  

さらに，確率的問題という分類を別に設け，次のよう  

な定義を示している．   

確率的問題：作業時間等が不確定な問題  

この定義によれば，垂加勺問題はデータの追加や変更  

を前提としたものであり，Frenchが定義している確  

率的問題はこのクラスに含まれる．静的問題の例とし  

ては，1シフト中にすべてのジョブの処理が完了でき  

るような場合に，操業に先立ってスケジューリングを  

行い，求められたスケジュールにしたがって実際の作  

業を実施するというものがあげられる．その場合，デ  

ータが予定されていたものと異なった値をとったとし  

ても，作業に差し支えがない限りその変化は無視され  

よう．言うまでもなく，作業に差し支えが生じるよう  

な変化が生じた場合は，作業現場の判断でスケジュー  

ルの修正が行われる．  
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積。山崩法は負荷計画に用いる方法であるため，負荷  

の対象期間として1田や1シフトのような長い時間が  

取り上げられ，そのような単位期間中に複数のジョブ  

やジョブを構成する作業が割り付けられるのに対し，  

LDC法の場合は，スケジューリングであるので，は  

るかに短い時間，例えば1分とか30秒のような短い  

時間を単位として表される時間帯にジョブを構成して  

いる作業が割り付けられ，負荷計画のように作業の実  

相順序を決めないでそのままにしておくことはない。  

この単位時間はLⅢC法で薮要な役割を担っており，  

本稿ではこれをタイムス闇ツ睦と呼ぶことにする。   

LのC法では，基本的に，あるジョブを構成する作  

業を他のジョブの割り付け状況を無視してそれぞれの  

ジョブにとって最も望ましいタイムスロットを選んで  

割り付ける（図1参照）‘．これは機械や設備の能力を  

無視した割り付けを行うことに他ならず，結果として  

オーバー ロー州ドが生じる抄 オーバー ローードの発生を許  

容し，後で平準化してその解消を行う点が，山積。山  

崩法と瓜二つなのである。   

このような制約条件の違反を計算の過程で認める考  

え方を，数学的に取り扱うものがラグランジュ緩和法  

であることはよく知られている。より具体的に述べる  

ために，納期遅れの総和を最小化するジョブショッ  

プ㊤スケジュー リング問題を取り上げよう。いま，ジ  

ョブをwⅣ一つずつ取り【上二げて作業間の先行関係が満たさ  

れるようにタイムスロットヘの割り付けを繰り返し，  

そのままでは実行不能なある生産スケジュールを得た  

としよう烏 このスケジュールの評価関数をラグランジ  

ュ関数によって表すと次のようになる。  

3。動的スケジ見聞巨』ング問題の例  

ごく一般的な動的問題はジョブの処理時間がシフト  

時間より長くなるようなジョブショップにおいて見ら  

れる。通常，1シフト以上時間が経過するとデータの  

変更や追加が生じるし，データの予定値と実際値の差  

が累積され，最初に．立てたスケジュールが役に立たな  

くなってしまう。このような場合，1シフト毎にジョ  

ブとショップに関する最新のデータを用いてスケジュ  

ールの更新が行われる。つまり，現シフトのスケジュ  

ールのみが作業にあたって利用され，それ以後のシフ  

トのスケジュ仙ルは作成されるけれどもそれにしたが  

って作業が行われることはなくヲ 将来のジョブの進捗  

状況やショップの稼動状況を予想する資料として利用  

される。この種のスケジューリングを表す名称として9  

m㈱刀』ング⑳スケジ皿Ⅷ訂』ングがある。   

ローリング小スケジューリングにおいてスケジュー  

リングの更新間隔を短くするとどうなるであろうか。  

スケジュールが現状を正しく反映していて9 しかもう  

まく作られているならば，ショップのパフォーマンス  

は当然改善される。しかし，実際にこれが行われない  

のは，現状をスケジューリングに反映することが困難  

であったり，問題の規模が大きくて計算時間がかかり  

過ぎたりするためである臼 例外として9 FMSのよう  

にワークの搬送と加二にが自動的に行われ，問題の規模  

もそれほど大きくない場合，ジョブとショップの状況  

は正確に把握できるので更新間隔を短くすることに意  

味があろう。とは言え，スケジューリングに時間をか  

なり要する場合，更新間隔には限度がある℡ そこでス  

ケジュー リングを最後まで行うのではなく，変化が生  

じる都度，当面必要とする部分に限定してスケジュー  

ルが求められる。多くは，前もって定めておいたディ  

スパッチング¢ルールを用いて，加工の終了した機弄戒  

において次に加工するワークを決めたり9 加エの終了  

したワークを搬送する装置を選んだりする。このよう  

なスケジューリングのやり方は町アルタイム⑳スケジ  

ュ㈱目』ングと呼ばれる。  

櫓。ラグランジ盈分解◎調整法の覗実的意  

味  

LⅢC法によるスケジューリングは，生産管理の伝  

統的な手法である山積み◎山崩しに類似している。そ  

れらの相違点は，数学的に行うか人間の判断を用いて  

行うかの違いであると言えるくらいである。ただ，山  

霊6穏（10）  

1 2 3 4 5 6 7 8 910111213141516  

時間  

図1オーバーロードの生じた実行不能スケジュール  

例えば9 ショップに機械Ⅰが2台，機械ⅠⅠが1台あるとしよ  

う。それぞれ二つの作業から成るジョブ1，2をこのガンとチャ  

ートが示すように割り付けをすると，機械ⅠⅠでタイムスロット  

‖と12においてオーバーロードが／巨じる。  
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1の対応関係があるため，最新のス＊を用いて再最適  

化計算をすると，ショップ全体に影響を及ぼす変化が  

生じない限り，これから求める生産スケジュールが，  

変化が生じる直前に求めたものと比べて全く異なるよ  

うなことはあり得ない．つまり，変動するショップの  

環境に適応するとともに，作業実施の観点から見れば  

継続性のあるスケジュールが作られるという意味の解  

の高品質性が保証される．  

5．リアルタイム・スケジューリングの擬  

似最適化  

リアルタイム・スケジューリングの方法としてよく  

用いられるのはディスパッチング・ルールであること  

はすでに述べた．確かに計算労力の触駄は生じないし，  

どのような問題にも適用できるという点でこれ以上に  

頑健なスケジューリングの方法は存在しない．しかし，  

LDC法もまた，この動的問題の極限に位置付けられ  

るリアルタイム・スケジューリングに適用することが  

可能である．しかも，ただ使えるというだけでなく，  

徹底的な利用にも堪える可能性を秘めている．   

そこで，リアルタイム・スケジューリングの擬似最  

適化（quasi－Optimization）と称する試行を企てる．  

これは，垂加勺問題をデータが一時的に固定された擬似  

静的問題の連鎖とみなし，新しい擬似静的問題が定義  

される都度，精度の保証された最適解を求め，その解  

つまりスケジュールに従って作業を実施す 

のである．この場合，予定されていない変化が生じる  

と，擬似静的問題が定義し直され，直ちに再最適化が  

行われる．ただし，変化は必ずタイムスロットとそれ  

に続くタイムスロットの間で生じるものとする．図2  

にLDC法を用いたリアルタイム・スケジューリング  

の方法が示されている［5］［6］．   

図中のランダム事象は予定されていなかった事象を  

指し，ジョブの飛び込み（特急作業），納期の変更，  

設計変更による加工経路や作業時間の変化，作業の遅  

延，機械故障の発生などはその代表的なものである．  

その他に，周期的に発行される製造命令書もその内容  

が事前に知られていない限り，疑似静的問題の再定義  

を必要とするためランダム事象として取り扱う．つま  

り，計画の実現可能性や最適性を損なう可能性のある  

変化はすべてランダム事象であると見なされる．   

リアルタイム・スケジューリングの環境下では，ラ  

ンダム事象がどの程度頻繁に発生するかによってリス  

ケジューリングに要する計算負荷が異なる．そこで，  

（11）265   

⊥（c，バ）＝写血）＋写冨人細（写あゐ∽－〟細） （1）  

ここで，  

cノ：ジョブノの最後の作業が終了するタイムスロ  

ット  

£（cノ）：ジョブノが納期に遅れた場合に発生する罰金  

の額   

八鹿∽：タイムスロット点における機械∽のオーバ  

ーロードに対して支払われるべき機械1台あ  

たりの価格（使用料）   

む細：ジョブノの作業のいずれかがタイムスロット  

点における機械∽に割り付けられている場  

合は1，割り付けられていない場合0をとる  

0－1変数   

〝細：タイムスロット点において稼動可能な機械  

別の台数（∽は機械の種類）   

したがって，ラグランジュ関数⊥（c，バ）はスケジュ  

ーリングの対象になっているすべてのジョブに関する  

納期遅れの罰金額と不足した機械の使用料の総和を表  

している．ん加（≧0）はラグランジュ乗数あるいはラグ  

ランジュ変数と呼ばれるもので，初期値を除けば，そ  

の値は計算の結果として求められる．   

スケジューリングの過程では，所与のス細の下で  

cJを変数として上（c，人）を最小化する計算と所与のcJ  

の下でん∽を変数として⊥（c，ス）を最大化する計算が  

交互に繰り返される．ただし，最小化や最大化はなる  

べく小さくする，あるいは大きくするという程度の意  

味しかなく，繰り返し過程中の各段階における厳密な  

最適化は不要である．しかしながら，繰り返し過程の  

終了時には，本来の目的関数，この場合であれば総納  

期遅れを近似的に最小化するスケジュールがその精度  

を保証して求められる．   

LDC法を用いる場合，ラグランジュ変数バの値と  

最適化に要する時間の間には密接な関係があることが  

知られている．バの値は繰り返し計算が行われる都度，  

最終的な値人＊に少しずつ接近していくため，バ＊に近  

いバから計算を開始すると，繰り返し回数が少なく  

なり計算時間は大幅に削減できる．この事実はLDC  

法の動的問題への適合性を意味するものであり，デー  

タの変化が生じたときに最新のバ＊を初期値として再  

最適化計算を行うことによって高い計算効率が保証さ  

れる．   

その上，人＊と求められた生産スケジュールは1対  
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表1ジョブショップQスケジューリング。モデルの基本  

的条件  

（丑初期のジョブ数  

②到着間隔（』f）  

③到着ジョブ数／1回当たり  

④計算終了基準を与えるショブ完了数  

（9ワーークセンタ数  

⑥機械台数／ワークセンタ当たり  

⑦作業数／ジョブ当たり  

⑧加二に経路 以ドの6経路からランダムに抽出  

ハ
‖
U
 
O
 
l
⊥
 
0
 
3
 
2
 
3
 
 

1
 
 
1
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1
 
 

（12－3）（1【3－2）（2【1－3）  

（2－3－1）（3－1－2）（32－1）  

U（1～35）  

到着時刻十α∑U（1～35）  

U（1～3）   

⑨処理時間（』f）  

⑲納期（』f）  

⑪納期係数α  

＊』∠：タイムスロット  

＊＊U（a～b）：範囲［a，b］，平均値（a十b）／2の一様分布  

＊＊⊃巨負荷ヰ：90％；（18＊3／10＊3＊2二0．9）  

表2 納期変更の条件  

（丑納期変更の発生頻度  

（担け到着間隔）  

②納期の変更幅（』f）  

以下の5通りについて実行  

0．0，0．25，0．5，1】．0，2．0  

以下の4つの変更幅の中か  

らランダムに抽出  

8， 4，十4，十8  

以下の3通りについて実行  

10，20，30   

周2 リアルタイム0スケジューリングの一疑似最適化  

動的問題の特性を示す普遍的な尺度として，ランダム  

事象の発生密度を定義する。   

いま9 製造命令書の発行周期，例えば1シフトをf  

で表す。問題は1周期fの間にどのくらいの頻度でラ  

ンダム事象が発生するかであり，それについては見積  

もりが必要である。これは期待値であるから，整数で  

なくてもよく9 例えば2．5回というような値を定める。  

またヲ これはパラメータであるから9 一つの値である  

必要はない。この値を／で表すと，ランダム事象の  

発生密度dは次式で与えられる。  

d＝（′＋い／f  （2）  

この分子の値がそのまま1周期中にリスケジューリン  

グを行う回数の其耶寺値になる。   

以下，筆者らが行った数値実験について紹介しよう。  

表1はモテリレの基本的な条件を要約したものであり，  

ワークセンタが3箇所，それぞれに配置された機械が  

2台，計6台の機才戒から成る小さなジョブショップを  

想定しているQ ジョブは10タイムスロット毎に1件  

が到着し，いずれも3つの作業を必要としており，各  

ワークセンタに均等に負荷がかかるように条件が設定  

されている。加工経路，作業時間，納期とも“－一定の規  

則にしたがってランダムに決定される。  

題66（12）  

③納期変一変が行われる   

ジョブの割合（％）  

本モデルで取り上げたもう一つのランダム事象であ  

る納期変更に関する条件が表2にまとめられている。  

（丑はパラメータの一つである納期変更の発生頻度を示  

しておりヲ ランダム事象の発生密度を（2）式によって求  

めると，0．1009 0。125，0血150，0．200，0。300になる。  

（丑に示された納期の変更幅はランダムに選出され，マ  

イナスの場合は特急作業への変更を意味している。③  

は納期変一変に関するもう－一つのパラメータであり，シ  

ョップ中のジョブのそれぞれがランごとに一定の割合  

で選出され，納期変更が行われる。ただし，一つのジ  

ョブにつき2度以上納期が変更されることはない。こ  

の納期変更の割合を“ランダム事象の強さ99 と呼び，  

“ランダム事象の密度99 とともに計算時間に影響する  

要因として数値実験結果の考察で取り上げる。   

以Fに計算結果を示そう。図3はディスパッチン  

グ¢ルーール（Slack）を川いたシミュレーションと  

LのC法の間で目的関数がどの程度異なるかを表して  

いる。 目的関数は結納期遅れであるから，評価値は小  

さい方が良い。興味深いのはランダム事象の発生密度，  

ランダム事象の強さともに評価値にあまり影響しない  
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ランダム事象の発生密度   

図6 発生密度とタイムスロット当たりの計算負荷の関係   

例えば，ランダム事象の発生密度が0．3，タイムスロットが  

60秒の場合，再最適化のための計算負荷は平均して0．1秒より  

小さいから，リアルタイム・スケジューリングの擬似最適化は  

可能である．  

0  0．05    0．1  0．15    0．2    0．25    0．3    0．35   

ランダム事象の発生密度   

図3 シミュレーションとLDC法間の目的関数値の比較   

35  

80  

25   

反20  

複  
数15  

10  

5  

0   

示されるランダム事象の発生密度dは，製造命令の  

発行周期≠中に発生するランダム事象の発生回数をチ  

で割った値，つまりタイムスロット中に実施される再  

最適化の回数の期待値を意味するため，1タイムスロ  

ット』オ当たりの計算負荷（ClγL超≠）は次式で与え  
0  0．05  0．1  0．15     0．2     0．25     0．3     0．85  

ランダム事象の発生密度   

図4 発生密度と最適化1回当たりの反復数の関係  
られる．   

（、Il■／．」／ 川 ′／  （3）  

ここで，   

痢：再最適化1回当たり平均計算時間の収束値   

d：ランダム事象の発生密度，つまりタイムスロッ  

ト当たりに必要な再最適化の回数の期待値  

したがって，痢の見積もりが可能であれば，計算負  

荷のおおよその予測ができ，それがタイムスロットよ  

り小さければ，LDC法によるリアルタイム・スケジ  

ューリングの擬似最適化は理論上可能である（図6参  

照）．スケジューリング問題の規模は（対象タイムス  

ロット数×機械の種類数）で表せて大きな数になるが，  

通常の組み合わせ問題の解法と異なって，LDC法の  

場合，計算時間の指数的増加は起こり得ないので，計  

算機を特定するならば，いく通りかの規模の問題を取  

り上げて数値実験を行えば，かなり高い精度で痢の  

値の見積もりができよう．  

6．座席予約型生産スケジューリングへの  

応用  

垂加勺問題の中で現在最も注目されているものが  

APS（Advanced Planning Scheduling）の主要部分  

を構成しているスケジューリングであろう．APSは  

従来から行われている部品展開と資材の手配をスケジ  

（13）26丁   

1．4  

1．2  

1  

0．8  

α8  

仇4  

02  

0  

0  0．05  0．1  0．15  0，2     0j5     0．3     0．35  

ランダム事象の発生密度   

図5 発生密度と最適化1回当たりの計算時間の関係  

という点である．   

図4と図5には，ランダム事象の増加とともに再最  

適化に要する反復数と1回当たりの計算時間（平均  

値）が減少する様子が描かれている．これらよりいず  

れも一定の値に収束するとともに，ランダム事象の強  

さが大きいほど高い値に収束する傾向が見られる．な  

お，使用機種はIBMPC750（Pentium 99MHz，32  

Mメモリ搭載）である．   

ところで，1タイムスロット中に再最適化のために  

どのくらいの計算負荷がかかるのであろうか．（2）式で  
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ユーリングと同期させて行う技術であり9 短納期を実  

現することにその狙いがある。したがって，APSの  

先端的な利用の仕方は次のようになる。  

（1）顧客からの引き合いがあると，生産現場の負  

荷状況を考慮した製造シミュレーションを実施し，納  

期見積もりを行う。その際に，必要ならば主要な資材  

（中間製品）をその仮のオーダの紐付きにする¢  

（2）顧客が提示された納期を受け入れると，製造  

シミュレーションの結果，予定された生産田程が憤則  

的に顧客に対して保証される。つまり，生産設備が，  

必要な時期の望ましい期間，そのオーダのために予約  

される。また，前述した資材がそのオー仙ダのために確  

保され，剛寺にその他の必要な資材が確定した生産日  

程に基づいて手配されるめ   

この製造シミュレーションは，納期に最も影響する  

（ネック工程を持っている）生産現場を中心として行  

われるが9 これは引き合い中の顧客のオーダを考慮し  

た仮の盤産スケジュールを作ることに他ならない。  

APSにおいて行われるこのスケジューリングは，従  

来の壁産スケジュー リングと次の点で異なっている。   

顧客からの引き合いはランダムに生じることを前提  

としており，受注が一 たび確定すると納期は保証され  

るためヮ 受注済みのオーダの生産スケジュ血ルに影響  

を及ぼさないように新規に到着したオーダをすでに作  

られているスケジュ、－一－－一ルに組み込む必要がある。その  

上，納期（生産リードタイム）ができる限り短くなる  

ようなスケジュールを作ることが要求される。このよ  

うなスケジューリングを顧客からの引き合いがある度  

に繰り返して行う。   

この新種の動的問題を従来のスケジューリングと区  

別するために座席▲予約型生産スケジュ叩旨』ングと呼ん  

でおり9 座席は生産設備と主要な資材を指し，短納期  

を保証する上で欠かせない概念になっている。以下に  

おいて，IJのC法の座席予約型生産スケジュ・州リング  

への適用法を述べる。   

LⅢC法が前述の目的に対して最も効力を発揮する  

のは生産現場がジョブショップの場合であるから，対  

象としてジョブショップを想定して説明する。   

mのC法がいま述べた難しいスケジューリング問題  

に対して他のスケジューリングの方法，例えばディス  

パッチング0ルールを用いたシミュレーションに比べ  

て優位性を持っているとは言え，受注済みのオーダに  

関するスケジュールを完全に固定して再最適化を行う  

と多くの場合に良い結果は得られない。そこで，スケ  

盈6慶（14）  

ヰ＋搾△g  

時間  

図7 評価関数£の調整による振動法の実施  

ジュ ーリングDレベルにおいて納期（加工終了の時  

期）を少しずらすことを考える。どれだけずらせるか  

は，職場や製品の特徴によって決まるものであるがヲ  

実際の納期が変更されるようなことがあってはならな  

い。スケジュールの時間単位がタイムスロットという  

短い時間であることを述べたが，実際の納期は通常そ  

れよりも大きな時間単位で示されるからその時間単位  

の違いを利用して行えば良い。これは再最適化に際し  

て，受注済みのオーダの評価関数亮を定義し直すだ  

けで行える（図7参照）¢ また，すべてのカを変更す  

る必要もな畑   

後は，計算が実行されて機械の空き時間を活用した  

効率の良いスケジュールが自動的に作成されよう。こ  

れは，砂利を砂こしに入れてゆさぶると砂こしの冒よ  

り小さい砂利が下に落ちるのに似ているため，振動法  

と名付けている。上の再定義の仕方は無数にあるので，  

対話形式で行えるようにプログラムを作っておくと便  

利であろう。   

振動法を用いても顧客にとって満足の行く納期が見  

積もれない場合は，実行可能解が得られない状況が継  

続するため計算を打ち切る必要がある。その際に入手  

した実行不能スケジュールでは，生産能力を超えた負  

荷の山積みがいずれかの機械のどこかのタイムスロッ  

トにおいて生じており，それに対応するバ細が必ず正  

の値をとっている。職場全体で正のバ細がどのくらい  

あるかを検索して，オーバー ロードの箇所を確認する  

ことにより，残業によって対処できる場合はその費用  

の見積もりができる。残業雪がかさんでも顧客の要求  

する納期を条件に受注した方がよいかどうかという判  

断が望まれる場合は，戦略と採算の両面について検討  

する必要があり，LDC法にはこの採算面の検討に役  

立つ資料を提供する機能もあることを留意しておきた  

しヽ  
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7．おわりに  

以上，ラグランジュ分解・調整法が動的スケジュー  

リングに通した特性を持っていることを述べた．本稿  

では，この方法が備えている高速性の説明を紙面の都  

合により割愛したが，これについては他の文献を読ん  

で補っていただければ幸いである．冒頭に述べた高速  

性，高品質の解，垂加勺問題に対する適合性がそろって  

いる点が肝心なのであり，この意味で本方法が実際の  

スケジューリングに利用できるようになりつつあると  

いう現実は，スケジューリング研究の長い歴史におい  

て画期的な事柄であると言わざるをえない．ラグラン  

ジュ分解・調整法が持っている優れた特性を実際のス  

ケジュー リングに生かすためには多くの課題が残され  

ており，本領城の研究者に寄せられる期待は大きい．  
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