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1． はじめに  

本稿では，SDP（半正定値計画問題）という最近特に  

注目を集めている数理計画問題を取り上げて，SDPA  

（SDPに対する主双対内点法のソフトウエア）につい  

ての解説を行います．今回はSDP を題材に取り上  

げますが，解説していく数理・情報系の技術は他の最  

適化手法においてもすでに適用されていたり，今後適  

用されていくと予想されるものがはとんどです．また  

数式や理論的な用語をあまり使用しないようにして，  

SDPAの紹介，使用方法，適用例及び将来の開発計画な  

どについて解説していきます．なおSDPとSDPに対  

する主双対内点法に興味を持たれた方には，土谷先生  

の善かれた日本語の解説【1，2】をお勧めします．   

SDPに関する研究は意外と古くから行われていま  

すが，SDPという名前が頻繁に使用されるようにな  

って，活発に研究が行われ始めたのは1993～94年ぐ  

らいからです．当時，SDPは組合せ最適化問題に対  

して非常に有効であると言われていました［3卜 しか  

し，SD‡）に対するソフトウェア（SDPAも含む）が開発  

されるにつれて，小さい規模の組合せ最適化問題に対  

してさえもSDPが高速に解けないことが判明してき  

ました．私自身も1995年からSDPAの開発を行い，  

1995年の5月ごろにはすでにSDPAのfirst version  

（fastversionではない）が完成していましたが，非常に  

実行が遅く，規模の小さい問題しか扱えなかったこと  

をはっきりと記憶しています．   

しかし最近（特に1998年以降）SDPなどの最適化手  

法が再び大きく注目を集めています．その理由には以  

下のようなものが考えられます．例えば建築構造物や  

航空機などの構造設計においては，単にデザイン的，機  

能的に複雑な要求を満たす設計を見出すだけでなく，  

できるだけ速く，安く完成させることも非常に重要で  

す．そのためには前もって様々な要康を制約条件とし  

て記述して最も効率の良い解を求めていく最適設計  

を行なっていくことが好ましいわけです．しかし従来  

は大規模な構造物に対して最適設計を行なうことは，  

最適化手法や計算機の能力からみても非常に困難で  

した．しかし最近の（SDPなどの）最適化手法と計算  

機環境の著しい進歩によって最適設計を目指す試みは  

加速されて，現実味を帯びはじめています．   

同時にSDPに対する理論的な研究も飛躍を遂げて，  

新たな可能性も見え始めました．SDPは線形計画問  

題（LP）や凸二次計画問題などを含んだ，より大きな凸  

計画問題の枠組ですが，半正定値制約という非線形制  

約を持っています．従ってSDPとして定式化できる最  

適化問題が解けるだけでなく，非凸最適化問題に対す  

る強力な緩和値を導き出すことができます．そのため  

SDPを繰り返して解くことによって（最適に解くこと  

が極めて難しいが非常に実用上重要な）非凸最適化問  

題を扱える可能性を持っています［4】．また，著者らが  

開発したソフトウェアSDPA（SemiDe鮎iteProgram－  

mingAlgorithm）［5］1をはじめとして，複数の研究グ  

ループによってSDPに対するソフトウェアが開発さ  

れて，インターネットより公開されています．さらに，  

ここ数年の間に多くの実験的解析が行われて，それら  

の結果をフィードバックすることによりSDPAのアル  

ゴリズム自体も進歩を遂げました［6，7】．   

また最適設計を目指して，複雑で大規模な問題を解  

くためには，理論的成果を随時組み入れると共に最新  

のコンピュータ技術（並列，広域計算）等との融合も必  

要不可欠です［8】．そのためSDPAなどの最適化手法  

を組み込んだ広域並列計算システムを現在開発中で  

す（既に一部は稼働中）．このSDPAを用いて大規模  

なSDPを解くための広域並列計算システムについて  

も解説を行います．  
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慧。単正定値計画問題（SDP）の定義   

なるべく数式などを使用せずにSのPの説明を行い  

たいのですが線形計画閤題や整数計画問題のように  

適用例を見せて，読者に（何となく）納得させてしまう  

という技法はS恥pでは非常に使いにくいのです白 日  

本だけでなく，世界中でそのような例は見たことがあ  

りません．興味のある方吼少し面倒でも別膵の定式  

化を理解することをお勧めします什   

ここからSDp に関する諸定義を行います。況mXm  

を柁×孤の実行列の集合，βれを孤×陀の奨対称行列  

の集合とします∴また任意の濫，y∈配れ×れに対して，  

濫⑳yは∬とyの内観すなわち，Tr濫アy（∬アy  

の七訂乱Ce：固有和）を表します．濫トのは。甜∈βれが  

正掛取つまり任意の髄（≠¢）∈耽れに対し髄甘濫髄＞0  

であることを示しています．また∬とのは濫∈ぶ和  

が半正定値，つまり任意の髄∈況mに対し髄甘濫髄≧0  

であることを示しています．   

厨盲∈ぶm（の≦嘉≦m），C盲，∬玄∈況（1≦言≦m），  

濫∈ぶれ，y∈βmとします。このとき至皿脛の主問題  

と双対閣題は以下のように定義することができます。  

この非線形制約が付加されているおかげで先程も述  

べましたように非凸最適化問題に対する強力な緩和  

値を導きだすことが可能になっています．  

凱 SD炉の応用例：構造最適化  

SⅢpの適用が期待されている工学的分野には構造  

段通化凱システムと制御［珊組合せ最適化閏な  

どがあります．しかしSⅢpAのユ｝ザ脚からの問い  

合わせを見ていますと，ファイナンスや量子化学など  

の分野にも広く適用されているようです。   

本稿ではSDpの応用例として一次固有振動数制約  

下でのトラス構造凝適化問題を解説します．詳細は  

0払sakiらの論文E9】を御覧下さい。この間題の目的，  

制約及び設計変数は以下の通りです．  

田的＝全部材体機（質量）を最小化  

制約：トラスの全ての固有振動数が指定値以上  

設計変数：部材断面積を求める  

はじめに以下のような緒定義を行います．  

現≡嘉番田の部材の長さ（鱒数）  

適才：嘉番田の部材の断面積（設計変数）  

mγ．ニγ次の固有値  

魚：指定一次固有値  

Ⅳdニ変位の自由度の総数  

Ⅳ〝l：部材の総数  

潜まこ哀番目の部材の剛性行列への寄与  

朋】盲：五番目の部材の質量行列への寄与  

財0：非構造質量に対する質量行列  

立間駿：  

馴化 。よ諾壱  
∫＝l  

rTI  

制約条件 濫＝∑厨古∬壱一厨0，  
去＝1  

濫との。  

双発寸問題：  

最大化  厨0⑳y  

制約条件 厨盲⑳y＝C五（且≦斎≦m）9  

y■との．   
このと針山次固有振動数制約下でのトラス構造最適  

化問題は以下のように定式化することができます．  

ここで厨五∈ぶれ（且≦盲≦m）が線形独立であるこ  

とを仮定します■（濫，g，y）がSI）Pの実行可能解であ  

るとは，（濫，∬）が主問題の実行可能解であり，yが  

双対問題の実行可能解であることを意味しますけ ま  

た，（濫，謹，y）がSDPの実行可能内点解であるとは，  

（濫，悪）が主問題の実行可能内点解（つまり巨濫〉れの  

を満たす実行可能解）であり，yが双対問題の実行可  

能内点解（つまりヮyトのを満たす実行可能解）であ  

ることを意味します。   

感覚的に理解するのは難しいのですが，半正定値制  

約（濫≧∵曙潤∵ヒ踵）がついているので，半正定値計  

画間題と呼ぶというように覚えておいてください。半  

正定借制約のみが非線形であとは凍形の制約ですが，  

瑠盈圏（18）  

Ⅳ佃  

最小化：訂摘  
玄＝1  

制約条件 恥≧軋（γ＝1，2，…，Ⅳd）  

裁≧吼（盲＝1，2，…，Ⅳm）  

（2）  

目的関数は，全部材の体積を表しています。また，制約  

式mr≧魚は，トラスの全ての固有振動数が指定値以  

上という制約で，A宣≧0は部材の断面積が非負という  

制約になります。さらに（3）のようにSI）Pとして定  

式化することができます。ここで注意していただきた  

いのは，（3）のSmpの定式化は（2）の定式化の緩和で  

はないということです。つまり SI）PAなどのソフト  

ウェアを用いて（3）のSDPの最適解を求めれば，（2）の  

オペレーションズ。リサーチ   
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



が得られることがわかってきました．対称な構造物の  

方が景観や作りやすさなどの面で好ましいので，理論  

的にも実用的にも非常に興味深いところです．   

次に構造最適化の問題を用いてSDPのソフトウェ  

ア間での比較実験の結果を示します．使用する問題は  

図1の問題と図3の問題です．この数値実験で使用す  

るソフトウェアはSDPA（Ver5．0），CSDP（Ver2．3）2，  

SeDuMi（Verl．02）3，SDPT3（Ver2．1）4です．  

構造最適化問題の最適解が求まることになります．  

Ⅳm  

最小化 ∑エ去A妄  
言＝1  

Ⅳm  

制約条件ズ＝∑（∬定一釦吼）A孟一倉〃0  
盲＝1  

A古≧0（哀＝1，2，…，Ⅳm），  

ズ∈βⅣd，ズと0  

最大化 白〟0●y  

制約条件（∬省一釦吼）・y＝ん  

（哀＝1，2，…，Ⅳm），  

y∈βⅣd，yと0  

（3）  

次に図1のような平面アーチ格子のトラス構造最適  

化問題をSDPAを用いて解いた結果（図2）を示しま  

す．図1で●は重さ2．100×104kgの非構造質量を  

表しています．構造質量とはその構造物を構成してい  

る部材等の質量のことですが，非構造質量とは建物の  

中の人間や家具などの構造物以外の質量のことです．  

図1からこの平面アーチがy軸に対して対称である  

2．Om  

図3：2層格子，これもSDPA使用前  

図1：平面アーチ格子，つまりSDPA使用前  

図4：2層格子の最適トポロジー，これもSDPA使  

用後  

表1は比較実験結果です．計算機はDEC ALPHA  

CPtJ21164（600MⅡz）を用いました．この表から  

SDPAが非常に高速に効率良く問題を解いているこ  

とがわかります．  

図2：平面アーチ格子の最適トポロジー，つまりSDPA  

使用後   

ことがわかりますが，同時に図2よりSDPAによって  

得られた最適解もy軸に対して対称であることがわ  

かります・最近の研究によって対称な最適解を持つ，こ  

の種の構造最適化問題を，主双対内点法のソフトウェ  

ア（SDPAなど）で解いたときには必ず対称な最適解   

2000年3月号  

2http：／／www，nmt．edurborchers／csdp．htm鳳  

3http：／／www・unimaas．nlrsturm／software／sedumi．htm1  

4http：／／www．math．nus．sgrmattohkc／index．html  
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2   

（48，Ⅷ8♪ 20〉  

（（－11ヲ 〇），（0，23））  

（（10」4†プ（4，0））  

・（（ 0ゴ0†少（0，－8〉）  

・（（ 勘牒），（－8，一2））   

SⅢPAはブロック対角な行列を直接扱うためのデータ  

構造を持っています¶詳細はSI）PAのマニュアル潮  

を参照下さい㌧ この場合は2×2の行列をブロック数  

が1で第1ブロックが2×2の行列であると考えます。  

表1ニ構造最適化閤題（一次固有振動数制約）に対する  

数値実験結果  

問題   2層格子   平面アーチ格子   

大きさ  Ⅳd＝且且1クⅣm＝126  Ⅳd＝1略Ⅳmニ174  

実行時間（反復回数）  実行時間（反復回数）   

SOPA   5d¢（20）   5。4（23）   

肖・とI「】   26川の（錮）   133－2（鋼）   

SeDⅦM且   33。2（23）   乱蝕6（邦）   

SDPT3   21dO（摘）   22・2（22）   

3
 
 
1
 
 
（
∠
 
 

、・ニ ・∵二J・ノ。、∴ニ酎モ汗∴：．ギ‘・・・、‥・・・；・－i・・浦〉  

SDPÅの使用方法に関してはマニュアル［5】に解説  

してあります。SDPAを使用するために複数の方法  

を用意していますが，この節では入力ファイルを用い  

てSⅢPÅを使用する簡単な例を紹介します。詳細は  

SDpAのマニュアル囲を参照下さい．   

例えば以下のようなSⅢPをSDpAで解くとします。  

の部分は制約式が3本（m＝3），ブロック数が1，第1  

ブロックの行列の大きさが2×2であることを意味し  

ます一後は，右辺定数（c）→目的関数の行列（厨0）→  

制約式の行列（厨1，…，厨m）の順で入力します。   

次にこのファイルを保存して（ここでは exam－  

plel。da七という名前にします），   

Sdpa examplel・dat out   

として実行します．実行後に出力ファイルo11tを見ま  

すと  
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制約条件  ⑳y＝46ヲ  

仙
 
＋
れ
）
 
（
酋
 
 

出力ファイルout  ⑳y＝岬8  

略   

ObjValPrlmal ＝ －4・190000e＋0l  

ObjValDual   ＝ －4・190000e＋01  

中略  

・yMat 二  

（ト5．90000000E＋00，－1．37500000E＋00），   

（－1．37500000E＋00，＋1．00000000E＋00） ）  

）  

⑳y＝20，  

yヒ0．  

このとき以下のように整理しますと，この間題は（り  

の双対問題に相当します．  

m＝3ぅ犯＝2，C＝  

なので，最適目的関数値は－4L9で行列yは，  

（ ＿   甥   
であることがわかります．  

∴  ●ニて－・い：－：噴博：㌻ご一連：ト丁吏こごこ・ご‥・‥∴、∴‥・  

編）   

この節で説明するSDPAの使用方法は，インタ←  

ネットが使える環境は持っているがSDpAが実行で  

きる環境を持っていない（WindowsやMacOSなど）・  

あるいは速い計算機を持っていない方などにお勧めで  

またSDPAの入力ファイルは以下のようになりま  

す．  

オペレ】ションズ◎リサーチ   
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す．以下のアドレスをnetscape等のブラウザに入力  

しますとNEOSサーバーを介してSDPAを使用する  

ことができます．  

http＝／／www－neOS・mCS・anl・gOV／meos／soIvers／SDP：SDPA／  

NEOSサーバーは米国のArgonne研究所が運用して  

いる計算サーバーです．SDPAの他にもLOQO，MI－  

NOS，ⅩPRESS－MPなどの有名な数理計画法のソフ  

トウェアが登録されていて自由に使用することができ  

ます．最初にnetscapeなどのブラウザやe－mailを  

用いて入力ファイルをNEOSサーバーに転送します．  

NEOSサーバーは送られてきた問題を解いて実行結  

果をユーザーにインターネットを通じて送り返す仕組  

みになっています．次に簡単な使用方法を解説します  

（2000年1月現在）．  

1．上記のアドレスをnetscapeなどのブラウザに入力  

して，図5の画面を開きます．  

＊＊＊SDPA＊＊＊   

Data f”en8me＝Sdpa．datq  
Outputfilen8me＝5dp臥Out  
rnaxIter8tion  
e画lonStar  
lambdaSta∫  
Om叩且Star  
lowerBound  
UPperBound  
alph8St且r  

bet8St8r  
betaB8r  
gammaSt8r  
deltaStar ：  
ep亨ilonDaざh   

40  
1．00e－OT  

・1．00e＋02  

＝1．00e＋02  

＝－1．00e＋07  

＝1．00e＋07  
0．00e＋00  

1．00e－01  

2．00e－01  

＝9．00e－01  
1．00e＋02  

＝1．00e－07  

Se8rChDirection＝HRVW／KSH／M   
mu thetaP thetaD ob∧／alP obn／alD alphaP d】phaD beta  
Ol．Oe＋041．Oe＋001．Oe＋00＋仇00e＋00十3．85e－019．Oe－017．5e－010．20  
11．9e＋031．Oe－012．5e－01十1．37e＋01＋3．43e－019．Oe－01乱Ie－010．20  
23．8e十021．Oe－024．8e－02十2．02e＋01＋2．73e－018．9e－01臥4e－010．20  
37．5e＋011－1e－037．8e－03＋2．78e＋01＋5．69e－02l．Oe＋007．7e－010．20  
42．2e＋010－Oe＋001．8e－03十4．64e十01＋8．37e－038．8e－01乱8e－010．20  

図6：NEOSサーバー上でのSDPAの実行結果の例  

研究は，東京工業大学数理・計算科学専攻の小島（政）  

研究室と松岡研究室及び電子技術総合研究所のNinf  

開発チームとの共同研究です．   

ソフトウェアの並列化の技術ではPVMやMPIな  

どが有名ですが，Ninf［11】はこれらの技術とは異なっ  

た特徴を持っています．私達の周辺を見回しますと，  

やや古くなりつつある計算機などが使用されずに遊  

んでいるのを見掛けることがあります．しかしその遊  

休計算機資源のCPtJノてワーを他の計算機から利用す  

るのは簡単ではありません．さらに離れた場所にある  

計算機を利用する場合にはネットワークの速度という  

問題も生じてきます．   

そこで，遠隔地の計算機同士を高速なネットワーク  

て接続して，お互いの計算機資源（特にCPtJパワー）  

を有効に活用し，大規模な問題を効率良く解くことが  

Ninfの主要な目的の一つになります．今回は現在開  

発中のNinf上で並列に動作するSDPAを題材に取っ  

て解説を行います．   

図7は今回の研究で用いるネットワーク資源を表  

しています．当面の目標にしている非凸最適化問題  

を解くためにはSDPを繰り返して解く反復解法を作  

成する必要があります．しかし1反復の中で解かなけ  

ればならない複数のSDPは異なる計算機で非同期に  

解くことができます．つまり1反復中の複数のSDP  

は独立に解くことが可能で，全てのSDPを解き終れ  

ば次の反復に移行します．そのため大量の計算機資  

源が利用できれば非常に高速化されることになりま  

す・図7で京都大学（Kyoto）から電子技術総合研究所  

（ETL）及び東京工業大学（TIT）等の高速な計算機を利  

用する場合にはSINETなどの回線を利用することに  

（21）129   

墨旦2皇  

TheNEOSServero飴r5SDPA触・thesolutionofsemidefinitepTOgrarnmingproblemsin  
封遁工組3DPAjorm8t．Thisfbrmatwi1lsoonbereplacedbytheupdated以地色££皿E 
Cha＝em払rm且t．   

SDPAisaso氏warepackageforsoLvingsemidefiniteprograms（SDP）．Itisbasedona  
Mehrotr且LtyPepredictor－COrreCtOrinfb8Sibleprimal－dualinterior－pOhltmethod．SDPA  
handlesthestandardSDPanditsdual．ItisimplementedinC＋＋utilizingtheMeschach  
libraryfbrmatrixcomputation8．SDPAprovidesthreedirections：HRVW／KSH／M，NT，8nd  
AHO．   

Binariesareavailable旦主呈出，WhiledocumentationisatUseru  

I SDPA was develol 

図5：NEOSサーバー上でのSDPA  

2．このページの一番下の】nterfaces to SDPAから  

WorldWideWebを選択します．  

3．WWWInterface SDPAのページのSDPAdataの  

部分でハードディスク上にある入力データファイルを  

指定します．  

4．このページの一番下のSubmittoNEOSを選択し  

てNEOSサーバーに問題を転送します．  

5．NEOSサーバーでの実行が終了すると実行結果が  

送られてきます（図6）．  

6・SDPAのNinf（広域並列計算システ  

ム）への適用   

最後に現在開発中のNinf（広域並列計算システム）  

上で動作する新しいSDPAについて解説します．この  
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図7：広域計算システムのネットワ｝ク資淑  図9：Nimfメタサーバー  

クのバンド幅の計測も行ないます，つまり，メタサー  

バーは自動的に負荷分散を行ない，高速かつ高スルー  

プット計算を実現するサーバーを見つけ出して計算要  

求を出します。この場合ユーザーはサ｝バーの状態を  

直接知る必要が無いので大変便利です。   

現在開発中のシステムなので，まだ実験デ｝夕等も  

少ないのですが，開発の進展に合わせて徐々に発表，公  

開していこうと考えています．  

－・ ：←・‥ い  

SのpAの開発を始めてから約4年半ほどが過ぎま  

した．このF乳既に述べましたようにアルゴリズムの  

改良や計算機の高速化などでSI）PAも劇的な高速化  

を遂げました∴明暗点でも大きな問題が扱えるように  

なりましたので，今回解説しましたような構造最適化  

への応用などにもSmPAを使用していますn 今回は  

触れませんでしたが，今年（2000年）は，さらにSI）Pの  

アルゴリズムを大きく見直してE12，咽，SI）PAの大  

改造を行なう予定になっています（Ⅳimfへの適用も含  

ミ∴   

最後にNin打に関して貴重な資料や情報等を提供し  

てくださいました電子技術総合研究所の関口さん，中  

開さん，建部さん及び東京工業大学の松岡先生と中川  

さんには深く感謝致します。  

・聖・：葦∴如   

用土谷隆＝最適化アルゴリズムの新展開一内点法   

とその周辺ⅠⅠⅠ半正定値計画問題Ⅰ；システム／制   

御／情艶Vol。42，No。8ラpp。4604¢9ヮ（乱998）。  

閏土谷隆：最適化アルゴリズムの新展開一内点法   

とその周辺ⅠⅤ半正定植計画問題叫システム／制  

オペレーションズ¢リサーチ   

なります叶現在開発中のSDPAでは，データの転送量  

はあまり多くないので，この程魔の速度（100Mbps以  

上）のネットワーク回線を用いることができるのなら  

ば，全体でもかなりの高速化が期待できることが予備  

実験から判明しています．  

一∴  き，・∴！－：∴  

図8：Ⅳinf上でのSのPA  

図8はN鼠nぎ上で動作するSⅢPAの仕組みを表して  

います∴最初に複数のNimfComputa七iona且Serverに  

NimfExec㍑七ab且e（今回の場合はSめPÅのライブラリ）  

を登録します。またこれら複数のNinぎComputatiomal  

Serverは，メタサーバー（MeねSe訂Ver）によって管理  

されています。ここで図8の左下のようにユーザーが  

ⅣimぎCl鼠emも乱ibr乱ryを用いてMetaServ即にSDPAの  

計算要求を出したとします劇   

その場合メタサ山バーは，登録されているサーバ山  

（Ⅳim厨Compu七a七iomalServer）のロードの計測を行ない  

ます（図9参照）q さらに大事なことは9ユーザー（ク  

ライアント）の計算機とサーバ←との間のネットワー  

瑠3⑬（22）  
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