
大域的最適化  
一資産運用問題への応用を中心に－  
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れは，難しい組合せ最適化問題（例えば巡回セールス  

マン問題）に汎用解法を通用すると効率が悪いので，  

問題の構造を利用した特殊解法を工夫するアプローチ  

に代表されるものである．   

これに対して，一般の問題を一般的に解くヒューリ  

スティック解法一例えばシミュレーテッド・アニーリ  

ング法やタブ・サーチ法一に様々な工夫を施し，なる  

べく良い局所最通解を求めようとするアプローチがあ  

る．大域的最通解を求めるのは容易ではないので，満  

足すべき局所解をなるべく速く計算し，できれば解の  

精度，すなわち最適解からの離れ具合を定量的に示そ  

うとするアプローチである．これらは互いに補完しあ  

うものであるが，ここでは資産運用問題を例に取り，  

前者に属する解法をいくつか紹介することにしたい．  

2．取引コストと最小取引単位制約がある  

場合のポートフォリオ最適化  

ポートフォリオ理論の基礎となるのは，マーコピッ  

ツの平均・分散モデルである［2］．このモデルは，ポ  

ートフォリオの期待収益率を一定として，分散で表さ  

れるリスクを最小化する問題，もしくはリスクを一定  

以下として，期待収益率を最大化する問題として定式  

化される．   

乃種の資産51，…，5乃の収益率を月1，…，斤乃とし，ふ  

への資金配分比率をズノとすると，ポートフォリオ∬  

＝（凱，…，ご乃）の収益率β（∬）は  

1．大域的最適化  

大域的最適化（GlobalOptimization）という分野  

は，非線形計画法における「非凸型最小化問題」と，  

組合せ最適化における「几ア困難問題」の研究が合体  

してできたものということができるだろう．一見する  

と全く違う分野の組ノ合せのように見えるが，実はこの  

両者は，「凹関数最小化問題」を媒介として深いつな  

がりをもっているのである．   

筆者は，1970年代のはじめ以来，約30年間にわた  

って非凸型最適化問題に取組んできたが，かつては不  

毛の地と見られたこの分野で，次々と大きな花が開き  

始めているのを眼にすると，誠に感無量なものがある．  

実際，この10年の間に，問題の特殊構造を利用した  

巧妙な解法がいくつも提案されているし，発表当初は  

toyproblemしか解けないと考えられていた解法が，  

予想外に効率的であることが判明したケースがいくつ  

もある．パソコンの普及によって，いろいろなアイデ  

ィアを即座に，かつ安価に試してみることができるよ  

うになったことが，この分野の発展の原動力となった  

のである．   

しかし更に重要なのは，非凸型最適化問題の数学的  

構造に対する研究が，この10年で急速に進んだこと  

である．非凸型問題に内在する凸構造を詳しく分析す  

ることによって，凹関数最小化，逆凸問題などに対す  

る厳密かつ実用的な汎用解法が構成されているし，問  

題の特殊構造を利用することによって，これらの汎用  

解法の効率が著しく改善されたケースも少なくない．  

（なおより詳しいことは［1］を御覧頂きたい．）   

大域的最適化の研究には，大きく分けて2つのタイ  

プがある．1つは，問題の特別な性質を利用して，厳  

密かつ効率的な解法を構築するアプローチである．こ  
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分な市民権を持つ指標である［2］。   

いま，（札…，尿花）の取り得る値の集合を（（れ亡，…，  

γ花諏＝1，…，r）とし，これらの値が実現される確率  

これより平均。分散モデルは  

7ヱ ・J．‥  － ．・  
、∴一1   

－ごlご ‘・・－   ∴l：′～．．・・ ′・  
J＝1ゐ＝1   

乃  

∑JJ＝1，0≦∬J≦勒，ノ＝1，■db，裾，          ∴∴‾】  

（4）  ．IJ をんf＝1，…，rとすると，り＝∑長物とおいて  
J＝1  

Ⅳ（∬）＝細鮎】竹）∬ノ巨  

となるむ よってこのとき問題は  

（7）  

と定式イヒされる。ここで〃と勘，ノ＝1，…，裾は適当な  

定数であるものとする¢   

このモデルは，資産購入に当たって取引コストは存  

在しないこと，またどの資産も無限に分割できること  

を前提としている車 ところが，実際には資産を購入す  

る際には，各銘柄ごとに取引コストがかかる。何百イ意  

閏という火きな資金を運用する場合には，これらの影  

響は軽微であろう。しかし，より小規模な資産を運用  

する際には，これを無視することはできない。   

そこで，∬Jに対応する取引コストをcJ（∬J）とする  

と，問題（4）は  

▼■  

最大イヒ ∑（γブみCJ（ズノ））  
J＝1  

条件 離粋…）み1≦紺，  
▼  

∑∬J＝1，0≦ェJ≦恥ノ＝1，＝・，犯，         J＝1   

（8）  

となるの 紺は問題（5）のぴに対応する適当な定数であ  

る。ここで9  

〝f＝憤（プ1才71）車＝1ク… ，ア，  

とおくと，問題は1次式制約の下での凸関数最大化問  

題：  
77  

最大化 ∑（れ∬．プ【CJ（∬、ブ））         ．二T t   

7ヱ／7 ここ：  ご1－‥・．． 、  
ノ＝1丘＝1   

◆i■  

、‥・－  ・・：、 － l  ．  
J＝1  

l■1  

量大化／（エ）＝∑（γブ∬ノーCノ（エ．ブ））               ．メ＝1   
■・▼  

条件  机－∑（りf－れ）み≧0，  
J＝1  

机≧0，f＝1，…，ア，  

r     ニ、．．－′・． ∫  
f＝1  

’ご  

∑tち＝1，0≦み≦私，ノ＝1，…，乃，  
ノ＝1  

（5）  

（9）  

と書きかえられる。取引コスト関数は，取引量が余り  

大きくないときには，図1のような凹関数となる。し  

たがって，問題は非線形制約条件の下での凸関数最大  

化となる。   

こんな問題は，伸々うまく解けない。そこで問題を  

取り扱い易くするため，リスク尺度を分散から絶対偏  

差に入れかえることにしよう。ポートフォリオエの  

収益率厨（J）の絶対偏差肝（∬）とは   

Ⅳ（ズ）＝現憐（∬）一足［厨（∬川］  （6）  

で定義される関数で，現在では，リスク指標として十  

となる［2］印 そこで  

距（（∬，〝）柾頂中一γブ）∬刺  
丁稚   仇≧軋ま＝㌔‥㍉ア；∑㍑動≦血㌧∑は＝1                           ∠＝1         ノ＝1   

），（10）  
とおき，図1のようにcJ（∬、ナ）を下から近似する1次  

関数あ∬Jで置き換えた問題：  

ーノ  

最大化 g（∬）＝買（れJJ【鋤ノ）  
ブ＝1  

条件  （∬，封）∈F，  

0≦ェノ≦の，ノ＝1，…，乃，  

（11）  

を考え，この間題の最通解を（JO，〝0）としょう由 する  

と制約領域ダの構造からヲ 0＜ガ＜qブとなるノの数は，  

たかだかγ＋1個（ふつうの場合7ソ2個以下）以下  

であることが示される。たとえば，ク7＝200，ア＝36の  

ケースを想定すると，0＜∬タ＜勘となるのは，200銘  

柄中たかだか37銘柄以rF（ふつうはこの半分程度）  

となるのであるの   

以下のプロセスでは，ガ＝0となっている変数を考  

慮の対象から外すことにしょう。凹型取り引きコスト  

オペレ｝ションズ¢リサーチ   
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の下は，少量購入を行うことは割り高な取り引きコス  

トをもたらす．したがって，問題（11）を解いた結果投資  

しないことになった資産が，最適ポートフォリオの中  

に含まれる可能性は少ないと考えられるためである．   

ここで，問題（9）の最適解を∬＊とすると   

g（∬0）≧／（ェ＊）≧′（JO），  （1カ  

となることに注意しよう．なぜなら，すべての∬に  

対してg（J）≧／（J）で，しかも（JO，グ0）は（9）の実行可  

能解だからである．これより，ある許容誤差限界e＞  

0に対して，条件   

g（ェ0）－′（JO）≦e，  （用  

が満たされていれば，エ0が（9）の近似最通解となるこ  

とが分かる．（ガ＝0，またはガ＝勒となっている変  

数については，むガ＝CJ（ガ）が成立していることに注  

意すると，rが小さいときにはg（JO）と′（ご0）の差は  

余り大きくないと予想される．）一方，条件（13）が成立  

していないときは   

c占（∬雲卜∂ざ∬g＝maX〈cJ（ガト且ガレ＝1，・‥，乃），（1弟  

となるsに対して，区間（0，偽）を図のように2つの  

部分区間［0，ぶ］，［J望，αβ］に分割する．   

この結果，βヱ＝0，∀ノ；d＝勒，∀ノ≠s；α去＝J3，βプ＝0，  

∀ノ≠s；β…＝エ雲，感＝の，∀ノとおくと，問題（P）は次の  

2つの子問題：  

3．債券ポートフォリオ最適化と分数関数   

の和の最小化   

1次関数の比を最小化する（線形）分数計画問題：  

最小化（d㌦十晶）／（c7五＋c。）  

条件  A∬＝∂，∬≧0，  
3引盟  

は，様々な分野に広い応用を持つ問題である．良く知  

られている通り，線形分数関数は準凸関数なので，局  

所最適解＝大域的最適解という性質をもっている．  

Charnes－Cooperはこの性質を利用して，この間題に  

対する極めて効率的な解法を提案している．   

ところが2つの線形分数関数の和を最小化する問  

題：  

／Z  

最大化 ∑（れ∬J－CJ（∬J））  
ノ＝1  

条件 （J，〝）∈F，  

朗≦み≦d，ノ＝1，■・・，乃，   

7Z 最大化 ∑（り∬ノーCJ（み）） J＝1  

条件 （ェ，y）∈ダ，  

β≦∬J≦房，ノ＝1，…，乃，  

（書）  

最小化（め十広。）／（c7五＋cl。）  

＋（（好∬＋品。）／（cわ十c20）  

条件  A∬＝∂，∬≧0，  

（16）  

を考えると，目的関数は準凸関数とはならないので，  

この間題の大域的最適解を求めることは，（1鋸こ比べて  

格段に難しくなる．   

機関投資家が，債券ポートフォリオを評価する際に  

は，収益の指標としては平均直利（クーポン収入とポ  

ートフォリオ価値の比率），リスクの尺度としては平  

均残存年数（ポートフォリオに含まれる債券1枚あた  

りの滴期までの時間の長さ）などの指標が用いられる．  

これらの指標はいずれも線形分数関数として表現され  

るが，これらに関する多目的最適化を行う際に，問題  

（咽を解くことが必要となるのである．そこで以下では，  

パラメトリック単体法を用いた解法を紹介しよう。   

り！・l  

に分解される．問題（貝），（凸）は変数の上下限制約が  

違うだけで，あとはもとの問題と全く同じ構造をもっ  

ている．したがって，これらの問題に対しても，  

cノ（JJ）を下方線形近似することによって，上で述べた  

のと同じプロセスを施すことができる．   

以上より，問題（P）に対して分枝限定法を構築す  

ることが出来ることが分かる．詳細は［4］を御覧頂く  

ことにして，結論だけを述べれば，この方法は予想以  

上に効率的である．例えばE＝10‾5と設定すると，実  

用的な意味で最通解とみなして良い解を求めるために  

必要となる計算時間は，犯＝200，T＝36の場合，多く  

ても約400秒程度，また生成される子問題の数は最大  

で30個程度である．   

1999年5月号  

第1ステップは次の変数変換   

〝。＝1／（cた＋c2。），〝＝J恥  

を行って，問題を  
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によるものである。すなわちど＝C才エ十c2。とおいて，  

問題㈹の制約条件の下でのどの最小値と最大値をそ  

れぞれどmax，どmi。とすると，問題㈹は  

最小化（d7〟＋dl。〝。）／（cF〝＋cl。〝0）  

十（〔好封＋碗。帥）  

条件  』〟一牒帥＝0，  

c才y＋c20帥＝1，  

〝≧0，〝0≧0，  

（18）  

最小化 吉（cr∬十cl。）  

条件＋∠は＝∂，∬≧0，  

〟171∬」－dlO二ぎ，  

吉。血≦吉≦ぎmax，  

錮  

と書き直すことである咄 ここで   

吉＝CF封＋cl。帥，   し1亡It   

と等価だから，パラメトリック単体法で解くことが出  

水る。そして様々な問題にこの解法を適用すると，  

どmi。を計算する時間（すなわち線形計画問題を1回解  

く時間）の高々2倍程度の時間で解けてしまうのであ  

る。さらに，単体法のパフォーマンスの良さを検証す  

るために考えられた確率的分析法を用いると，データ  

（』，∂，CユタC2，Cbl。，C2。）がある種の分布に従う場合には，  

これらの問題を上のアルゴリズムで解くための平均的  

反復国数は，min（椚，乃）程度であることが示される。   

郎P－完全な問題の中に，理論的困難さにも拘らず，  

実際には速く解ける問題が存在することは古くから知  

られている。その代表例は0－1ナップサック問題で  

ある。こ．のことから分かるように，一口にA炉【完全  

富i‡i題と言っても9 その中には割合に解き易いものから，  

非常に難しい ものまで様々なものが含まれているので  

ある。筆者が知る限りでは，問題¢鋸ま，八軒困難な問  

題の中で数学的構造が最も単純で，しかも最も解き易  

いものである（平均多項式アルゴ リズムが存在するこ  

とがそれを物語っている）。   

ではこの問題に対する多項式アルゴリズムは存在す  

るだろうかけ 恐らくそのようなものは存在しないであ  

ろうが9 筆者はこの問題の分析が，古くからの難問  

「ダ＝凡ア？」を解決する突破口になるものと考えている。  
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このほかにも，平均①分散㍉歪度モデル最適化，コン  

スタント⑦リバランスによる多期間資産運用最適化，  

金利の期間構造推定問題など様々なものがあるが，そ  

れらについては［2］，［3］などを参照して頂きたい。  

名。脛完全聞題と平均多項式藤山ダ叩の  

解法  

最後に蘭如い問題を1つ紹介しよう。問題というの  

は次の非凸型2次計画問題である¢  

最ノ腑化（crズ＋cl。）（dた＋dl。）  

条件  』∬＝み，∬≧0．  
しニil  

この間題は，線形乗法計画問題と呼ばれるもので，  

A炉】困難であるにも拘わらず［5］，効率的な厳密解  

法を構築することが出来る問題の1つである。筆者が  

知る限り最も効率が良いのは，パラメトリック単体法  
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