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前樹の2。でÅ避肝た茹まどんなものかをのべた。この  

方法が評価問題や意思決定問腰に幅広い応用をもつ  

ことはぃ文献糊牌などをはじめとして∴近年内外の  

の隠学会にも多くの研究発表があるので、それらを参  

照されたい。この針で舷、従来からある統計的方法  

で、Å盟㌘の固有ベクトル法（既Ⅴ法）に極めて近い結  

果を与える対数最小二乗法（胤ogaでi七池m孟cleasもS喝Ⅶare  

・                 ・  ・         ●     －：・一  

て考えてみたい。  

蓋。芸 ㌫凱S炭撼  

監監馴まÅ親㌘と同様の比較行列適＝守叛から出発し  

て、これに基づいて乱ラ2，・】…，孤各対象の真の評価値を  

推定する方法である。軋mSでは勒というチー タは連  

続な実数値をとるものとして、  

そこで終息）の両辺の（eを底とする）対数をとると、  

乳og瓜宣す＝二且og祝意一一極潤一＋梅酢㍉   

となるが、今後式を簡単にするため∴対数をドットで  

あらわすことにすると止式闇  

α壱カニ＝視点W・視ぜ】十恥思ヨガ＝一L9…ヲ陀7乳＜β （乱望）   

2二なる。   

ここで、、達宜ゴは期待値が¢、分散が軋酵無関係に）  

び票である、つまり  

鞘転）＝二の，彗／極力）＝Ⅳ2  （3中3）  

であって∴ 独立な確率変数であると仮定しておくと、  

（3。2）に対する最小二乗推定㌫が滋宜（豆＝3．へノ閃）に対す  

る最良の推定を与えるというのが、有名なガウス（）、マ  

ルコフの定理である閲。   

ここで最良というのは、線形推定つまり、デー鴫タの  

▲■・▲一′■・ 次式の碓慮のうちで、最′』、二乗法の精度が一番よい  

ということを意味する（また（乱3）の他に毎が正規分  

布をするという仮定をお削ま、】¶－一次式という制限がな  

くても∴敏雄二乗推定が最良であることが示されてい  

る）。  

・・－・J∴  

さて早速心撼を孤＝＝趨の簡単な例で計算してみよ  

う。㍑＝4に対して（乱2）を具体的に列挙してみると、  

α′乙・タ＝e宜か官フ4才二＝且9d⊃湖くガ  （乱且）  

という構造を持っという仮定から出発する。ここで  

鞘は誤凝を衷サ確率変数で常に正であると仮定す  

る。終刊の意味するところは瓦とガとの一一対比較値α宜ゴ  

は、その真の評儀値廟とj■のそれ髄jとの比であらわさ  

れるべきだが、そこに誤差が含まれることを表してい  

●、  ‥、－ －  ′        ●  

が成り立つものとすると、壱≧ガの部分・のデー－一・ タ鞠蘭  

不要である。   

山般に統計学では、つねにデータに対する構造式  

（をデル）を仮定することから出発する。統計的推定  

というのは、そのをデルの中の未知パラメタをデ、“－一一‥タ  

の関数によって近似するような近似式を作ることであ  

ると言える。（3。ユ）では舶宜（宜二亙へ′開）が未知パラメタ  

であるから、α宜jによる視をの近似式をどのように作れ  

ばよいかが問題になる。   

α12二＝朋1∬′組2  ＋畠12  

α13＝髄ユ   ー髄3   ヰ一彦13  

αj、4＝二て息i  ∽滋4＋壷且4  

α23＝   視2“山㍊3  ＋壷23  

α24ニニ   視2   血て嵐4＋轟24  

α34＝＝  東レl巌＋壷34  

（乱4）  

となるが、これに最′j＼二乗法（誤差遠点jの二乗和が最小  

となるように蒐且9克2ぅ壷3ヲ彿4を決定する）を適用する。   

最′j、二乗法は誤差の二乗和が最′Nこなるよ・うにパ  

ラメタの推定値を決める方法である。ただしこの場合  

オペレし一ションズロリサーーチ   

たかはし いわろう 日本大学生産工学部  

〒罰満干薬県習志野市泉町M鋸  
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となる。これを元に戻すと  は（3．1）が示すように叫（宜＝1…可は比だけが問題  

で、一定倍は任意である、したがってその対数毎（豆＝  

1～陀）は一定値を加えることは任意である。そこで  
（α12α13α14） 1／4  

（α23α24） 
り4  

（触）1′4  

（⊥）1′4   
α13α24α34  

祝1  

朋2  

祝3  

祝4   

（3．5）  由1＋滋2＋彿3＋免4＝0   

と仮定しても一般性を失わない。  

（3．5）の条件の下で、誤差の二乗和  

となる。この場合の比較行列は  
占号2＋童3－ト‥＋亀  

（如2一也1＋克2）2＋（ゐ13一也1＋滋3）2  

＋…＋（ゐ34一毎＋滋4）2   

1 （112  

1／α12 1  

1／α131／α23  

1／α141／α241  

3
 
 
 
3
 
 

1
 
 
2
 
1
 
α
 
 
α
 
 
 

4
 
 
 
4
 
 
 
4
 
1
 
 
 
ワ
】
 
 
 
3
 
 
1
 
 

α
 
 
α
 
 
α
 
 

A＝  

4
 
 
3
 
 

α
 
 

／
 
 

を最小にするには、ラグランジュ乗数法を用いると、  

ラグランジュ関数エ＝g＋入（也1＋滋2＋也3＋克4）に対  

して、   

であるから、LLSの解（3．8）は  

愈豆は比較行列の第宜行の幾何平均  （3．9）   

であるという法則になる。（3。9）式は一般のれに対して  

も当然成り立つ法則で極めて簡明で覚えやすい。2．の  

例1にLLSを適用すると、β＝2の場合、   

〔包1，包2，滋3】＝［β2／3，1，β‾2／3］  

＝［1．58’74，1，0．63001   

となるが、これを和が1となるように基準化すると  

【0．493，0．311，0．196］なってjLHPの固有ベクトル法  

（EV法）の結果と完全に一致する（じつはれ≦3の場  

合は、AHPとLLSの結果は一致することが証明され  

ている［71）。また2。の例2に対するLLSの結果は  

匝1愈2愈3詭4］＝ 押1／4，が／4，β‾1／4，β‾1／4 
］  

＝［1。189，1．189，0．841，0．841j   

これを正規化すると【0．293，0。243，0．207，0．207】と  

なってAHPの結果［0．294，0．2「76，0．213，0．203】とは  

やや異なるが極めて近い値となる。   

3。3 固有ベクトル法（EV＼法）の根拠   

＋入＝…＝1～4）  

を作り、（3．6），（3．5）の解を求めればよい。  

（3．6）を整理すると、  

（3．6）  

2†－（ゐ12一也1＋滋2）－（如3一転＋毎）  

－（a14一心1＋滋4））＋入  

2（－ゐ12一如3－ゐ14＋3滋1一元2一転  

一也4）＋入  

2（－ゐ12一丘13－d14＋亜1）＋入（（3。5）より）  

0  

∂g／飢2，∂g／∂祝3…に対しても同様にすると、  

2‡－d12－ゐ13一丘14＋姐1）＋入＝0  

2（d12－ゐ23一ゐ24＋姐2‡＋入＝0  

2‡－d13＋d23－d34＋4滋3）＋入＝0  

2‡d14－ゐ24＋a34＋弛4）＋入＝0  

（3．7）  

を得るが、これをすべて加えて、（3．5）を考えると入＝  

0となることがわかる（一般に一次式条件の下での二  

次式の最小化問題に対するラグランジュ乗数は常に0  

となることがわかる）。したがって（3．7）より求める最  

小二乗推定は  

以上のように、ガウス。マルコフの定理が、LLSが  

最良であること（むろん対数変換という変換を通して  

ではあるが）を明記しているのに、何故Saaty氏はEV  

法という新しい方法を提案したのだろう。これは私  

の推測であるが、まずEV法は線形推定でないから、  

LLSよりよい精度を与える可能性はある。しかしガウ  

ス。マルコフの定理は、線形推定でなくとも、誤差が  

正規分布をするなら、LLSが最良であることを示して  

いる。  

（35）川1   

（
・
勘
（
・
戦
（
・
勒
（
．
叫
 
 

（如2＋d13＋a14）／4  

（－ゐ12＋ゐ23＋d24）／4  

（－ゐ13一点23＋d34）／4  

（－ゐ14－ゐ24－d34）／4  
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ここで考えねばならないことは、AHPの一対比  

較のデー動瑚摘∴ここでのペたパラメタ法もまた  

Saaもy氏の乱～9怯も、いずれも離散的デ山夕で、連続  

性がないという慮である、離散データは当然正規分布  

をじなレ、から、ガウスゆマルコフの定理の考慮の外に  

ある。じたがってEV法はこのような離散デ…タに対  

は良好とみて、この比較行列は信頼性のおけるものと  

して取り扱おうとむ、うのが、A露Pの主張である。の鴫且  

という数値は経験的なものとみるのが良いだろう。  

－’－J∴ミ・ぎ・一車草ト∴．．こ・・一斗・  

A紺野では代替案闇の比較の場合でも、評価．基準闇  

の比較の場合でも、一対比較のデータα塩ゴがある（戌，ガ）  

に対して、＿欠落サる場合がしばしば起こる。これを  

不完全情報の場合と呼ぶことにする。これに対してデ  

して腹心、結果を奪えるという可能性をもって虹、る。   

審鼠後述するように、離散他の最も著しいb温ma町  

の場合、斑Ⅴ法がM鰯より、直感的に、慮附と思われ  

る結果を賜える。むろん、なんらかの客観的尺度で、  

その飽きを証明することはまだなきれていないト。せれ  

が困難な埋幽は、Å調㌘のデ州タには（乱乱）式のような  

デ山タモデルの仮定がないからである。この点がアカ  

デミックな統計学者から異端視される理由である。彼  

等はデー鵬タに撒かな】らずをデルを対応させて理論を  

展開するからである。   

きてそれなら斑Ⅴ法の根拠はどこにあるのだろう  

か、対象或の輿の評価値を髄豆（反＝且～孤）として、叫対  

比較健に誤差がないたすれば、α慮ゴ＝視点／勒となる筈で  

あるから、比較行列は  

山タが完全に揃っている場合が完全情報である。   

不完全情報の場合比較行列濾のいくつかの要素α塩ゴ  

が欠落することになるから、そのままではEV法によ  

る解析をサることができない。これに対する方法とし  

て班甜ke紆（Ⅷ嵐臨ぬ）洗および二段階法（馳0蝉凱乱ge，甘S  

法）が開発きれている。またmm馴ま、不完全情報であっ  

て“も、傲／。虹二乗法の原則をそのまま用いることができ  

るので、直接適用可能である。むろん不完全情報の場  

合は完全情報の場合のように幾何平均と虹、うような  

簡単な公式隠微られないが。   

叫般に対象数開が大きいとき、その仙対比較総数は  

陀C2＝陀（m仙一胤）／2となるから、陀の二乗のオーダ晶  

で増加す－るため、完全情報のデ山タを得るた捌こ大変  

な手間がかかる。そこでむしろ積極的に不完全情報を  

利用しようむいう考えが起こる。こう考えると不完全  

情報の解析闇＼単に欠落部の補正処理という消極的な  

面でなく、効率の飽い情報を得るという積極的面で重  

要である。このとき山対比較全体の中からどのような  

対を選んで比較すれば最も効率的かという、統計学で  

のいわゆる、計画（de軸n）閤題が重要になってくるが、  

これについては後ほど紹介しようと思う。  

∴   ‖・こ・∴ ／  

これは㌘。W由雄甜ke甘利8jおよび竹田英二氏桝によっ  

て発案された方法であるが、極めて自然な考えであ  

る。   

たとえばつぎのような不完全情報の比較行列  
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（3．且0）  
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鮎
 
 

＝
 
▲
 
 
′
－
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n
 
 
 
 
 
伽
 
 

視陀／髄且  且  

となるが、この最大固有健Åm弧は陀（その他の固有値  

はすべての）となり、Åm弧に対する固有ベクトル（主  

固有ベクトル）は【髄乱視2…朋陀】となることは容易  

にわかる（色々な証明法があるが閏が最も初等的でわ  

かり易い）。   

このことは比較行列は、もし誤差がなければ、つま  

り整合性が完全であれば、その墓園有ベクトルが正し  

むヽ答えを与えることを示している。そこで、比較行列  

に多少の誤差があっても、その主因有ベクトルが真の  

値髄1，…ぅ髄閃に対する近似値を与えるであろうと考え  

ることができる。以止がEV法の根拠である。   

また一般に開×閃行列過＝［α宜J】の成分がαゴ五＝且／α壱ゴ  

という性質をもつとき、濾を逆数行列と呼ぶが、この  ∵
・
 
 
 

∵
 
 
 

3
3
 
1
 
2
 
且
 
n
U
 
孤
 
 
α
 
 

（4増且）  
ノ鼠＝  

α3R α32  

●  

ときα志方＞のなら、鬼の最大固有値Åmaxはつねに詑以  

上、Åm弧≧恥 となることが証明されている（r5j）。  

そこで  

．、‥   い′   さ  ∴．－   

を整合歴と呼び“悠雄成程度なら比較行列鬼の整合度  

瑠⑳望（36）  

虻  

が与えられたとしよう。αゴる＝且／α塩ゴで（）は欠落部を示  

すも   

鮎rker法は、対象戌の真の値を視る（豆＝且…殉）とする  

とき、もし（豆，j■）要素が欠落ならこれを視壱／髄ゴで置き換  

オペレーションズ0リサーチ   
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えてできる行列五を考え、その主固有ベクトルを求め  

ようという考えである。   

上の例で言えば  
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α12   α13   α14  

1   α23 112／祝4  

α32   1 祝3ル4  

叫ル2 祝4ル3 1  

の主固有ベクトルを求めればよい。この場合も行列の  

原始性、既約性（詳細は後程のべる）からパワー法が  

収束することが証明されている。その結果は、次のよ  

うになる。   

髄T＝［0・286，0・310，仇302，0・102］   

4。2 二段階法（TS法）  

TS法は一応筆者の発案［10】であるが、これも極め  

て自然な考えで誰でも思いつくものであろう。これは  

（4．1）のような不完全情報の比較行列Aが与えられた  

とき、次のように二段階で解を得る方法である；   

（i）Aの第宜行の実測部のみ（欠落部は除いて）の幾   

何平均をとって叫の第一次近似亀（乞＝1ヘノ1托）   

を求め、Aの欠落部（五，j）の要素を毎／句で推定し  

〈   て、欠落部のない行列Aを作る。   

〈 （ii）Aの主固有ベクトル‰＝［叫，…，祝m］を求めて、  

この成分を各対象の真の評価値とする。   

［例2］上の例1に対してTS法を適用してみる。各叫  

の第一次近似翫（卓＝1～れ）は  

愈1＝（1×2×0．5×2）1／4＝1．1892  

愈2 ＝（0．5×1×2）1／3 ＝乱  

立3 ＝（2×0．5×1）1／3 ＝乱  

立。＝（0．5×1）1／2   ＝0．7071  

となるから  

となるが、この主固有ベクトルを求める式は  
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 となるから、これを書き下ろすと  

祝1＋α12祝2＋α13祝3＋α14視4＝入祝1  

α21勘＋ 祝2＋α23祝3＋ 祝2＝入祝2  

α31111＋α32t12＋ 視3＋ 祝3＝入祝3  

α41視1＋ 祝4＋ 眈4＋ 祝4＝入視4   

となるが、これを整理して再び行列の形に書けば、  
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となる。つまり与えられた欠落行列（4．1）の代わりに  

（4．2）の左辺にあらわれるような行列の主固有ベクト  

ルを求めるというが、Harker法の考えである。  

（4．2）の左辺の行列は（4．1）から次のルールでつくれ  

ばよいことがすぐわかる；   

（i）欠落した要素は0とおく   

（ii）対角元はその行の欠落個所の個数に1を加えた  

ものを置く   

［例1】前講2．の例2に対して、（2，4），（3，4），（4，2），（4，3）  

が欠落している場合の行列を（β＝2として）考えよ  

う。これを再録すると  
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となり、この主固有ベクトルは（やはりパワー法を用  

いて求めると）   

％T＝［0・293，0・272，仇278，0・157］  

となる。   

これはむろんHarker法の結果とやや異なっている  

が、どちらがよい推定なのかについては後ほどゆっく  

り議論するつもりである。  

（37）川3   
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となるが、上記のルールによって  
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‰m馴ま不完全情報でも直接適用することができる、  

きっそく止の例について解いてみよう。この場合（乱2）  

に対する式は  

晦離空 ＝ニ碗・仰視2  ＋痘鳳2  

iC烏1v三う二∴丁i∴ニ  ー・で：・3   ＋きに  

・．  ・・J  

lのg慧 ＝   乳ぬ慧・血乳晦   一圭一慶2認  

紅）   ＝滋乱＋庖2十滋3＋庖4   

となる。これに対する最小二乗法推定古ま（3も2）と同様  

に計算すると、つぎのような方程式の解を求めればよ  

いことがわかる。  

乳あユ 髄2 髄3 でA4  

その中間と言えばよいだろう。   

いず飢ノの方法でも不完全情報で注意せねばならな  

いことは÷欠落蘭があまり多すぎて、－一対比較の連鎖  

が切れるような場合、もう少し詳しく言うと、（威，戊）  

が実測部であるときに限って点威から点カに枝を描く  

ことによノ【二）てトできるグラフが連結でない場合、当然な  

がら、．推定が不可能になる。このような場合は、止Lの  

グラフが連結』ごなるように実測部を増やきねばなら  

。ないく）  
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これを基準化すると  
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となる。   

以上の3種類の方法で答えは少しずつ異なっている  

が、∴いずれが良いか摘ン・一概には言えない。経験的な結  

果を大まかに言えば、脱離都法服欠落部が比較的少  

ない場合に良い結果を番えるが、欠落部が多くなると  

結果は良くなくなる。それに対して甘S法は欠落潮が  

多い場合に比較的安定した良い結果を与える。ヱニmSは  

オペレ＼・－ションズ。 リサーチ   朋摘（38）  
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