
■学生論文賞受賞論文  要約■  

AMethodtoIdentifyProductForminQueueingNetworks  

高田 寛之  

東京理科大学大学院理工学研究科修士課程情報科学専攻（現所属：東京理科大学）指導教月：宮沢政清教授   

（つまり，すべてのノードにいつかはたどり着けるル  

ーティング）かつ，ネットワークの状態と独立である  

（つまり，客は常にサイコロで次の行き先を決める）  

とする．このようにしてネットワークは，状態空間  

5＝Ⅲ∫5fとJ，∬′∈Sに対し0（∬，J′）＝∑ど，ノ（フf．ノ（J，J′）  

で定義される推移率¢の連続時間型マルコフ連鎖で表  

現できる．ここに仇ノは以下のように与える．Qi，f  

（∬，J′）＝1［∬f＝Jf′］（∑y∫∈5一射，。（∬f，〟i）rいか，。  

（〟i，∬f′）＋れ乃（Jど，∬f′），¢㍉J（∬，∬′）＝1［∬㍉ノ＝  

∬′f，ノ］射，。（∬f，∬′i）れ，ノ苫，。（み，み′）（オ≠九 ただし，  

1［・］は括弧内が真なら1，偽なら0の値をとる関  

数である．また，∬ゎ．れ，ノはそれぞれ，ベクトルJの  

第f，fとノ項目を落としたものを表している．   

ここではQの定常分布に対して議論を行う．ここに，  

汀がQの定常分布であるとは任意のェ∈Sに対し，冗  

（∬）∑∫′∈5Q（J，J′）＝∑∫′∈5方（∬′）0（J′，∬）が成り立つ  

ことである．また，次のような実数γfの集合γが存  

在するならば，γ局所平衡条件（localbalance）が  

満たされるという．任意のダと∬∈5に対して，方（∬）  

（∑J∑∫′∈5¢㍉J（∬，∬′）＋γ∫）＝∑J∑∫′。5万（∬′）払，i（∬′，∬）．  

特に，γが0ベクトルならば，単に局所平衡条件と呼  

ぶ．各ブに対し，れを5i上の分布とする．¢の定常分  

布方が∬＝（諏，……J〃）∈5に対し，汀（J）＝Ⅲiれ（∬f）  

を満たすとき，分布7｛は横形式（product－form）を  

もつという．表記を簡単にするため，〟∫（∬f）＝∑∫′∫∈5∫れ  

（∬′f）射，。（J∴∬∫），ん（∬∫）＝∑れ∈5‘れ（∬f′）か，。（∬′f，∬f）  

とおく．才に対し，もしすべての∬∫∈5fに対し，〟i  

（ェi）－βi方i（ェf）＝0であるような非負数βざが存在する  

なら，ノードiは（βiに関する）準可逆性（quasi－  

reversibility）を持つという．もしすべてのノードが  

準可逆性を持つならば，ネットワークが（βに関す  

る）準可逆性を持つという．  

1．はじめに  

ネットワーク型待ち行列の状態の定常分布を求める  

ことは一般に困難であるが，ある種の条件の下では，  

その分布が周辺分布の積となり（これを横形式と呼  

ぶ），解析的に扱いやすい．また，応用上は横形式を  

仮定してシステムの評価等を行うことが多い．したが  

って，システムが積形式解を持つか持たないかを判定  

することは，理論的に興味があるだけでなく，応用上  

も重要である．このためには，横形式解をもつための  

必要十分条件について調べる必要があるが，これまで  

の研究は，拡散近似モデルを例外（文献［4］参照）  

として，十分条件（準可逆性や局所平衡条件等）しか  

得られていない．（例えば，文献［1］［2］［3］参  

照）．本論文では，この必要十分条件を与える（定理  

3．3）とともに，それが準可逆性より真に弱い条件  

であることを示した（第4節）．また準可逆性が必要  

条件となる場合（定理3．2）についても論じる．  

（今回は紙面が足りないので，第5節は省略する）  

2．モデル  

文献［1］に従って，0からⅣで番号付けされた  

〃＋1個のノードを持つネットワーク型待ち行列を定  

義する．ただしネットワーク内の客の数に制限はなく，  

各ノードはそれ自体がネットワークであっても良い．  

ノード才の状態空間を高々可算な要素を持つ集合Sf  

で表す．ノードオへ到着，内部推移，過去がある時，  

状態がェf→£′fと変化する確率や（非負の）率をそれ  

ぞれれα（∬i，∬f′），射，〝（∬∫，∬f′），射，♂（∬i，Jf′）で  

表す．ただし∬f∈5fに対し，∑ズ1∈5‘れ。（J∫，∬f′）＝1  

とする．ネットワークを次のように構成する．ノード  

才を出た客が次にノードノを選ぶ条件付確率をγゴ，ノで  

表し，斤＝（γr，ノ）i，J。′をルーティングと呼ぶ．ただし  

各才に対し∑Jれ，ノ＝1であり，既約なルーティング  
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の状態空間は50＝（0），ざ1＝52＝（0，1）．れの 恥。や  

軋乃は以下により与える．れ。（0，0）＝1，恥。（0，  

0）＝2（＝β0）灘，乃（Jf，∬′f）＝0（オ＝1，2，∬‘，∬′戸0，  

1），九。（0，0）＝0，れ。（0，1）＝1，れ。（1，0）＝  

1，九。（1，1）＝0（ブ＝1，2）肌。（0，0）＝3／2，軋。  

（0，1）＝3／2胤d（1，0）＝0仇。（1，1）＝0，勉。  

（0，0）＝1／6，馳。（0，1）＝1／2，触。（1，0）＝  

3／2，勉d（1，1）＝0．ルーティングはれ，ノ＝1／2  

（オ，ノ∈′，ノ≠ブ），で他は0とする．このとき，準可  

逆性は成立しないが，相殺平衡条件は成立する．した  

がって，相殺平衡条件は準可逆性より真に弱いことが  

わかる．  

5．横形式判定法  

定理3．3から次のような横形式判定法を得ることが  

できる．まず，各才と任意の非負数αfに対し，射（弼  

に対する定常方程式を解き，酌（瑚定常分布れを得る．  

ここにれは未知のαiに依存する．次に（αどに依存し  

た）笹，んとβf（αf）＝∑J′∈5－〃f（Jf）を計算し，方程式  

βf＝βf（αf）とトラフィック方程式（全部で2〃＋2個  

の連立方程式）をαとβについて解くことで，ベク  

トルαとβの値を知る．そのαを，れ，抑やんに代  

入して，相殺平衡条件をチェックする．  
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3．結 果  

非負数αfに対し，推移率射（αf）を射怖）（Jf，∬′f）＝  

（1一γい）αfか，。（ユ㌧，∬′ど）＋射，。（ヱ㌧，∬′f）＋射，刀  

（∬f，∬′f）＋∑y‘∈5‘軋d（∬f，y∫）rいれ。（yf，∬f′），（∬f，J′f∈  

Sf）により定義する．  

定理3．2（∂の横形式定常分布万が存在し，γ局所平  

衡条件が成り立つことは，次の3つの条件を満たす非  

負ベクトルα，βが存在することと同値である．（i）  

各オに対し，射（叫ま定常分布れをもつ．（ii）ネット  

ワークがβに関する準可逆性を持つ．（iii）各ブに対  

し，αi＝∑j≠fPj71，f（トラフィ ック方程式（traffic  

equations）が成り立つ．  

定理3．3（∂の横形式定常分布万が存在することは定  

理3．2の条件（i），（iii）と次に述べる条件（iv）を満たす  

非負ベクトルα，βが存在することと同値である．  

（iv）オ≠ノであるようなすべての組り，ノ）とそれら  

のノードの任意の状態∬f∈ふ，みふに対して次式が成  

立する．  

（〟∫（Jf）－βどれ（∬f））γざ，ノ（ん（ムト牒（み））＋（ル（ムト  

A屯（み））れ，直f（ムト牒（Jf））＝0  （1）  

この式をノード才，ノに関する相殺平衡方程式と呼  

ぶ．もしノード才，ノに対し，相殺平衡方程式を満た  

す非負数βfとAが存在するなら，組（オ，バは相殺平  

衡条件（counter balance）を満たすという．さらに，  

ノードのすべての組（才，ノ）が相殺平衡条件を満たす  

とき，ネットワークが相殺平衡条件を満たすという．  

また，すべての才とェ∫∈5どに対しん（Jf）－れ（ェf）＝0  

が成り立つとき，明らかにネットワークは相殺平衡条  

件を満たす．この条件を無効果到着条件（non－  

effective arrivalcondition）と呼ぶ．  

4．非準可逆横形式ネットワークの例  

次の2ノード開型ネットワークを考える．各ノード  

●  
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