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2．確率変数  

2．1 確率変数  

前回の定義1．2において確率を定義し，標本空間n  

の上の任意の事象Aに対し，その確率が公理的に与  

えることができ 

であるので，より簡単に数直線上の線分によって確率  

を考えれば好都合である．標本空間nから実数空間  

Rへの写像（関数）を考えよう．各標本点uは一意  

に実数を対応させる．あらゆる対応の集まりをnか  

ら月への写像といい，J：n→月と書く．特に，事象  

Aの写像は／（A）と書く．逆に，月の部分集合月の逆  

写像とは，／（山）∈βとなるようなu∈nの部分集  

合であり，／■1（β）と書く．   

定義2．1 標本空間 nの上で定義された確率変数  

（randomvariable）Xとはf7から実数空間Rへの写像  

で，月のあらゆる部分集合の逆写像がnの上の事象と  

なるものである．  

ここでは簡単に実数空間は1次元，すなわち数直線  

上に限るとする．一般の几次元空間に拡張することも  

できる．確率変数ズは実数値関数で，数直線月上の区  

間を定めゴいぎ，それに対応するnの上の事象が必ず  

存在するものである．もちろん，事象を定めれば，そ  

の確率は定義1．2によって与えることができる．  

もしズが可算個の値を取ることができるならば離  

散形（discrete）あるいはXが連続の値をとるならば  

連続形（continuous）という．例1・1，例1・2は離散形  

確率変数である．一方，身長，体重，到着時間間隔な  

どは連続形確率変数である．   

離散形確率変数XL：対して，確率関数（probability  

massfunction）は  

pズ（〇）＝P（芳＝訂）＝P（〟∈n：ズ（〟）＝諾）  

と売義される．ただし，pズ（〇）≧0である．あらゆる  

〇∈月に対する据（〇）の和は当然1となる．確率変数  

Xの分布関数あるいは分布（distribution）は  

鞍（ヱ）＝Pト∞＜ズ≦昔）  

＝P（u∈n：ズ（u）∈（－∞，可）  

＝∑捏（y）  

y≦壬  

と定義される．明らかに，鞍（∞）＝1となる．  

一方，連続形確率変数ズについて，月の任意の区間  

β（例えば，α＜ズ≦b）に対して  

上  

P（ズ∈β）＝P（ズ（u）‥ズ（〕）∈β）＝   ん（y）勾  

であるような，非負の関数Jズ（訂）が存在する．この  

fx（3）をXの密度（density）という．密度fx（3）を  

開いて  

／ズ（ヱ）ゐ彩P（諾＜ズ≦〇＋血）   

は確率変数ズが区間（〇，〇＋叫にある確率と説明で  

きる．ズの分布は  ●  

、仁  鞍（訂）＝P卜∞＜ズ≦昔）＝   ／ズ（y）dy  

と定義される．明らかに，鞍（∞）＝1となる．上記  

の定義から密度は  

d板（〇）   

d£  
／ズ（芯）＝  

となる．  

2．2 期待値と分散  

一般に，離散形確率変数ズに対して，ズの期待値  

（expectation）あるいは平均（mean）は∑才F3Fpx（2）＜  

∞ならば，   

現ズ】＝∑叩ズ（諾）  

壬  
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はXの特性関数（characteristicfunction）とよばれる・  

特性関数の代わりにモーメント母関数（momentgen－  

eratingfunction）  

によって定義される．すなわち，あらゆるズの値〇に  

対する確率関数の重み付き平均である．   

同様に，連続形確率変数ズに対しては，ズの期待値  

あるいは平均はJニ棚方（〇）血＜∞とすオいざ，  

、（‡  e♂ェd鞍（∬）  椒（♂）＝  

エ  
β【ズ】＝   〇／ズ（∬）ゐ  

を用いることもある．   

さらに，ズが離散形のとき，   

Cズ（β）＝∑ザ抑（た）  

た  

はXの確率母関数（probabilitygeneratingfunction）  

とよばれる．   

特に，ズが非負の確率変数であるときのみズのラ  

プラス・スチルチェス変換（Laplace－StieltjestranS－  

brIlり  

によって完蒸される．離散形あるいは連続形をいちい  

ち区別して書くのは面倒であるから，簡単に  

∑叩ズ（∬）   

（ズは離散形）  

£d鞍（ヱ）＝  月【ズ】＝   

Jニ〇／ズ（ヱ）ゐ   

（ズは連続形）  

と表す．この積分表示はスチルチェス稚分（Stielt－  

jesintegral）とよばれる．以後，スチルチェス積分を  

用いるが，ズが離散形ならば確率関数による和の計算  

を，ズが連続形ならば密度関数による積分の計算を意  

味する．  

J00  e‾■td鞍（〇）  花（β）＝  

を用いることもある．特性関数，モーメント母関数は  

ズが離散形であっても連続形であってもよいが，確率  

母関数はズが離散形のときのみ，ラプラス・スチルチ  

ェス変換はズが非負の確毎変数のときのみ用いる．こ  

れらの広い意味の禎分変換（integraltransform）につ  

いて次の定理がある．   

定理2．1分布関数と積分変換は一対一に対応する．す  

なわち，分布関数は一意に積分変換を決完し，積分変  

換は一意に分布関数を決定する．  

2．3 離散形分布   

2．1節で学んギように離散形確率変数は可算個の値  

をとる．そこで，簡単化のためにズ＝0，1，2，…にお  

ける確率関数pズ（〇）を与えれば，分布，平均，分散な  

どは求めること 

布を示す．  

2・3・1 

前回の例1．9に示したように，超幾何分布は試行  

ごとに赤玉の出る確率が変わる．それに対して，玉を  

元に戻す復元抽出を考えれば，赤玉の出る確率p＝  

れ1／几は各試行で一定である・このように成功の確率  

をp（0＜p＜1）としたとき，ベルヌーイ試行  

（Bernoullitrial）とよぶ・身の周りにもこのようなベ  

ルヌーイ試行は数多く存在する（例えば，±ィン掛ヂ，  

サイコロ投げなど）．  

ズれ（几は自然数）の期待値  

エ  
ヱれd鞍（∬）  呵ざれ】＝  

はズの原点の周りの乃次モーメントとよばれる．さ  

らに，  

．（ニ  （才一現ズ】）れd鞍（〇）  呵（ズーβ【ズ】）n】＝  

は方の平均値の周りのれ次モーメントとよばれる．  

特に，上式において几＝2としたとき，  

エ  

エ  

（才一可ズ】）2d柁（諾）  Var【ズ】＝  

諾2d鞍（〇）一利ズ】2  

はズの分散（variance）とよばれる・分散は分布の散  

らばり度合いを表す尺度であり，大きいほど散らばり  

度合いが大きい．特に，分散の正の平方根㍉両市は  

標準偏差（stamdarddeviation）とよばれる・  

一般に，よ＝√＝了を虚数単位とすれば，eiuズの期待  

値  

アズ（髄）＝坤‘uズ】＝  e川正d鞍（∬）  
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ベルヌーイ試行を諾＝1（成功），訂＝0（失敗）をと  

る確率変数ズと考えれば，ベルヌーイ分布（Bernoulli  

distribution）とよばれる確率関数は  

2．3．4 負の二項分布ミ  

成功の確率pのペルヌーイ試行において，初めてγ  

回（γは自然数）成功するまでの試行の回数ズを確率  

変数とすれば，Xは負の二項分布（negativebinomial  

distribution）あるいはパスカル分布（Pascaldistribu－  

tion）にしたがう．簡単のためにγ＝3の場合の一例を  

考える．0を成功．Xを失敗とすれば  

p  （〇＝1）  

1－p＝9   （£＝0）  〈  
pズ（∬）＝  

となり，平均，分散，特性関数は  

β【判＝p・1＋9・0＝p  

Var【ズ】＝p・12＋9・02－p2＝p（1－p）＝p9  

アズ（≠）＝peルl＋曾eiu●0＝ peiu＋9   

となる．  

ベルヌーイ試行を基礎にした以下の二項分布，幾何  

分布，負の二項分布（パスカル分布）を導出できるこ  

とを示そう．  

1 2 3 4 5  6 7 8   

Ⅹ Ⅹ 0 Ⅹ 0 Ⅹ Ⅹ Ⅹ  

は9回の試行で3回成功して終わるが，最後の試行は  

必ず成功である．一般に残りの（〇－1）回の試行のう  

ち（γ－1）回成功することになり，これは二項分布に  

したがう．そこで   

抽・（苫）＝（：二：）pr－1（1－げ－rp  

＝（；ニニ）  
〆（1－p）壬‾ー（〇＝γ，r＋1，…）  2．3．2 幾何分布  

成功の確率をpとするベルヌーイ試行において初め  

て成功するまでの試行の回数をズとすれば，ズは幾何  

分布にしたがう．その確率関数は  

抑（諾）＝p（1－p）正‾‾1  （£＝1，2，…）   

となり，分布は   

～   

鞍（〇）＝∑p（1－p）ト1  

た＝l  

＝1－（1－p）‡  （訂＝1，2，…）   

となる．   

が確率関数となる．1．3節で導入した負の二項係数を  

思い出せば，  

（；二：）＝（∴）（サー  

となるから   

抑（苫）＝（∴）榊）…  

と書くことができる．そこで，この分布が負の二項分  

布とよばれる．負の二項分布の平均，分散は   

ど：－T二＝   

竺  
Ⅵ可ズ】＝       2  

P2 

となり，幾何分布のそれらのγ倍となっている．一方，  

特性関数は  

甲州＝e血 （∴）打げ一r  

●  
2．3．3 ニ項分布  

例1．8で示したように，成功の確率pのベルヌーイ  

試行において几回の試行で諾回成功する確率変数ズ  

を考えれば，これが二項分布になる．確率関数は  

‘ニラ  
pk（トp）＝   （諾＝0，1，2，…，れ）  pズ（〇）＝  

となる．ベルヌーイ分布は1回の試行を考えている  

が，二項分布はベルヌーイ試行の 几回の繰り返しと  

考えられる．事実，二項分布の平均，分散はベルヌー  

イ分布のそれらの几倍となる．一方，特性関数はれ乗  

となる（表2．1参照）．  

peltl  

1－（1－p）eiu  

となり，幾何分布のそれのγ乗となっている．幾何分  

布の試行をγ回繰り返すことにより員の二項分布にな  

ることは明らかである．  
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表2・1離散形分布（9＝1－p）  

超幾何分布   
止血；三出  岨  ニ空⊥  

n   れコ（れ－1）  

（£＝0，1，…，γ）  

p（∬＝1）  
ベルヌーイ分布  

9（∬＝0）  
p   pq   pelU＋9   

拉＝0，1）  

幾何分布   p9∬－1   
茅   

」亡」  
p  l－す亡＝▲   

拉＝1，2，…）  

二項分布   （：）〆q…  几p   叫叩   （peh＋9）n   

（〇＝0，1，…，几）  

負の二項分布   （：二王）pr9‡－r  r  

芦   p  （i告）r   

（ヱ＝γ，γ＋1，…）  

蛋e‾入  
ポアソン分布  入   入   exp【入（ei≠－1）】  

（∬＝0，1，2，…）  

2．4．1 指数分布   

非負の確率変数ズを考える．ズの分布関数が  

2．3．5 ポアソン分布  

パラメータ入のポアソン分布（Poissondistribution）  

の確率関数は   

一入  
pズ（∬）＝e  （㌍0，1，2，…）  

で与えられる．表2．1に離散型分布の確率関数捏（〇），  

平均呵耳】，分散Var【刃，特性関数やズ（≠）を一覧表にま  

とめる．  

2．4 連続形分布  

離散形分布は確率関数を記述することによってその  

分布を決定することができた．一方連続形分布は密度  

の積分として記述され，  

1－e‾入才  （〇＞0）  

0  （〇≦0）  〈  
鞍（訂）＝  

で表されるとき，ズは指数分布にしたがうという．ズ  

の密度は  

入e‾入王  （ヱ＞0）  

0  （〇≦0）  〈  
Jズ（〇）＝  

となる．指数分布の最大の特徴は次回で述べるポアソ  

ン過程において現れる“無記憶性”を備えていること  

である．次回において指数分布はよく現れてくる．  

2．4．2 ガンマ分布   

ガンマ分布（gammadistribution）の密度関数は  

入た昔ト1e一入壬  

／ズ（y）如  鞍（諾）＝  （諾≧0）  Jズ（ヱ）＝   

r（た）   

で与えられる．ここで入（＞0），た（＞0）はパラメ‾タ  

であり，次数たのガンマ関数は  
となる．密度は  

d鞍（ヱ）   

d諾  
J∞  

／ズ（〇）＝  e－㌔ト1 ゐ  
r（た）＝  

で与えられる．特に，んが正整数（自然数）ならば，  

r（た）＝（た－1）…2・1＝（た－1）！となる・ガンマ分布  

によって記述される．本節において今後よく用いられ  

る代表的な指数分布．ガンマ分布について述べる．  
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表2．2 連続形分布  

指数分布   入e一入‡  1  1  入  
言  ：汀  入－iv   

拉＞0）  

正規分布   
e一覧ヂ  

〝   J2   exp（盲叫一書J2≠2）   
ト∞＜∬＜∞）  

標準正規分布   尭e一手  0   exp（一書≠2）   

ト∞＜∬＜∞）  

入■‡トIe一入－  

ガンマ分布  r（た）  入   た 二汀   （入真心）た   

（∬＞0）   

l   亡iuむ一亡●…  

一棟分布  あー¢  出  出土  間「   

α＜訂＜わ   

のように定義する．当然c＜βと仮完する．   

次に，新聞の需要βを考えよう．新聞の売り上げ数  

が需要であるから，需要月は確率変数となる．新聞の  

場合は当然βは離散形確率変数となる．品物によって  

はβは連続形になることもある．以下では離散形と連  

続形に分けて議論する．  

2．5．1 離散形在庫モデル  

需要月の確率関数をp（♭）（む＝0，1，2，…）としよう・  

さて，新聞売り子の発注量をヱ（z＝0，1，2，…）とす  

れば，需要βの実現値あはぁ≦zあるいはむ＞ヱに  

分けて期待費用を考える．購入費用は当然czとなる．  

次に在庫維持費用はあ≦zのときのみ必要で，その期  

待値は   

ヱ  九∑（z－b）p（む）  

あ＝0   

となる．一方，あ＞zのときは品切れ費用のみ必要で，  

その期待値は   

∞  β∑（む－Z）p（わ）  

も＝ヱ＋1   

となる．したがって，総期待費用上（z）は   

L OO   

エ（z）＝CZ＋九∑（z－b）坤車い∑（b一之）p（り  

あ＝0 も＝Z＋1  

となる．エ（z）の差分△エ（z）＝エ（z＋1）－エ（z）＝0と  

の平均，分散はそれぞれ  

／㈲ 入たヱト1e一入〇  

咽＝上聞〇   

＝；上∞  

d〇  

r（た）   

㌔＋1〇一たe一入正  た  
ぬ＝   

r（た＋1）   

Ⅵ可ズ】＝押】一珊＝  

となり，2．4．1項の指数分布のそれらのた倍となる．ガ  

ンマ分布の特性関数は  

ゐ＝（孟）た  

入たヱムー1e一入才  

J∞  
Pズ（址）＝   eltl正   

r（た）   

となり，指数分布のそれのた乗になる．  

表2．2に連続形分布の密度／ズ（昔），平均割判，分散  

Var【礼特性関乳化（≠）を一覧表にまとめる・   

2．5 在庫モデル  

この節ではORモデルとしてよく知られた在庫モデ  

ルについて考えよう．例えば，新聞売り子は新聞を仕  

入れて，その日のうちに売り尽くす．この在庫問題は  

ORにおいては新聞売り子問題（newsboyproblem）と  

してよく知られている．新聞売り子問題にとって必要  

な費桐を  

c：1単位の昧入単価  

九：1単位の在庫維持費用  

β：1単位不足するときの品切れ費用  

●  

1997年12月号  （37）丁89   © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



おいて   

ヱ Z   

dエ（z）＝：C＋ん∑p（り一項－∑p（瑚  

8＝0 8＝0  

となるから，給期待費用を最小にするためには  

dエ（z－1）＜0および△ム（z）≧0   

となるような   

才一I z   

ダ（z・－1）＝∑紳）＜‡霊＜∑p（あ）＝顆）             あ＝0            む＝0  

を満たすようなz●が最適発注量になる．   

例2・1ある商品の需要はれ＝10，p＝1／2の二項分  

布にしたがうと仮定する（当然，b＝0，1，2，…，10）．  

c＝2万円，ん＝1万円，β＝9万円とするとき最適発  

注量z●を求めよう．   

需要は二項分布にしたがうから  

なるので，少し解析の知識が必要である．上式から  

dエ（z）／dz＝0として   

顆）＝‡  

を満たすz●が最適発注量になる．上式の右辺は0と1  

の間の値であり，ダ（ヱ）は0から1への単調増加関数  

（厳密には非減少関数）であるから，上式を満たすz●  

は存在する・このz●が上（z）を最小にすることは  

d2エ（z）   

dz2  
＝（九＋β）／（z）＞0  

を満たしていることから確認できる．  

例2．2 ある商品の需要は入＝0．1の指数にしたがう  

と仮定する．例2．1と同様に．c＝2万円，九＝1万  

円，g＝9万円とするときの最適発注量を求めよう．   

7  

ダ（z）＝1－e一入‡＝  
10   

となるから，最適発注量  r・。七＝  
た＝0  
（：）か七   

（1一品）  

＝畠（ご）（喜）10  

となる．したがって，ダ（5）＝ 63町1024 ＝ 0．623，  

ダ（6）＝鋸8／1024＝0．828となるから   

叩）＝＜＝＜叩）  

となるから，Z●＝6単位が最適発注量（期首在庫量）  

となる．  

2．5．2 連続形在庫モデル  

この小節では需要βは連続型確率変数で，その密度  

は／（町分布は∫（りとしよう．離散形モデルの結果  

は和の記号を積分に，確率関数を密度に置き換えれば  

よいから，連続形モデルの総期待費用は  

ヱ●＝－101n   ＝12．0  

を得る．  
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上（z）＝CZ＋ん  （z－♭）／（り朗  

β 上∞   （わーZ）J（♭）舶  ＋  

となる．このエ（ヱ）を最小にするためには，差分の代  

わりに微分すればよいから，  

些辺   

dヱ  
＝C＋んF（ヱ）一可1－ダ（z）】  

となる．差分の場合は計算が簡単であるが，微分の  

場合には積分の上下限と被積分関数が zの関数と  

丁90（38）  オペレーションズ・リサーチ  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



【6］Kijima，M・：“Markov Processesfor Stocha・＄tic  

Modeling”，Chapman＆Ⅱall，London，1997・  

【7】伏見正則：“確率と確率過程”，講談社，1987・  

【8】森村英典，木島正明：“ファイナンスのための確  

率過程”，日科技連，1991．  

【9】宮沢政清：“確率と確率過程”，近代科学杜，1993・  

【10】尾崎俊治‥“確率モデル入門”，朝倉書店，1996・  

会員各位  1997年12月   

預金口座自動振替による会費納入について（お願い）   
本学全では，会費の納入に際し，会月各位の預金口座からの自動振替制度がご利用できます．この制度  

の概要は下記のと重りです．会費の自動振替を希望される方は綴込みの葉書にて事務局までご連絡くださ  

い．おって，「預金口座振替依頼書」等関係書類を送付いたします．本制度は，皆様方の手間を省くだけ  

でなく二 事務の簡素化にもつながりますので，多数の方がご利用くださることを願っております．  

（》制度の主旨   

本学全の会費納入を，会月各位に代わって，金融機関が自動的に会月各位の預金口座から行うものです．  

②ご利用いただける金融機関   

郵便局を除く全国ほとんどの金融機関（銀行・信用金庫等）  

③振替日   

毎年1月20日（金融機関が休日の場合は翌営業日）  

④請求書・領収書   

請求書または領収書がご必要な方は，本学会事務局までご請求ください．ご必要に応じ，当事務局より   

送付いたします．  

⑤手数料   

従来どおり会員の方々のご負担とさせていただきます．（1件210円）  
⑥手続きの方法   

綴込みの葉書に必要事項をご記入の上，事務局あてお送りください．  

⑦本件に関するお問い合わせは，本学会事務局までお願いいたします．  
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