
このコラムは，ORにかかわる概念．知識（手法，原理），それらの図解，よい教材や問題，実学   

ORの実施経験，そこから得られた智恵やアドバイス，失敗談と教訓，新しい視点，視座，フレー  

ムワーク，未だ解けていない問題，面白い研究テーマなどを，“新鮮に”，しかも“コンパクトに”   

表現し∴毘示していただ〈ものです．ユニークなアイディ7，フレッシュな見方，発想，だれかと   

意見をたたかわせたい問題提起など，ふるってご投稿〈ださい．（原稿は，刷り上がり，半ページ  

から3ページに納まるようにお書きください．簡j勘こノ 加筆訂正をお願いする場合があります）  

≪＝到拓⊇   
メモランダム  

二部グラフにおける最大量み閉包問題  

古林隆，佐藤誠，光森誠伸  

概要 修理貝の携帯道具選択問題や貨物輸送のターミ  

ナル設置問題に応用できる二部グラフにおける最大重  

み閉包問題を定義し，それを二部グラフにおける最大  

流問題に変形して解〈方法を示す．  

1．はじめに  

修理月の携帯道具選択問題や貨物輸送のターミナル  

設置問題では，道具やターミナルの組合せを大きくす  

ると，利益も大きくなるが，費用もかかる．このよう  

な場合に，最適な組合せを求める問題は，二部グラフ  

における最大重み閉包問題になる．そこで，それを二  

部グラフにおける最大流問題に変形して，最適解を求  

めることにする．  

2．二部グラフにおける最大重み閉包  

2つの点の集合〃．，裁と枝の集合β⊂州×∧ちを有  

する二部グラフが与えられているとする．さらに，点  

才（ブ∈〃．）には，正の重みがぴ‖▲，点ノり∈八ち）には，非  

正の重み紺2Jが，付与されているとする．   

点の集合（Sl，S2）（Sl⊂〃1，S2⊂∧ち）が，次の条件  

を満たすとき，閉包であるという．  

ダ∈51，（ダ，ノ）∈βであれば，ノ∈S2．  

閉包の例を図1に示す．   

次に，閉包（51，S2）の重みを次式で定義する．  

紺（Sl，S2）＝∑勅～十∑棚2J． ！－∈51ノ∈52  
このとき，重みを最大にする閉包を最大重み閉包と  

いフ．  

図1 閉包の例   

3．最大重み閉包問題と最大流問題の関係  

最大重み閉包を求める問題は，次に示す0－1変数問  

題月）で表わすことができる．   

月〕：条件 〟＝＝1である才∈凡に対して，  

（ダ，ノ）∈βであれば，〟2J＝1，  

㍑＝＝0，1 （オ∈凡）  

㍑2J＝0，1  （ノ∈∧ち）   

のもとで，  

ふ＝革勅誹1r＋革紺2J〟2J  
ヱ J   

を最大にせよ．   

月）の最通解に対して，   

Sl＝〈ダl裾＝1〉，S2＝〈ノl〟2J〒1〉  

とおけば，（51，S2）が最大重み閉包である．   

昂の最適解は，紺1∫が正であることと抑2Jが非正であ  

ることより，次の月を解くことによって得られる．   

月：条件 〟H≦〟2J （（ブ，ノ）∈β），  

〟H≦1  （才∈〃1）  

〟2J≧0   （ノ∈鵡）   

のもとで，  

ム＝革勅i〟H＋革紺2JZJ2J  
王 J  
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を最大にせよ．   

昂の双対問題βlは，次のようになる．   

β1：条件 革エむ＋yf＝細目 （才∈凡），  
ノ  

ー∑J心≧抑2ノ  （ノ∈邦），  

J心≧0  （（ブ，ノ）∈β），  

yr≧0  （才∈凡）   

のもとで，  

g】＝∑仇・  
王   

を最小にせよ．   

さらに，（机）を消去すると，β1は，次のβ2になる．   

β2：条件 革Jけ≦細目   
J  

（オ∈凡），  

∑ェむ≦一抑2J （ノ∈邦），  
l  

J烏≧0  （（才，ノ）∈β），   

のもとで，  

段＝ ∑ J烏  
（r．ノ）∈β   

を最大にせよ．   

これは，二部グラフにおける最大流問題である．   

最大流を求めるには，一般のネットワークに対する  

ときのように，凡の点から∧ちの点への流量を増やせ  

る路一増量可能路を探し，存在すれば，そこに流すこ  

とを繰り返せばよい．   

この際，次のようにラベルを付けていけばよい．  

（1）革∬む＜枇である点ダ∈〃1にラベルを付ける．  
王  

（2）点オ∈〃．にラベルが付いていて，（ブ，ノ）∈βで  

あれば，点ノ∈凡にラベルを付ける．  

（3）点ノ∈∧ちにラベルが付いていて，（ブ，ノ）∈β，  

Jお＞0であれば，点オ∈凡にラベルを付ける．   

写∬ゎ＜－ひ2Jである点ノ∈入ちにラベルが付けば，増  
！  

量可能路が存在する．   

そのような点にラベルが付かなければ，最大流に到  

達している．そのときに，ラベルが付いている点の集  

合が，最大重み閉包である．  

4．応用問題  

二部グラフにおける最大重み閉包問題に変形できる  

組合せ問題を二つ紹介する．  

（1）修理員の携帯道具組合せ問題   

修理月が携帯できる道具の集合を〟，それらの一部  

を使ってできる修：哩（の内容）の集合を〃とする．修  

理f（才∈H）を行うのに必要な道具の集合を〟r⊂〟と  

し，修理オを（道具が足りなくて）できなかったときの  

損失をc．r，道具パノ∈〟）の携帯費用をc2ノとする．修  

理月が携帯する道具の組合せ（集合）をr⊂〟とする  

と，これに対する損失と費用の和は，  

1997年6 月号  

i，〟7年r ∑ cli＋∑ c2ノ J∈T  

となる．そこで，これを最小にするr，すなわち，  

∑ cl才一∑ c2J f：〟i⊂TJ∈r  

を最大にするrを求めることにする．   

これは，次のように点の集合などを定めれば，二部  

グラフにおける最大重み閉包問題になる．  

〃1＝〃、  

邦＝〟，   

β＝〈（ブ，州ノ∈〟f），  

紺1i＝Clr （才∈〃1），  

紺2J＝－C2J  （ノ∈邦）．  

（2）貨物輸送のターミナル設置問題   

貨物輸送のターミナルの候補地点の集合を〟，地点  

ノ（ノ∈〟）にターミナルを設置するときの費用をc∫，  

2地点ノ，々間（ノ＜々）の輸送を行うときの利益を鋤  

とする．ここで，ターミナルを設置する地点の集合を  

Tとし，  

斤（r）＝〈（ノ，々）】ノ，々∈T，ノ＜々，αJ烏＞0〉  

とおいて，利益と設置費用の差  

（ノ，々）∈斤（r）  ∑ αJカー∑cノ        ノ∈r  

を最大にするrを求めることにする．   

これは，次のように点の集合などを定めれば，二部  

グラフにおける最大量み閉包問題になる．   

凡＝（（ノ，々）lノ＜々，伽＞0〉，  

邦＝〟，   

β＝〈（g，ノ）l才＝（ノ， 

抑1∫＝αJ烏 （オ∈凡，オ＝（ノ，ゑ）），  

棚2J＝－CJ（オ∈∧ち）．  

5．おわりに  

前述の応用問題の他にも，多くのものを組み合わせ  

ると，利用価値が大きくなるが，費用もかさむ場合に，  

最適な組合せを求める問題は，いろいろ存在すると思  

われる．それぞれに合わせて，二部グラフに変換する  

プログラムを作成しておけば，利用しやすくなる．  
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