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1．モデル選択への問題の定式化   

経営工学の対象とする関澤には 軒一夕でものをい  

う」必要がある場合が多い。たとえば、品質管理、経  

営戦略決定の問題などでは、工程の現状や、経営管理  

データなど、‘何らかの誤差”を含むテし夕から意思  

決定を迫られる場合が多い。このような場合、観測デ  

ータからその背後の統計的モデルを予測して、それに  

基づき意思決定することになる。この場合の統計的モ  

デルとは、データ発生源の確率分布である。   

たとえば、連続的に製品が加工されている工程を考  

えてみよう。その製品には重要な特性があり、この特  

性値に異常が発見されれば、工程を一旦止めて工程を  

正常な状態に調整し直す必要があり、加工と同時にそ  

の特性値を観測しているとする。   

このような状況において、もし、特性値が測定誤差  

や工程の偶然変動を含まずに観測できる場合には意  

思決定は簡単となる。標準値と比較して問題となるズ  

レが生じていたら工程を止めて調整をすれば良い。と  

ころが、無視できない誤差が付随した観測値しか得ら  

れない場合には、問題は難しくなる。観測された特性  

値は常に、大なり小なり標準値と比較してズレが生じ  

ているわけで、いま意思決定のために必要な、エ程特  

性の真の値は直接には得られないこととなる。   

たとえば、特性億机（吏＝1，…，Tl）が、既知の分散J2  

の正規誤差を伴って観測されると考えてよい状況であ  

るとしよう。このとき考えられるエ程の状態は、江  

程特性の真の値が所与の標準的な値〃である」（管理状  

態）と 仁程特性の真の値は所与の標準的な値〝からず  

れた未知の〆である」の二つであって、対応して二つ  

の確率モデル机～〃（〃，J2）と机～Ⅳ（〆，J2）のいず  

れが正しいか、観測される特性値から選択し、もし、  

ズレが存在するなら、〆の推定値〆から意思決定を行  

なうこととなる。  

このように、問題解決上関心対象とする量が直接観  

測できず、確率変数の実現値としてのみ得られる場合  

を考えると、対象問題に関して想定される確率モデル  

をいくつか用意し、データから、どのモデルが正しい  

か？モデルのパラメータがどんな値か？を推定して  

必要な行動を選択判断するという形で問題解決への  

アプローチを定式化できる。このようなモデル選択の  

考え方で定式化できる問題は多く、モデル選択に対し  

て有効な方法論を与えることは、大変重要と考えられ  

る。このモデル選択の方法論として近年注目を集めて  

いる基準として、この特集対象のMDL基準がある。   

問題をモデル選択として定式化するときには、  

1・どんなモデルのクラスを想定するか（どのような   

パラメー タを持たせるか）という現象のモデル化   

2．データから、どのモデルを選ぶべきかというモデ  

ル選択の基準  

3．推定されたモデルから、現実のコストなどの評価  

基準に基づき行動を決定する方法   

のそれぞれに、選択肢が考え▲られる。これらは本来不  

可分で、一体にして考えなければ、問題解決として一  

貫した手続きとならない。特にモデルと行動を対にし  

てモデル選択を考える必要がある。   

この稿では2．，3．の関係を危険率でとらえられる場  

合を中心として単純な正規分布モデルを例として解  

説することとする。   

2．MD上原理  

MDL原理【6，7，5】は想定したモデルのクラスの中  

からモデルを選ぶ基準として、降えられたデータを  

最も短く記述できるモデルが良いモデル」と判断する  

ものである。ここで、データの記述の長さとは、デー  

タを（例えば2進）語頭符号化“4】参照）したときの符  

号長のことで、モデルクラスに関する知識だけを共有  

する伝達相手が復号化可能な形式で符号化するとき  

に必要となる仮想的な符号長だと考えれば良い。  

（27）38丁   
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表1：工程特性変化モデルの仮想的符号  模式的に表現すると、【モデルの記述長】＋［モデル  

を知った下でのデータの記述長】と表現できる。ここ  

で、【モデルの記述長］はモデルクラスのどのモデルで  

あるかを指定するための記述長である。個々のモデル  

がパラメータ化されている場合には、【パラメータタ  

イプmの指定】：Jmと【パラメータ値βの指定トJ（βlm）  

の二つに分けて記述できることとなる。ただし、釧は、  

推定を必要とするパラメータのベクトルで、mごとに  

定まる次元数pを持つものとする。また、各要素間に  

は拘束条件がなく、自由度pであるようにパラメータ  

化されているとする。【モデルを知った下でのデータy  

の記述長】は、モデルの確率密度関数P（ylβ，↑乃）と観  

測データ甘から計算される対数尤度の符号を替えたも  

の－logf）（ylβ，m）と考えて良い。以上から、パラメー  

タタイプ川．のモデルを用いて符号化を行なった際の  

符号長上（肌β，m）は次式となる。   

上（y，β，†m）＝－logf）（ylβ，m）＋J（町花）＋gm（1）   

MDL原理では（1）式が最小となるようなモデルを  

選ぶこととなる。ここで、第1項を最小化する針は最  

尤推定量∂であり1、βの値を∂に高い精度で近づける  

ほど小さくなるが、第2項はβの記述精度を上げると  

大きくなるので、このトレードオフ関係を考慮し、ま  

るめ精度∂について最小化する。パラメータが独立に  

推定される場合には、  

J）   

拍，m）ンlogP（再＋∂，m）＋∑エ＊（覧）・∫m（2） ；＝1  
を∂について最小化することとなる。ここで、エ＊（ズ）は  

実数ご を整数化した上で符号化した際の、ごの符号  

長を与える適当な関数である。エ＊（ヱ）は0（log（ご））の  

オーダーにすることが可能なので、結局、普通は、漸  

近近似した上で、モデル選択に無関係な定数項を省い  

て、次のような基準となる。   

拍，↑乃）＝－logP（yl∂，m）＋芸log（叫＋gm（3）  

ここで、dは確率分布から定まるある定数である。単  

にd＝1として用いることもある。   

前節のエ程特性値の例だと表1のようになる。確率  

モデルの下での  パラメータ  パラメータ   

タイプの指定  借の指定  データの記述長   

mo（変化なし）  不用   －logP（yl〃，mO）   

ml（変化あり）  q 〃   －logf）（yl〃′，ml）   モデルの記述  
となる。ただし、m＝moのときβ＝〃、m＝mlのと  

きβ＝〆として、月5叩）は残差平方和∑i（机－β）2で  

ある。結局、各記述長は以下となる2。  

袈月5恥）＋芸log（2打J2）・Jm。  

袈月舶）＋芸log（2汀J2）  

上（y，↑乃0）   

上（y，↑T11）  

＋log器＋∫ml   

両モデルのいずれが適当かは、次の値が正であれば  

mo、負であればmlと判定されることとなる。  

△上＝エ（臥ml）－エ（y，汀↓0）  

e乃  袈几（〆－〃）2十喜log諦＋Jml－∫m。  

現実には、経時的に観測されるデータ系列のどこで  

特性億が変化したかが不明であるし、分散の変化もあ  

りうることが普通である。そこで、モデル符号長Jmに  

閲し、変化点からの経過観測数、変化パタン（平均の  

みの変化、分散のみの変化、両者の変化）などの考慮  

が必要である［8】。  

3．モデル選択アプローチの利点   

MDIJ原理に従えば、前節のように与えられたMDL  

基準が最も小さな（記述長最小の）モデルを選び、か  

つ、パラメータ推定量としてはそのモデルの下での、  

最尤推定量を用いることとなる。   

これによれば、AIC原理など他のモデル選択基準と  

同様、従来の統計学における確率基準に従う検定と、  

最小二乗基準や最尤原理などに基づく推定を統合し  

た使い方が可能となる。つまり、普通の推測統計学に  

おける検定と推定を一貫した基準で同時に行なってく  

れる。   

一般的な検定では、確率基準に基づいた判断が行な  

われる。つまり、ある方向へ判断を誤る確率（危険率）  

を5％や1％に押えて、その他の誤り確率の最小化を  

酎旨すのが普通の定式化である。たとえば、二群のデ  

ータの母平均値の差の有無の検定なら帰無仮説go：  

〝1＝〃2、対立仮説茸1：〝1≠〃2なる二つのモデルを  

●   

密度関数は  

exp（－  

P（如町叫＝白岩  
（肌－β）2  

2J2  

（2打J2）一号exp（一 ） （4）  

1最尤推定量については【3】など数理統計学の教科書参照  

388（28）  

2本稿では対数の底は2とする。  
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データが与えられた場合を考えると、適当な前提の下  

では、パラメータの最尤推定を行なったときに明らか  

にMDL基準が悪くなるモデルを、始めから考慮対象  

から外すことができる。   

特に、母平均の間に順序制約がなり立つ場合には考  

慮対象となる母平均の大小関係パタンが制限されて、  

有効な方法論となる［21。たとえば、投薬しても悪影  

響を及ぼす可能性があり得ないことが知られている  

医薬品の有効性の実験で、投薬量を増やしていくた水  

準において薬効を測定した場合などである。このとき  

考えられる母平均の大小関係パタンは、投薬量順に並  

べたた水準の隣合ういずれの間で違いがあるかない  

かだけのパタンとなり、合計2た‾l通りとなる。   

このように、MDL原理を用いると多重比較の問題  

もすっきりと定式化できることになる。ただし、この  

ままだと、具体的な問題に適用した場合、モデル選択  

の誤りの確率が考慮されていないという問題がある。  

この点について次節で考えてみよう。  

考えて、帰無仮説が正しいのに対立仮説を採用する確  

率Pr（仇但0）を危険率として、その逆の誤りを犯す確  

率Pr（仇但1）を最小化する。   

しかし、この考え方はモデルが3つ以上多数ある場  

合の多重比較を行なおうとすると困難に直面する。誤  

りのパタンが組合せ的に増加するため、どんな誤り方  

の確率を管理するかを決めるのが難しくなる。   

また、たとえば、母平均値の差に関する判断をしよ  

うとすると、標本平均の差や群間分散などに基づいて  

誤りパタンごとに検定統計量を構成することになる  

が、これらは独立にならないことが多く、確率基準で  

判断手続きを定める上で必要な確率計算が複雑になっ  

てしまう。このような状況として次の例を上げよう。  

4．標本のプーリング問題   

複数の条件（た個）の下で実験を行なって連続特性値  

が得られた場合、それらの間で母平均に違いがある  

かを知りたい場合を考えてみよう。このようなデータ  

は、従来、分散分析を行なって、ダ検定をすることが  

最も一般的である。つまり、帰無仮説ガ0：〃1＝′↓2＝   

＝仰を仮定して残差を計算し、この仮定の下では  

非常に少ない確率でしか生じ得ないデータが出てい  

たら、帰無仮説を棄却して母平均値の間に違いがある  

と判断することになる【1】。   

ところが、このやり方では、具体的にどのような母  

平均値間の遠いがあるかについては判断してくれな  

い。gOが棄却された場合でも、一部の母平均には差が  

ない場合も考えうる。考えうる母平均のプーリングパ  

タンは、た母平均が  

●すべて異なる：1通り  

・ある一対のみが等しい：（冒）通り  

・ある二対のみが等しい：（冒）（n言2）／2通り   

5．モデル選択の誤り確率   

前節で取り上げた順序制約のあるた群のプーリング  

の問題で2ト1個すべてのモデルについてJmを等しい  

とおいて、モデル記述長の項の効果がなくなるように  

した場合を考えてみよう。これは、各モデルの価値に  

ついて何の知識ももたない状況であるとすれば、最も  

基礎的な方法であると考えられる。   

このとき、どのような誤り確率が生じるかを、た＝  

2の最も単純な場合について調べてみよう。この場  

合、普通の初等統計学で習う平均値の差の検定が通用  

できる状況でもある。モデルは2つの水準をプールし  

てしまう1群モデルと、両母平均が異なるとして分離  

して扱う2群モデルの二つしかない。   

今、母平均の差が△だけあるデータ数乃の2群デ  

ータから判定手続き■が2群モデルと判定する検出率  

をP（△，Tl，／↓）と表すとする。ここで〝は真の全平均  

の大きさとする。誤りの確率を捉えるには、差があ  

るのに検出に失敗する確率、つまり△＞0の場合の  

1rf〉（△，・托，〃）と、本来差がないのに誤って2群モデ  

ルを採用してしまう確率つまり、危険率P（0，乃，〃）の  

2つを見れば良い。漸近近似する前の（2）式を直接最  

適化した場合：△エ0と、漸近近似した形の（3）式の場  

合∠払l、および、普通の平均値の差の検定の場合Z  

testについて得られる確率を図1に示す。△エ0はILの  

（29）389   

●すべてが等しい 貯0）：1通り  

のパタンだけある。このどのパタンセなるかという情  

報を推測しようとすると、前節で述べたような多重比  

較の難しい問題になってしまう。一方、MDL原理に従  

えば、た個の母平均の違いに関する考えうるすべての  

モデルを考えて、それらのモデルに関するMDL基準  

を算出し、単純に、それらの最小の値を取る母平均モ  

デルを採用すれば良いことになる。   

この方針は、比較すべきモデルが、あまりに多過ぎ  

て非現実的に思われるかも知れないが、実際に具体的   
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6．モデルの事前分布の定め方   

MDL基準（1）式の最後のモデル記述長の項Jmにつ  

いてはいままで具体的には議論してこなかったが、こ  

れの設定には自由度が残されている。つまり、判定基  

準としては窓意性が残されている。逆に考えれば、モ  

デル記述長を自然に考えることができるような問題  

設定ならば、AIC基準などと違い、パラメータ数のみ  

で表現できない構造的なモデルの相違も自然とモデ  

ル選択の対象とできる可能性がある。   

前節の危険率と検出力のアンバランスに関しては、  

具体的な目標があれば、Jmをすべてのモデルについて  

等しくせず適当に調整してやることで、バランスを変  

えることができる。たとえば、従来の検定と同等の危  

険率でモデル選択を行ないたいという目的があれば、  

仇の場合のモデルの記述長のみを特別扱いし、調節  

する方法も与えうる【2】。   

理論的には、このような調整を与えることは次のよ  

うに解釈できる。MDL基準 符号長）は劣確率分布  

としての意味を持つ【9】。つまり、データy、モデルm  

に対して、次のような事前同時分布を考えて、これに  

対応した最短符号を考えていることとなる。  

Q（甘）＝ 2‾上（凱m）  

＝・P（yl∂，m）・2－∫（∂－m）・2－′m  
（5）  

この最後のg（m）＝2－Jmの項は、モデルタイプに関す  

る事前分布であり、これにより従来の統計学のベイズ  

流の解釈ができる。   

結局、MDL基準のモデル記述長に関しては、次の  

2つの見方ができる。第1には、問題設定に対応し  

て、各モデルに対する安当な事前知識 夢前確率）を  

想定できれば、それに沿ったモデル選択が可能とな  

る。特に．、すべてのモデルを平等な候補として考えて  

良い場合には、それらに等しいモデル記述長Jmを与  

えることになり、この項はMDL基準の大小比較でキ  

ャンセルされるので、モデル記述長は無視できること  

となる。ただし、この場合には、MDIJ基準を導出す  

る際、近似するため切ってしまったパラメータ記述長  

の定数項の詳細な検討が必要となる。   

第2は、問題解決上必要なモデル選択の誤り確率  

Pr（ml↑乃）の設定が与えられる場合である。この場合  

はその誤り確率が実現するように、モデルクラス上の  

事前確率分布g（m）を定める。これを用い、MDI．基  

準のモデル記述長を－logg（m）と設定することで、与  

オペレーションズ・リサーチ   

ア（△，托，〃）：検出率  
（＞  

『 O  
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図1：2群モデルの検出率（れ＝6）  

Ztestは危険率5％の母分散既知の平均値の差の検定の結果  

ア（0，乃，〃）：危険率  

写 O  

O  

○  ら0  100  

1ら0         200                 m：サンプル数  

図2：危険率α0（れ・，〃），α2（几）  

推定量を符号化するので／↓の大きさに依存する。   

どの場合も△が大きくなるにつれて、2群モデルの  

検出率P（△，几，〝）は同じように増加するが、方式によ  

って位置が左右にずれていることが分かる。これに応  

じて検出率と危険率のバランスが変わることになる。  

特に△エ1では、危険率がかなり高めになっており、普  

通の平均値の差の検定の結果とかなりずれてきてい  

ることがわかる。検出率と危険率のアンバランスは、  

漸近近似の際に定数項を省いているために生じたも  

ので、定数項を含めた△エ1は、この場合はほぼ妥当な  

結果になっている。   

しかし、サンプル数が増えると、△＞0の場合の検  

出率は△の大きさに限らず1に近付いてゆく。また、  

危険率についても、図2に示すように普通は0．0に近  

付いていく3。これは、（3）式のMDLには、漸近一致  

性がなり立つためである。  

3JJ＝0のときのみ、漸近一致性がなく一定の確率となる。  
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えられたモデル選択の誤り確率に従った判定手続きを  

設定してやることが可能となる。この場合は、導出の  

際に漸近近似などで無視していた定数項は事前確率  

分布に吸収されてしまうので、厳密に求める必要は  

ない。   

第1節で述べたように、現実問題では現実のコスト  

を考慮したモデル選択が必要となる。このとき、コス  

トがモデルのパラメータタイプの誤り選択確率のみ  

の関数であれば、上の第2のアプローチによりモデル  

クラス上に事前確率分布をもとめてやることにより、  

意思決定問題としてのモデル選択が可能となる。しか  

し、現実の決定の損失は、モデルの選択誤り確率だけ  

では計り切れず、その時の母数の値など、沢山の状況  

に依存して決まるものであろう。このような場合に、  

どのような定式化を行なえば良いかについては今後  

の課題とされるところが多い。  

第2にはデータが足りない場合である。MDL基準  

はデータが少ない場合には、前述のようにデータ圧縮  

に不必要なほどの複雑なモデルは、それが真のモデル  

であるかどうかに関わらず拒否してしまう。よって、  

真のモデルの複雑さとノイズレベルに比べて、データ  

数が少ない場合には、真のモデルからはずれた簡潔な  

モデルが選ばれることになる。  

8． さいごに   

データを短く記述できるモデルが良いモデルであ  

るという発想は概念的には大変理解しやすいが、序論  

で述べたように、具体的な問題では、最小記述長基準  

でモデル選択をすると現実の利得（評価関数）とどう  

関連してくるか？が問題となる。今後、現実の利得  

を記述長に上手に還元する考え方の開発が必要とさ  

れている。   

また、問題の定式化が複雑になると確率モデルクラ  

スが大きくなり、MDLによるモデル選択は離散的最  

適化問題となる。これに適した最適化の手法の開発が  

必要されるであろう。  
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7．データ量とモデルクラス  

このようにMDL基準に基づく、デー■夕を短く圧縮  

するのに最適なモデルは、データ数（データの持つモ  

テルに関する情報）に見あった程度に詳しいモデルに  

なる（0Ver飢が適度に抑制される）ことが期待される。  

つまり、データ中のモデルに関する情報量が多い時に  

は真のモデルを当ててほしいが、情報量が少ない時  

は、適度に要約して、簡潔なモデルを提案してもらい  

たいと考える場合に適当な基準であることとなる。デ  

ータ分量に見あう以上の複雑さを拒否するという考  

え方となる。   

現実の決定問題の場合に、真のモデルというものが  

想定できるかどうかは議論の分かれることかも知れ  

ないが、一応、真の確率モデルがあるとしてみよう。  

モデル選択の結果、真のモデルとズレの大きなモデル  

が選択される場合の原因には、どのような可能性があ  

るか考えてみよう。   

まず、第1には選択の考慮対象としたモデルクラス  

が不適当である場合セある。つまり、考慮対象とした  

モデルクラスが真のモテルを含まず、真のモデルに最  

も近いものでもズレが大きい場合である。これを避け  

るためには、考慮対象とするモデルクラスを十分広く  

すれば良いようにも思えるが、極端な場合、データ数  

より多い自由パラメータを持つモデルの推定は不可  

能だし、次項のような問題も発生する。問題の現象に  

対応したよいモデル化が必要になる。  
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