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場面では，データを生み出す確率的な構造が完全に分  

かっていることは無いから，Fisherの議論は，最尤法  

の実上用の根拠を与えない．   

AICの導入には，確率分布g（ズ）から見て確率分布  

／（ズ）がどれだけ離れているかを測るために，情報量  

′げ；g）＝ち・log′（ズ）一みlog g（ズ）  

を採用する．ただし旦′はⅩが分布／（ズ）に従うものと  

しての期待値を示す．この量は非負の値をとり，0と  

なるのはgが′に一致する時である．Jげ；g）が小さ  

いほどg（ズ）から見て／（ズ）が近いことになる．   

′（ズ）を目的の分布，すなわち“真”の分布と考えれ  

ば∴旦′logg（ズ）が大きいほどg（ズ）は／（ズ）の良い近  

似となる．旦′log g（ズ）の推定値として，データズに  

よる対数尤度log g（ズ）を採用すれば，log g（ズ）が大  

きいほど良いモデルとみなされる．g（ズlα）のように未  

知パラメータを含むモデルでは，log g（ズ】α）を最大に  

するパラメータ値が最良とみなされ，最尤法が得られ  

る．通常，αはベクトルである．   

最尤推定値の与えるモデルの尤度は，パラメー タの  

値をデータで調節することから，モデルの評価値とし  

ては高めに偏る．この点を考慮し，最尤法で決められ  

たモデルの相対的な評ノ価量として  

AIC＝（－2）最大対数尤度＋2（パラメータ数）  

が定義される．パラメータ数とは∴最尤法で調節され  

たパラメータの数（αの次元）である．符号の関係から  

AICが小さいほど良いモデルと評価される．  

3．AICの構造  

⊥（α】∬）＝log♪（ズlα）とすると，パラメー タαの与  

えるモデルの“真’’の評価はβ′⊥（αlズ）で与えられ  

る．みは，ズの“真の’’分布′（ズ）に関する期待値を示  

す．αの次元を∬とし，パラメータαの空間をA〟と  

する．／（ズ）＝♪（ズlαf）と書けるものとし，』α＝α－α亡し  

て，のの近傍で2次曲面近似  

み上（αlズ）＝旦rエ（αf】ガ）一（1／2）』α’〟』α（1）  

を採用する．記号，は転置を示す．最尤推定値α。の近傍  
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1．はじめに  

AICは統計モデルをデータに基づいて比較するた  

めの相対的な評価量である．その基礎にある情報量の  

概念は，ボルツマンによる熱力学的エントロピーの研  

究にはじめて登場したもので，ひとつの確率分布から  

見て，もうひとつの確率分布がどれほど離れているか  

を測るものである．AICの導入により，ただひとつの  

モデルについての推定論，検定論の議論に集中してい  

た伝統的な統計学の枠組を超えて，さまぎまな科学的  

研究の現場で，新しい統計モデルの提案と比較検討を  

通じて研究活動の推進が試みられるようになった．   

AICに関する誤解は数多いが，J．Rissanenによる  

MDL（Minimum Description Length）規準と，G．  

Schwarzによるベイズ理論的な解析に基づく BIC規  

準に関するものが，最も一般的であろう．本稿では，  

MDLあるいはBICが，AICを超える根拠を持つと考  

えるのは迷信に過ぎないことを示し，AICの本来の意  

味を再確認することにしたい．   

2．Aldの定義   

データから有効な情報を得るために，データズの現  

われ方に対するわれわれの期待を確率分布♪（ズ】α）の  

形で表現する．これが統計モデルである．通常このモ  

デルは未定の変数（未知パラメータ）αを含む．データ  

ズが与えられたとき，♪（ズlα）の値をパラメータα（の与  

えるモデル）の尤度（1ikelihood）と呼ぶ．最尤法（the  

method of maximumlikelihood）は，aの推定値と  

して尤度♪（ズlα）を最大にする値（最尤推定値）を採用  

する方法である．   

R．A．Fisherの研究により，観測データxが実際に  

♪（ズlα）の形の確率分布に従って発生するとき，最尤法  

が優れた特性を示すことが示された．しかし，応用の  
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で，エ（αlズ）に対して（1）と同形の近似⊥（α】ズ）＝⊥（α。】  

∬）－（1／2）』α’Mαが成立する状況を想定する．ただ  

し，』α＝α－α。である．これらの近似が有効に成立する  

範囲内でのパラメータの動きを考え，A烏を，αfを原点  

とし，内積が（α，∂）＝α’〟占で与えられるベクトル空間  

として考察を進める．   

αをA烏の々次元部分空間A烏に制約する場合の最尤  

推定値をα如とし，その評価として  

2丘、′⊥（α亡lズ）－2みエ（α如lズ）享随一α如Il2  

＝ll広川2＋帖射－α如Il2  （2）  

を採用する．ただし，d々f＝αトー1乳紀，α如はAた内で旦′  

上（αlズ）を最大にする値，lk＝2＝（α，α）である．対応す  

る対数尤度による評価は，αf→α。→α烏。という経路に  

沿って眺めれば，  

2⊥（αflズ）－2⊥（払舟）＝随一α如Il2  

＝2（⊥（αfレ）－⊥（α。レ））  

＋2（上（α。lズ）－⊥（伽舟））  

＝」紘一α。Il2＋llα。一α如」l2  （3）  

となる．』α＝α。－α亡を，A烏への射影』∂とA烏の（∬一  

々）次元直交補空間Cへの射影』cとに分解すると，  

』α＝』∂＋』c，α射－α如＝－』占，α。－α如＝（吼rr動）＋  

（αf一触）＋（触－α如）＝』α＋成ピー』∂＝d烏f＋』cが成立  

する．   

データズが互いに独立に同一分布に従う 〝個の観  

測値からなる場合，犯が大となるとき，ll』釧2，ll』洲2  

は，それぞれ，漸近的に自由度〟，々のカイ2乗分布  

に従う．これらの分布の平均値はそれぞれ，〟，々であ  

る．1lα。－α如Il2＝ll♂貞f＋』州2は，パラメータがA々に  

属するという仮説の尤度比検定統計量で，漸 近的に  

Ild烏川2＋〟一々を平均値とする非心カイ2乗分布に従  

つ．   

これらの結果から，式（3）の右辺第1項を－∬で置き  

換え，第2項に－（〟一々）＋点＝－∬＋2烏を加えれば，  

漸近分布の平均値が式（2）のそれと一致する．かくして，  

2（エ（α如）－上（α如））－2〟十2々  

＝－AIC（K）＋AIC（k）  

が，最大対数尤度の偏りを漸近的に修正した，評価式  

（2）の推定値となる．ただし，  

AIC（々）＝－2⊥（α如】ズ）十2ゑ  

である．－2旦′エ（α如lズ）の代わりに，観測可能なAIC  

（々）を用いて，偏りのない相対的評価が可能になるわ  

けである．〟およぴA々は，背景にある理想的な分布に  

対応するものと考えれば，明示される必要はない．対  

数尤度関数が上記の近似を許容する限り，AICは通用  

3丁6（16）  

可能であl′），分布形の異なるモデルの比較にも有効で  

ある．  

4．ベイズモデルについて  

ベイズモデルでは，データ分布♪（ズlα）のパラメー  

タαに対して，事前分布♪（α）を想定し，パラメータの  

推定値に代わり  

♪（αl∬）＝♪（ガlα）♪（α）／♪（ズ）  

で定義されるパラメータの分布（事後分布）を利用す  

る．ただし，♪（∬）はこのベイズモデルの尤度で  

♪（ズ）＝／♪（ズlα）♪（α）ゐ  

で与えられる．  

（4）   

このような方法の予測の立場からの評価は，事前分  

布の選択を含め，情報量を利用して議論することがで  

きる［1，5］．利用目的に応じて，有効な情報が取り出  

せるように♪（α）を選ぶことが大切で，このためには，  

当面の問題に対する十分な理解と知識が要求される．  

いくつかのベイズモデルがある場合には，尤度を比較  

して検討を進める．これらを総合してベイズモデルを  

構成することも可能であり，事前分布の未知パラメー  

タ（ハイパーパラメータ）に最尤法を適用することも  

可能である．   

ベイズモデルでは，データ分布♪（∬lα）のパラメー  

タαの次元を低く保つ必要はない．データズの次元  

（データ長）よりも高い次元のパラメータを持つデー  

タ分布による時系列の季節調整の実現が，このような  

モデルの実用性を実証した［2，3］．AICの示した対数  

尤度の客観性あるいは間主観的（intersubjective）な  

性格が拠り所となって，複雑なべイズモデルの組織的  

な取扱いが可能になったと筆者は考えている［4］．  

5．MDL規準について   

1972年1月，R．Kalmanに招かれてフロ1）ダでの  

システム理論のシンポジウムに参加した筆者は，自己  

回帰モデルの次数決定に関連してAICの簡単な解説  

を行った．参加者の中でこの話に最も興味を示したの  

が］．Rissanenである．その後，符号化あるいは複雑度  

（complexity）の視点から，モデル評価の議論を試みて  

いるが，MDL関係の仕事をまとめた書物［6］によっ  

て，その考え方の大要を迫ってみよう．  

MDL規準は，  

MDL（k）  

＝－log（P（x］a。）p（a。））＋（k／2）log n   （5）  

のように定義される．ただし，α。は最尤推定値，々はパ  
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を生み出すに必要な計算機入力の長さ，すなわち符一号  

長，を用いて，系列の確率を定義することを初めて提  

案したのはR．J．Solomonoffである．1974年に筆者が  

ハーバード大学で行ったセミナーに出席してAICに  

興味を示し，1976年の再会の際には，自身の方法を多  

項式の次数決定に適用したことを話してくれたが，結  

果は公表されていない．連続変量の取り扱いに内在す  

る困難を示唆するものであろう．  

6．馴C規準について   

1979年の夏学期，筆者はスタンフォード大学統計学  

科で情報量規準とベイズモデルの利用について講義を  

行った．聴講者の中にいたG．Schwarzは，やがてベイ  

ズ的な枠組みに基づくモデル選択の規準（BIC）を導出  

し，AICに最適性はありえないとする論文草稿が筆者  

あてに送られてきた．   

この論文がAnnals of Statisitics（Vol．6，1978）に  

掲載されるに際して，筆者はEditorに手紙を送り，  

BICによるモデル選択は，悪意的な事前分布に対応す  

るものであり，最適性の主張には問題があることを指  

摘した．しかし何らの対策もとられず，BICはAICを  

否定するものとの誤解が広ま 

複数のベイズモデルがあるとき，ノ番目のモデルの  

尤度を♪（ズけ）と表示すれば，このモデルの事後確率  

は，モデルの事前確率を♪（ノ）として  

♪（プレ）＝♪（ズlノ）♪（ノ）／∑♪（ズlノ）♪（ノ）  

で与えられる．ただし∑はノについての総和を示す．  

log♪（ノレ）＝log♪（∬け）＋log♪（ノ）＋月「■  

と表示すれば，データ数 〃が大となるにつれ，右辺第  

1項の対数尤度が第2項に比べて支配的になり，これ  

がモデルの相対評価の規準となる．   

データ分布♪（ズlα）と事前分布♪（α）で定義される  

ベイズモデルの尤度は式（4）により  

♪（ズ）＝／♪（ズlα）♪（α）血  

で与えられる．Schwartzは特定のモデルについて，パ  

ラメータαが々次元空間に制約される形の事前分布  

に従うとき，その対数尤度が  

log∠）（ズlα。）一（々／2）log乃＋斤  

の形になることを示した．尺は乃とともに増大するこ  

とのない部分であるから，これを無視することにして  

残りを（－2）倍すれば  

BIC＝（一2）最大対数尤度十々log〃  

が得られる．   

この結果は，AICの定義における2々を々log〝で  

（17）3日   

ラメータαの次元，乃・はデータの個数，すなわちズの  

長さである．モデルに基づく符号化によるデータズの  

符号の長さは，⊥（ズ，α）＝⊥（ズ】α）＋⊥（α）によって与え  

られる．上（ズlα）＝－log♪（ズlα），⊥（α）ニーlog♪  

（α）－∑4である．めは，♪（α）をヒストグラム状に離散  

化するための，αのノ→成分の離散化（粗い数値化）の  

単位幅である．∑はノ＝1，・‥，々に対する総和を表わす．  

符号長を最短にするモデルに対する⊥（ズ，α）の値は，  

αに関する最小化により  

min。（Llog p（xla）－logJ）（a）－∑log d，〉  

で与えられる ．この時のαの値（事後分布のモードに  

あたる）をα♪とする．   

離散化したαの中で⊥（∫，α）を最小にするものをα。  

とすれば，離散化の誤差のために  

⊥（∬lα。）＝⊥（∬l〟♪）＋（1／2）e’〟g  

のように符号の長さが増大する．ただし，e＝α。－α♪で  

ある．ここで，eをd＝（dl，威，‥・，広）で置き換え，  

（1／2）d’⊥d－∑log4  

を最小にするように4を決める．〟＝乃5と置けば，最  

適幅が4＝ひ炉l／2の形で与えられる．このとき  

∑logめ＝（々／2）log犯十0（1）  

が成立し，〝とともに増大する部分だけに注目すると   

′ ⊥k，α。）＝→log♪（∫lαp）＋（ゐ／2）log〝・  

となり，MDL規準が得られる．♪（α）がαクの近傍で平  

坦であると仮定すれば，α♪＝α。（一最尤推定値）となるか  

ら，式（5）の形になる．ただし，ここではlogJ）（α。）は無  

視されている．   

上記の導出の過程から，MDL規準は，パラメータを  

離散化して符号化することを考えた結果，最尤推定値  

の近傍での対数尤度関数の動きが評価されて現われた  

ものに過ぎないことが分かる．計算機の桁数が十分あ  

るときに，パラメータの他を粗雑に区切り直すことは，  

統計理論の立場からは無意味である．したがって，  

MDLの根拠は統計学的に見れば無意味である．   

Rissanenは，最終的にはstochastic complexityな  

る概念を提案しているが，これはベイズモデルの対数  

尤度の符号を変えたものにすぎない．一般的なべイス  

モデルの適用に際しては，データは乃次元空間からの  

サイズ1のサンプルと考えるべきであるから，logプ7  

は無意味となる．結局，MDLは統計学的には無意味な  

状態にとどまっている．   

符号化理論は，本来離散的な符号の取り扱いのため  

に考案されたShannonのエントロピーが基礎にあり，  

連続的な変量への適用には注意を要する．記号の系列  
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る．BICの利用を受け入れる人は，精度が同じデータ  

でも，乃によって見方を変える立場に立っているので  

ある．同形のMDLをはじめ，いわゆるモデルオーダー  

の決定に一致性（consistency）を示すその他の規準の  

利用者も同じである．   

BICは，パラメータの値に比べて最尤推定値の誤差  

幅が極度に小さく，有意なパラメータと，そうでない  

ものとが，容易に識別できる状況に対応するモデルか  

ら得られている．これに対してAICは，有意性がよう  

やく認められる程度のパラメータの取り扱いに注目し，  

誤差の影響に埋没しそうになるところまでモデル化の  

可能性を追及しているのである．  

7．おわりに  

AICの導入により，Fisherが統計理論の対象外とし  

た分布形指定の問題が，モデルの比較検討を通じて組  

織的に処理されるようになった．歴史的に見ると，モ  

デルの提案が統計的解析の中心課題であることを明ら  

かにしたことが，AICの主な貢献である．MDLとBIC  

を廻って生じた誤解は，数式の具体的意味の理解の欠  

如が招く危険を示す，教訓的な事例を提供している．  
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置き換えるものであり，したがってAICによるモデル  

選択に最通性はあり得ないと言うのである．   

Schwarzの取り扱ったベイズ的な構造では，モデル  

の事前確率♪（カ とともに，パラメータの事前分布♪  

（αけ）もデータ数乃に無関係に一定とされる．これは，  

事前情報の完全利用を目指すべイズ的接近の立場から  

は悪意的な制約である．データの観測以前に乃が未確  

定であれば，事前分布上してα，ム 邦の分布を  

♪（α，ノ，乃）＝♪（αけ，乃）♪（ノl乃）♪（乃）  

のように考え，データが与えられたときには，乃で条件  

づけられた♪（αけ，犯）♪（ノ】調）を事前分布として用いる．  

このように，乃に依存する事前分布を用いることが，  

ベイズ的な立場からは自然なのである．   

簡単な例について具体的に検討してみよう．データ  

ズ＝（ズ1，ち，…，ズ乃）について，各ズiは互いに独立に平均  

α，分散1の正規分布に従うものとする．ガ＝（1／乃）∑弟  

とすれば，ズのデータ分布は  

♪（∬lα）＝C（ズ）exp（－（乃／2）（ズーα）2）  

の形に書ける．♪（α柏）として，α＝0に確率1を与える  

分布，♪（αll）として，平均0，分散4／犯の正規分布を  

考える．データの算術平均ズは，平均α，分散1／乃の  

正規分布に従うから，後者の標準偏差は，Ⅹの標準偏  

差の2倍である．   

これらふたつのベイズモデルについて，その尤度を  

計算してみると，それぞれ，C（x）exp（－nX2／2），C  

（∬）（5‾1′2）exp（一札方2／10）となる．これより，乃ズ2＞  

（5／4）log5（＝2．01）であれば，♪（αll）の与えるモデル  

の事後確率がa＝0とするモデルのそれよりも大きく  

なる．これは，AICによるa≠0の判定条件，札方2＞2  

と，ほとんど完全に一致する．このモデルを 々次元ベ  

クトル観測値に拡張すれば，AICの一般的な形に対応  

する結果が得られる．   

BICによるα≠0の判定条件は，札方2＞log乃，とな  

る．これを，仮説α＝0の検定と考えると，犯＝7の場  

合，AICによる判定とほぼ同じく，ズの0からの偏差  

が標準偏差の1．4倍程度で有意と判定されるが，乃＝  

1000になると，標準偏差の2．5倍でも有意とされず，  

有意性の判断基準が乃に依存して変化することにな  
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