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やさしい待ち行列 (2) 一一等間隔運転は待ちを減らす

高橋幸雄
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前回は流体モデルを使って、サービス要求量が処理

能力を上回ったときにおきる待ち行列の性質について

調べました。今回は、パスや電車が等間隔で運転する

のとバラバラな間隔で運転するのでは、待ち時聞がど

う違ってくるのかを見てみましょう。

このような議論にはどうしてもランダムネスの概

念が必要です。そのために確率を使わざるを得ませ

ん。確率と聞くと難しい式がいっぱい並んでいるのを

思い出して、それだけで厭になってしまう人もいるか

もしれませんが、ここでは平均やモーメントなどごく

簡単なものしか使いませんので、ぜひお付き合いくだ

さい。確率によってモデルの幅がぐっと広がることが

おわかりいただけると思います。

1. パスや電車の待ち時間

まずパスや電車での待ち時間を考えてみましょう。

等間隔で到着するパス

パスが一定の間隔、たとえば 5 分間隔、で到着する

バス停を考えましょう(図 1)。のっけからクイズです。

クイズ 1

あなたがパスの時刻表を知らずにバス停にやっ

てきたとすると、つぎのパスがくるまでに平均、

どのくらい待たされるでしょうか。

そんなに難しく考えることはありません。この場

合、平均で到着間隔の半分、 2.5 分くらい待たされる、

ということは直感的にわかるでしょう。

これを確率論的に説明すると、つぎのようになりま

す。あなたが到着する時刻はパスの到着とは無関係に

決まるわけですから、あなたの到着時刻はパスとパス
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時刻

図1:パスの発車間隔

の問で一様に分布すると考えられます。したがって、

あなたの待ち時間の分布は区間 [0 ， 5) 上の一様分布と

なり、その平均は 2.5 分です。むろん、 5 分以上待た

されることは決しでありません。

急行と各駅停車のある電車

では、もう少し難しい問題を考えてみましょう。あ

る私鉄では、ある時間帯、急行と各駅停車が交互に発

車します。ただし等間隔ではなく、急行が発車して 4

分後に各駅停車が発車し、その 6 分後につぎの急行が

発車します(図 2)。ではクイズ、

クイズ 2

あなたは急行でも各駅停車でも、どちらか先に

発車する電車に乗るものとします。ではあなたが

電車の発車時刻とは無関係に駅に着いたとする

と、あなたが駅に着いてから電車が発車するまで

に平均どのくらい待たされるでしょうか。

電車は平均すると 5 分に一本の割合でくるのです

から、前のパスのときと同様、その間隔の半分 2.5 分

だけ平均で待たされる、と考えた方がおられるかもし

れません。実はもうちょっと待たされるのです。

まず、あなたは急行と各駅停車のどちらに乗る可能

性が高 L、かを考えてみてください。図 2 から、 6:4 で

オペレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



告 各 告 各 告 各'1ニρ 'l!.、 ，じρ

行 停 行 停 行 停

図 2 電車の発車間隔

急行に乗る可能性が高いことがわかります(だから急

行は混むんですよね)。急行に乗るときは平均で 3 分

待たされるし、各駅停車に乗るときは平均で 2 分しか

待たされないのですから、結局あなたが待たされる平

均時間は

E{W}=JL X3+ 土 X 2 = 2.6 (分)
10 10 

となって、 2.5 分よりすこし長くなるのです。最大の待

ち時間も 5 分ではなく 6 分です。

このように、完全な等間隔でくる場合とそれから少

しずれる場合とでは、等間隔でくる場合の方が客の待

ち時間は少なくなるということがわかります。ただこ

の場合は、その差はそれほど大きくはありませんロ

2. ランダムな到着

それではもっとぱらつく場合として、パスの到着間

隔が指数分布にしたがうときを考えてみましょう。

クイズ 3

パスの到着間隔が互いに独立で平均 5 分の指

数分布にしたがう場合、あなたがパスの到着とは

無関係にバス停に着いたとすると、あなたの待ち

時間の平均はどのくらいでしょうか。

この場合も平均で 5 分に l 台の割でパスがくるので

すから、待ち時間はだいたい平均 2.5 分、一定間隔で

はないので少し長くなってもおよそ 2.7 分か 2.8 分く

らい、と考えられた方が多いのではないでしょうか。

じつはもっと待たされるのです。このことをみるため

に、指数分布独特の性質を説明しておきましょう。

指数分布の無記憶性

指数分布の特徴は“無記憶性"とか“マルコフ性"

とか呼ばれる特有の性質です。確率変数 X が任意の

1995 年 12 月号

x>O に対して P{X>x}=eーαz となるとき、 X の

分布をパラメータ白の指数分布といいます。この分

布の平均は 1/白です。このとき任意の正数 z と y に

対して、つぎの式が成り立ちます。

P{X > x+ylX > x} = P{X >ロ (1)

実際、左辺は「条件 X > x のもとで X > x+y とな

る条件付き篠率」ですが、条件付き確率の定義から

P{X > x+ylX > x} 

= P{X>x+y , X>x}/P{X>x} 

P{X > x 十 y}/P{X>x}

二 eーα(x+ν) /ε ー αz 二 fαU

となり、 (1) の右辺と等しくなります。

(1) の性質は、公衆電話をかけている人をイメージ

すると、つぎのように解釈できます。

X をある人の通話時間としましょう。その人が話し

始めてから z 時間たったときに次の人が電話をかけよ

うとして、公衆電話のところにきたものとします。す

ると(1)の左辺は、後からきた人が u 時間以上待たさ

れる確率を表しています。ところが右辺は、いままで

に z 時間話していたことは忘れてしまって、その時点

から話をはじめて、 ν 時間以上話をする確率です。こ

れらが等しいのですから、“後からきた人がどれだけ

待っか"ということに関しては、“それまでどれだけ

話をしていたか"ということは無関係になるのです。

クイズの答えに戻りましょう。パスの到着間隔は指

数分布ですから、この無記憶性から、あなたの待ち時

間は、直前のパスがいつ行ってしまったかには無関係

で、前のパスが発車した直後にあなたが到着したと考

えたときの待ち時間、つまりパスの到着間隔、と同じ

分布にしたがいます。ですからあなたの平均待ち時間

はパスの平均到着間隔と同じ 5 分です。したがってあ

なたはパスが等間隔でくる場合の 2 倍も待たされる

のです。

ポアソン過程

ここでの到着パターン、つまり到着間隔が互いに独

立で同ーの指数分布にしたがうような到着パターン

はポアソン過程と呼ばれ、確率論的に最もランダムな

到着パターンと考えられています。これは次のような

考察からわかります。

いま α を考えているポアソン過程のパラメー夕、日

を大きな正整数、 T を n/白として、時間区間 (O ， T) を
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考えます。この区間の中に、 n 個の点をランダムにば

らまきます。つまり、ひとつひとつの点をEいに独立

に (0 ， T) 上の一様分布にしたがってとるのです。これ

らの点の位置を小さい順にふ， 52 ，・・・ ， 811. とすると、

これらの点によって分割されてできたね+ 1 個の小

区間

(0 , 5J), (51 ,52) , ••• , (5n -l , 5n ) , (5n , T) 

の長さの分布はみな同じになります(これはちょっと

不思議な性質ですが、対称性をうまく使うと証明でき

ます)。ここで n →∞とした極限を考えると、これ

らの小区間の長さは互いに独立になり、共通の分布は

パラメータが白の指数分布になります。実際、最初の

区間 (0 ， 51 )の長さの分布を考えると、

P{51 > x} P{n 個の点が (x ， T) に入る}

(平r = (1 一千r
e-crx (n →∞) 

と、指数分布であることがわかります。独立性の証明

は少し複雑になりますが、はじめの k 個の区間の長

さの同時分布を考えることによって示せます。

ランダムなときにより長〈待たされる理由

パスの到着がランダムだとより長く待たされる理

由を考えてみましょう。これにはパスの到着間隔 X が

ある確率密度関数 f(x) をもっ分布にしたがうものと

して、平均待ち時間を計算してみるとよいでしょう。

まず、パスとパスの間隔が長いときと短いときで

は、あなたはどちらのケースに出会いやすいか考えて

みてください。急行電車と各駅停車の場合には 6 分と

4 分の 2 種類の間隔があって、それらに出会う確率は

それぞれ 6/10 と 4/10 でした。このように、一般に

あなたが長さ z の間隔に到着する可能性は z に比例

すると考えられます(ここが一定でないことが直感を

狂わせる原因になっているのです)。

ところで長さ z の区間が出現する可能性は確率密

度関数 f(x) で与えられますから、あなたが長さ z の

間隔の聞に到着する可能性は z と f(x) の積に比例す

ることになります。これを表す確率密度関数を g(x) = 

Kxf(x) と書くと、比例定数 K は g(x) の [0ヲ∞)での

積分が 1 となるように決められます。 X の期待値は

rC泊

E(X) = I xf(x) dx 

718 (44) 

ですから、 K = l/E(X) であることがわかります。

このように、あなたが長さ z の間隔に到着する確

率密度関数は g(x) = xf(x)/E(X) で、このときの(条

件付き)平均待ち時聞は x/2 です。あなたの平均待ち

時間 W はこれらの積を [0，∞)で積分すれば求められ

ます。

= jO3Eg(z)dz= ー土7\ /∞ x 2 f(x) dx 
ん 2 ,,,-, --- 2E(X) ん

_ E(X2) 
(2) 

- 2E(X) 

ここで E(X2 ) は X の 2 次のモーメントと呼ばれる特

性量で、分散とは E(X2) = V(X) + {E(X)F という

関係にあります。

このように、平均待ち時間 W は X の 2 次のモー

メントを平均の 2 倍で割ったものになっています。で

すから、待ち時間は到着間隔のばらつきが大きいほど

長くなるわけです。 E(X2 ) を実際に計算してみると、

到着間隔が一定の場合には W = E(X)j2 となり、指

数分布にしたがうときは W = E(X) となることが確

かめられます。

ダンゴ運転のときの平均待ち時間

(2) から、平均到着間隔が同じならば、到着間隔が

一定のときがもっとも待ち時聞が小さいことがわかり

ます。ランダムな到着のときは、平均待ち時間は一定

間隔のときの 2 倍ですが、これが最大というわけで

はありません。意地悪な例を作ればいくらでも平均待

ち時間を大きくできるのです。たとえばダンゴ(団子)

運転をしているときを想定して、大きい m に対して

〆 α

4 円l

X={ 
mα 

確率 mーで
m+  1 

確率で
m+  1 

という分布を考えてみましょう。これは平均して m+l

固に 1 回、 mα という長い区間が出現し、それ以外は

。/m という短い区間が続く、というケースです。短い

間隔が続いている問、ダンゴ状態になっていると考え

ます(固め。

この到着間隔 X の期待値は日で、 2 次のモーメン

トは E(X2) = (m3+1)a2/(m2+m) です。したがっ

て平均待ち時間は (2) から

W=~与Lα 白竺α(m か大きいとき)
2(m2 + m) 

と、一定間隔のときのおよそ m 倍になります。これ

は m が大きければ、あなたの到着はほとんどの場合
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関 3: パスのダンゴ運転

ダンゴとダンゴの間に入ってしまって、つぎのダンゴ

がくるのを待たなければならない、という状況を反映

しています。

このようにダンゴ運転では、等間隔運転に比べては

るかに長い時間待たされるのです。

3. 電車は混むと選れる

これまで、パスや電車が等間隔で到着しないと客は

より長く待たされることをみましたが、じつはそれが

原因となって混雑と遅れの正のフィード、パックが出現

することがあります。

電車の遅れと混雑

たとえば東京の山手線や大阪の環状線を思い浮か

べてください。電車が混み出すと、乗客の乗り降りに

よけいに時間がかかるようになります。すると電車は

すこし遅れ気味になって、前の電車との間隔が少しだ

け長くなります。するとつぎの駅で乗ってくるお客の

数がそれだけ多くなり、これがさらなる遅れの原因と

なります。これを繰り返しているうちに、混雑による

遅れは雪だるま式にふくれあがってしまいます。

電車遅れのモデル

この現象をごく簡単なモデルで考えてみましょう。

各駅は等間隔に配置されていて、客の到着率や降車割

合は皆全く同じとします。平常時には電車は等間隔で

運転され、スムースに客をさばくことができます。あ

るとき、なにかの原因で 1 台の電車が遅れはじめたと

しましょう。この電車の乗客数と遅れ時聞がひと駅ご

とに変わっていく様子を考えます。

いま、注目している電車が m 人の乗客を乗せて前

の電車の s 分後にある駅を発車したものとします。こ

の電車が次の駅を発車するときの乗客数 m' と前の電

車との間隔どは

(m'=(l ー β)…
s' ニ s + b(βm+rs)-c 

1995 年 12 月号

s 

図 4 電車の乗客数と運転間隔の推移

となると仮定しましょう。この式は次のような考えか

ら導かれています。

次の駅では乗客 m 人のうち βm 人が降り、ホー

ムで待っていた m 人の客が乗り込みます。したがっ

て新しい乗客数は m ー βm+ rs となります。ここで

T は単位時間当たりの客の到着率で、 rs は前の電車

が駅に着いてからこの電車が釈に着くまでに到着し

た客の数を表します。発車間隔 s' は、それまでの間

隔 s から、前の電車の客の乗降に必要な時間 c (前の

電車は平常に運転しているものとしてこれは定数と

して扱います)を 51~ 、て、この電車の乗降に必要な時

間 b (βm + rs) を加えたものになっています。ここで
は、乗降に必要な時間は乗降客数に比例するものとし

ていますが、もっと実際に近い関数を導入することも

可能です。ただ、この関数の形は以下の議論ではあま

り本質的ではありませんので、ここでは簡単なものに

しておきましょう。

(3) 

パラメータの値を適当に決めて (3) による (m ， s) か

ら (mヘ s') への動きを図示すると、図 4 のようになり

ます。横軸が s で、縦軸が m です。この図の中央に

は(不安定な)不動点 A が 1 つあって、そこを通る斜

め右下がりの直線の上と下では、 (m ， s) の動きが全く

違ってきます。

この斜めの直線から右上の領域にある点からスタ

ートすると、線に沿っていずれ斜め右上の方向へ出て

いってしまいます。これは電車の間隔が開き乗客の数

が大幅に増加することを意味します。逆に斜めの直線

の左下からスタートすると、電車の間隔は縮まり乗客

(45) 719 
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の数も減っていきます。

平常時の電車の間隔と乗客数は、おそらく不動点の

すこし左下にあるはずです。このあたりでは、放って

おけば電車の間隔はだんだん狭くなるのですが、そう

はならないように各駅で少しずつ発車時刻を遅らせ

て調整しています。

何かの原因で (m ， s) がこの斜めの直線の右上にで

てしまったときが問題です。放っておけば前の電車と

の間隔はどんどん開き、後続の電車との間隔が詰ま

ってきます。すると後続の電車も遅れるのでその後と

の間隔も縮まります。このように、山手線を走ってい

る電車はいくつかのダンゴにかたまってしまいます。

ダンゴのスピードは先頭の電車のスピードでおさえ

られますから、単位時間に運べる客の数、という意味

で、山手線全体のサービス能力が低下して、集まって

くる客をさばききれなくなります。こうなると駅のホ

ームには人があふれ、駅の外ではホームに入れない人

が騒ぎだす、という最悪の事態になるわけです。

このように混雑と遅れの聞に存在する正のフィード

バックは、朝のラッシュアワーの電車の運行に大きな

障害となります。では、

クイズ 4

図 4 の B のような状態になったとき、事態をこ

れ以上悪化させないで平常状態に近つe けるには、

どのように対応策をとったらよいでしょうか。

図 4 から明らかなように、何とかして状態を斜線

の左下の領域へ移動しなければなりません。それには

m を下げるか s を小さくするかです。乗っているお客

さんに降りてもらうわけにはいきませんので m を下

げるのは難しいのですが、 s は簡単に下げられます。

「前を走っている電車の発車を意図的に遅らせる」

のです。これはじつにうまい手でしょう。この手の効

果は絶大で、電車に乗るときによ 4 注意していると、

JR でもしばしばこれを使っていることがわかります。

読者の中には、乗客の乗降にかかる時間を短くする

ため“尻押し"や“はぎとり"をすることを考えた方

もおられるかもしれません。また、入場制限や他の私

鉄や地下鉄による振り替え輸送を提案される方もお

られるでしょう。 7こだ、これらの対応には手配などに

時間がかかりますし、費用もかかります。まず、前の

電車を遅らせてみて、それでもダメなときにとる子で

720 (46) 

しょう。電車のドアを広くしたり数を増やすこともそ

れなりに効果的ですが、これは突発的な事態に対応す

るというよりは山手線の輸送力そのものを増強する

ことになります。

なお、図 4 の不動点は、式 (3) で m' == nl" s' = s と

おいて解くことにより、 m == c/2bβ ， s == c/2br のよう

に求めることができます。不動点を通る斜線の方程式

は、式 (3) の右辺の変数 m ， s に対する係数行列の固

有値と対応する固有ベクトルに基つeいて求められま

す。計算は少しゃっか L 、ですが、力自慢の方は挑戦し

てみてください。

4. エレベータのダンゴ運転

状況は少し違いますが、高層ビ、ルのエレベータの運

行にも、このような混雑と遅れのフィードパックがあ

ります。何台かの(たとえば 4 台の)エレベータが組

になって、上下に行ったりきたりして、お客さんを各

階に運んでいるものとしましょう。

ここでは簡単のため、どのエレベータも最下階から

最上階まで上行し、また最下階まで降りていくものと

します。つまり途中で向きを変えて引き返すというこ

とはしないことにするのです。こうすると、各エレベ

ータは図 5 のように円運動をしていると考えること

ができ、見通しがよくなります。必要ならば同じ階の

上りから下りにはグルッとまわって時間ゼロで移動で

きるとすれば、途中での引き返しも扱うことができる

でしょう。

もし各エレベータが追い越しをしないことにする

と、このエレベータの動きは山手線とそっくりです。

どんな配置から出発してもしばらくするとかならず

ダンゴ運転になることは容易に想像できます。

じつは、たとえ追い越しを認めたとしても、客の要

求にすべて反応しようとすると、じきにダンゴ運転が

始まってしまいます。前のエレベータとの間隔があく

と途中で待っている客が多くなり、電車と同様の理由

でその間隔はどんどん開いていってしまうのです。最

近、エレベータを自動運転しているデパートがありま

すが、こういうところではダンコe運転がよく見られま

す。みなさんもぜひシミュレーションで確かめてみて

ください。では、

クイズ 5

エレベータのダンゴ運転を避けるにはどのよ

うなオペレーションをしたらよいでしょう。
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:二:

図 5: 円運動するエレベータ

電車と比べて、エレベータの場合には次のような特

徴があります。まず、エレベータでは、動いている状

態から停まって扉を開閉して客を乗降させ、再びスタ

ー卜するのにその運行時間の大部分を消費して、階の

移動や通過にはほとんど時聞がかかりません。 60 階

ものビルの 1 階から最上階まで 40 秒足らずで到達で

きてしまうのですから、本来のスピードはたいへん速

いのです。また、電車と違ってレールに相当する縦穴

がエレベータごとに確保されています。ですから追い

越しゃ通過も自由にできます。エレベータの定員が少

ないことも特徴の一つです。降りる客がし、なければ途

中の階を通過することも可能です。

このように、エレベータは個々の動きの自由度が大

きいので、この自由度を最大限に利用すればダンゴ運

転を避けて効率的に運用することができるはずです。

ポイントは、待ち行列の感覚でいえばサービス率を上

げること、つまり余計なところには停まらず、目的階

までなるべく早く到達することです。これにはある階

で待っている客がし、たら、その客を拾うエレベータを

決め、他のエレベータはそこにはなるべく停まらない

ように仕組むのです。つまり積極的に通過させるので

す。こうすればダンゴ運転にもならず、一定の時間で
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さばくことのできる客の数を大幅に増やすことがで

きます。

昔のエレベータでは(あるいは今でも台数が少な

いエレベータでは)、待っている客にどのエレベータ

が何階にいるかはっきりとわかるようになっていまし

た。ところが最近のエレベータでは、エレベータが到

着する少し前にそこのランプが点灯して客に予告す

るだけで、待っている客にはどのエレベータが何階に

いるかいっさいわからないようになっています。これ

は、せっかく待っているのに目の前を通過されてしま

った客を怒らせないための配慮なのだそうです。なる

ほど、プロはいろいろ考えるものですね。

実際のエレベータは大変複雑な管理プログラムに

よって制御されていて、ダンゴ運転が起きないよう

に、さらには客の待ち時間が大きくならないように工

夫されています。エキスパートシステムなどを取り入

れていろいろな制御ルールを考え、その効果をシミュ

レーションで確かめながら管理プログラムを開発して

いるそうです。

混雑が増すと処理能力が落ちる現象

混みだすと処理能力が減少しどんどん混雑が激し

くなる、という現象は、鉄道やエレベータばかりでは

ありません。道路でもたくさんの車が流入してくると

その処理能力が減少してしまうことがよく知られて

いますし、最先端の情報通信ネットワークの中でもこ

のような現象が起きています。

このような現象はなかなか複雑で、まだモデル化さ

れておらず定量的な解析ができていないケースもた

くさんあります。これらの挙動をきちんと把握するこ

とは大変重要なことですので、若い人にもぜひ挑戦し

ていただきたいと思っています。

本稿の 1 節と 2 節の内容のより詳しい取り扱いにつ

いては [1) をご参照ください。 [1 ')は [1) の第 1 版の翻

訳です。本稿でも図は大学院生の大原久樹君にお願い

しました。次回は標準的な待ち行列モデルについて解

説するつもりです。
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