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置理・・彊

内点法 (4) 一一般の数理計画問題の場合一

水野異治
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1.はじめに

本論では，線形計画問題を一般化した線形相補性問

題 2 次計画問題，非線形計画問題の内点法について

解説する.内点法の理論的な収束性を議論するために，

線形相補性問題が単調であり 2 次あるいは非線形計

画問題が凸であることを仮定する.内点法は，もとも

と凸計画問題などを解く方法として Fiacco and 

McCormik [2] らにより研究された.しかし， Karmarｭ

kar [7] の発表以後，線形計画問題の解法として爆発

的に研究され，さまざまな理論的性質が解析きれ，実

用的に非常に高速な解法となった.そのような状況の

中で凸計画問題を解く方法としても改めて研究され，

理論的な収束性も明らかにされた.

2 次計画問題と凸計画問題を解く内点法には，大き

く分けて 2 つのタイプがある. 1 つは与えられた問題

(またはその双対問題)を解く内点法であり，他方は

主問題と双対問題を同時に解く (あるいは最適条件を

解<)内点法である.前者の内点法は， Karmarkar 以

前から研究きれていた方法の延長線上にあり，罰金関

数を使って説明することができる.後者の内点法は，

Karmarkar 以後に研究され，主双対内点法と呼ばれ

ている.凸計画問題の最適条件が相補性問題とみなせ

ることからも推察できるように，相補性問題を解く内

点法は主双対内点法と多くの共通点を持つ.特に線形

計画問題と凸 2 次計画問題の主双対内点法は，線形相

補性問題の内点法とみなすことができる.

2 節で線形相補性問題 3 節で 2 次計画問題 4 節

で凸計画問題の内点法の枠組みを解説する.本論では，

ノfラメータの値あるいはステップサイズの具体的な決

め方などアルゴリズムの詳細については説明しない.
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それらについては，第 2 回あるいは 3 回で解説した線

形計画問題の内点法と参考文献等を参考にして頂きた

い. 5 節では，これらの問題の内点法の共通点と違い

を簡単に述べ，今までに知られている内点法の理論的

結果についてまとめる.最後に 6 節でさらに広範囲の

問題の内点法について述べる.

2. 線形相補性問題

m と n を正の整数とする.n 次正方行列 M， n 次元

ベクトル q が与えられており， xE R" と Z E R"を変数

ベクトルとする.このとき線形相補性問題は，線形条

件

z=Mx+q, (1) 

相補性条件

Xz=O , 

非負条件

x 二::0， z 二三 0 ，

を満たすべクトルの組 (x， z) を求める問題である.こ

こで X=diag(x) は，ベクトル e= (1 , 1 ,…, 1) T に

対して， Xe=x を満たす対角行列である.この節では

線形条件が(1)のように表わされる線形相補性問題のみ

を取り扱うが，これと異なる線形条件で表わされる問

題も同様に扱うことが可能である.線形計画問題の主

双対問題も，線形条件は(1) と異なるが，線形相補性問

題とみなすことができる.線形相補性問題の内点とは，

正の点 (x， z) > 0 のことをいう.また，線形条件(1)を
満たすとき，点 (x， z) が実行可能であるという.

行列 M が半正定値行列である，すなわち任意の x

に対して xTMx 主主 O が成立すると仮定する.このとき，

単調な線形相補性問題という.線形相補性問題の相補

性条件 Xz= 0 をパラメータ μ>0 を使った条件
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Xz=μe に置き換えた問題

z=Mx+q, 

Xz=μe ， 

x>O , z>O 

(2) 

を考える.ここで，条件 XiZz'==μ よりめとみが O となら

ないので，非負条件を正の条件 x>O ， Z>O に置き換

えた.実行可能内点が存在するならば，この問題の解

が唯 1 つ存在する.それを (x(μ ) ， Z(μ)) と表わし，

センターと呼ぶ.センターの集合

p={ (x(μ) ， Z(μ)) :μ> O} 

は，線形計画問題の場合と同様になめらかなパスであ

り，センターパスと呼ばれる.μ が O に近づけば，セン

ターパス上の点 (x(μ) ， z (μ)) が 1 点 (x* ， z*) に収

束しその点は線形相補性問題の解である.

内点法では，初期内点 (XO， ZO) が与えられたとき

に，内点、の列 { (x" Zk) }を生成する.ここで，初期点

が実行可能とは限らないインフィージブル内点法につ

いて，第 h 反復自の内点 (x\ Zk) が得られていると

仮定し，次の内点 (Xk+l， Zk+l) の求め方を説明する.

パラメータ μ の値を定めて，点 (xk， Zk) においてセ

ンターを定める方程式系(2)にニュートン法を適用した

ときの探索方向(ムムムz) を求める.すなわち，線形

方程式系

llz-M llx= 一 (zk-Mxk-q) ，

Zkムx+Xkムz= 一 (XkZk-μe)
(3) 

の解 (llx， ムz) を計算する.次にステップサイズ α を

定めて，次の点

(xk+" Zk+l) = (X k, Zk) + α(ムx， llz) (4) 

を求める.以上の議論をまとめれば，線形相補性問題

を解くインフィージブル内点法は，次のようなステッ

プからなる.

線形相補性問題のインフィージプル内点法

ステップ o :初期内点を (XO ， ZO) とし ， k= 0 とする.

ステップ 1 :μ の値を定めて，方程式系 (3) の解

(llx， ムz) を計算する.

ステップ 2 :ステップサイズ α>0 の値を定めて，次

の点を(4)により求める.

ステップ 3 : k を 1 増加して，ステップ 1 へいく.

ここで，反復ごとのパラメータ μ とステップサイズ

α の決め方を変えることにより，さまざ、まなアルゴリ

ズムを作ることができる.線形計画問題を解く Lustig
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et al. [14] のアルゴリズムを線形相補性問題の場合に

も適用すれば，定数 ô E (0， 1) を定めて，第 k 反復目

ではパラメータ μ=δ (Xk) Tzk/n とする.ステップサ

イズは，定数 λ E (0，1)と非負条件を満たす最大ステ

ップサイズ

α=max{α (x.， Zk) 十 α (llx， ムz) 註 O}

に対して ， a== λα とする.このアルゴリズムによって

生成される点列が解に収束するという保証はない.理

論的に収束するようなアルゴリズムとするためには，

線形計画問題の場合と同様に，センターパスの近傍あ

るいはポテンシャル関数を使いステップサイズを求め

る必要がある.

3. 2 次計画問題

標準型の 2 次計画問題は，

最4小、化凸+;f
(5) 

制約条f件牛 Ax=b, x~注主 0

左表わきれる.ここで C E R n, b E Rmであり ， Q は η

次の対称、行列， A は mn 行列である.行列 A の階数が

m であり ， Q が半正定イ直行列であると仮定する.これ

を主問題とするとき，その双対問題は，変数 X E R n, 

Y E Rm とスラック変数 Z E Rnをもちいて

最大化 bう÷均
制約条件 ATy 砂+z=c， z 注 O

と表わされる . x が主問題(5)の最適解，そして (x， y ， z) 

が双対問題の最適解ならば，条件

Ax=b, 
ATy_QX+Z=C, 

Xz= 0 , 

x ミ 0 ， z 注 O

(6) 

が成立する.この条件を満たす変数 (x， y ， z) を求め

る問題を 2 次計画問題(5)の主双対問題という.逆に，

(x, y , z) が主双対問題の解ならば， x と (x， y ， z) は

それぞれ主問題と双対問題の最適解である.この主双

対問題(6)は，線形条件は異なっているが，前節で述べ

た線形相補性問題とみなせる.したがって，線形相補

性問題を解く任意のアルゴリズムを使うことにより，

2 次計画問題とその双対問題を同時に解くことができ

る.

次に，主問題のみを解〈内点法を解説する.線形計

画問題の場合と同様に n 次元ユークリッド空間の正

(35) 509 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



象限 R!=={XE Rn: x注 O} の対数罰金関数

n 

ρ(x)=21ln(xa) 

を導入する. 2 次計画問題(5)の目的関数にパラメータ

μ>0 を重みとして罰金関数ρ を加えた問題

最小化 耐を均+μpω

制約条件 Ax==b, X>O 

(7) 

を考える.これは凸計画問題である. 2 次計画問題(5)

とその双対問題に実行可能内点が存在すると仮定する.

このとき，問題(7)は唯 1 つの最適解を持つ.問題(7)の

最適条件は，市11約条件 Ax=b の乗数を Y E Rm とすれ

lま

Ax=b, 

c+ Qx μX-1e-A Ty=0， 

x>O 

と表わされる . z=μX-1 e とすれば，

Ax==b, 

Aら一助+z=c，

Xz==μe， 

x>O, z> 0 

(8) 

と書き換えられる.これは，主双対問題の相補性条件

Xz=O を条件 Xz=μe に置き換えた問題である.この

問題の解を (x(μ) ， y (μ) ， Z (μ) )とする . x(μ) は凸

計画問題(7)の唯 1 つの解であり，センターと呼ばれる.

任意の μ>0 に対して，センタ-x(μ) が唯 1 つ存在

するので，集合 P={x(μ) :μ>O} はノ fスになる.こ

れを主問題のセンターパスと呼ぶ.問題(8)は， μ → O の

ときに主双対問題(6)に一致する.このことから推察で

きるように， μ → O のとき x(μ) は主問題(5)の最適解

に収束し， (y(μ) ， z(μ)) は双対問題の最適解に収束

する.

問題(5)のパス追跡アルゴリズムは，初期パラメータ

値〆>0 とセンタ -x(μ。)の近似点 XO が与えられた

とき，数列 {μ k} と {Xk} を生成する.このとき，〆

が O に収束し ， Xkが問題(7)の最適解 x(μ k) の近似解と

なるように点列を生成する.その結果，〆が十分小き

くなったときに得られる点 Xkが問題(5)の近似解とな

る.このアルゴリズムのステップは，次のように表わ

される.

2 次計画問題のパス追跡法

ステップ o :初期パラメータを μ0> 0 ，初期内点を XO

510 (36) 

とし ， k=O とする.

ステップ 1 :〆+1 E (0，〆)を定める.

ステップ 2 : Xk を使い， μ=μ k+lのときの問題(7)の近

似解 XH1を求める.

ステップ 3 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

このときのパラメータ μhの更新方法と問題(7)の近

似解法についてはきまざまな方法が提案されている.

4. 凸計画問題

Y E Rmを変数とする凸計画問題

最小化 Jo(y) 

制約条件 fi(y) 孟 0 ， i= 1 , 2 ,… , n 
(9) 

を考える.ここで，すべての関数点 (y) (i= 0 , 1 ,…, 

n) が 2 階連続微分可能であり，さらに凸関数である

と仮定する.凸計画問題は，このように制約条件が不

等式で表わされる場合が一般的である.等式制約を含

む問題も扱うことができるが，議論を簡単にするため

上記の問題のみを対象とする.制約条件を等号でなく

厳密、な不等号fi(y) < 0 で満たす点 y を(実行可能)内

点という.この問題に対応するラグランジュ関数は

L(y, x) =Jo (y) 十三 xぷ (y)

である.このとき，問題(9)の最適条件 (Karush-Kuhn

-Tucker 条件)は，

\1yL(y , x) = 0 , 

五 (y) 三三 0 , i=l , 2 , … n 

xぷ (y)=O ， i=l , 2 , … n 

x 二三 O 

と表わされる . \1yL を具体的に表現して，スラック変

数 z を導入すれば，

マ'10 (y) + ~7~1 XiYメ (y) = 0 , 

fi (y) + Zi = 0 , i = 1 , 2 ,… . n 

XZ= 0 , 

xミ 0 ， z 注 O

。0)

となる.ここで、， x== (Xl' X2' … Xn)T , Z= 

(Zl' Z2' …, Zn)T, X=diag(x) である.この問題

は，非線形相補性問題とみなすこともできる.内点法

でこの問題を解くために，相補性条件 XZ= 0 をパラ

メータ μ>0 を使った条件 XZ=μe に置き換えた問題
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V'Jo (y)+~7~lXiマメ (y) = 0 , 

J; (y) + Zi = 0 , i = 1 , 2,… n 

XZ=μe， 

x>O , z>O 

を考える.線形相補性問題の場合と同様に，適当な条

件(実行可能内点、が存在すること)を仮定すれば，こ

の問題の解 (x(μ) ， y (μ) ， Z (μ)) が唯 1 つ存在する.

それをセンターと呼ぴ，センターの集合をセンターパ

スと呼ぶ. μ → O のとき，センターパス上の点は問題

(10)の解に収束する.したがって，パラメータ μ を減少

きせるステップと問題(11)の近似解をニュートン法で求

めるステップを交Eに行なうアルゴリズムにより，凸

計画問題(9)の近似解を求められる.

主問題のみを解く内点法も 2 次計画問題の場合と同

様である.すなわち，凸計画問題(9)に μ を重みとして

対数罰金関数を加えた問題

最小化 Jo(y) -~7~1μln( -J;(y)) 

制約条件 J; (y)<O ， i= l, 2 , …, n 

を考える.この問題の最適条件は，

マ\ (y)
内 (y) 一幻4告す

J; (y)<O , i= l, 2 , … n 

と表わされる . Zi= -J;(y) , Xi= 一μ/fi(Y) (i= 1 , . 

2 ,… , n) とすれば，これは問題(11) と一致する.した

がって，問題(12)の最適解は y(μ) であり， μ → O のとき

に凸計画問題(9)の解に収束する.センターパス p=

{y (μ) :μ> O} を追跡することにより問題(9)を解くア

ルゴリズムのステップは，次のように表わされる.

凸計画問題のパス追跡法

ステップ o :初期パラメータを μ0> 0 ，初期内点を yO

とし ， k= 0 とする.

ステップ 1μk+l E (0 ，〆)を定める.

ステップ 2 : yk を使い， μ=μ刊のときの問題(1自の近

似解 yk+l を求める.

ステップ 3 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

5. 内点法の収束性

線形相補性問題 2 次計画問題，凸計画問題の内点

法を解説したが，アルゴリズムとしての基本的な枠組

みがどの問題の場合にもほとんど同じであることに気

づかれたことと思われる.すなわち，主双対問題ある

1995 年 9 月号
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いは相補性問題を解く内点法は，相補性条件 XZ= 0 

をパラメータ μ を使った条件 XZ=μe に置き換えた

問題の近似解をニュートン法で求めるステップと μ

を O に収束するように減少きせるステップを繰り返す.

また，主問題を解〈内点法では，パラメータ μ を重み

として罰金関数を目的関数に加えた問題の近似解を求

めるステップと μ を O に収束するように減少させる

ステップを繰り返す. しかしながら，初期点の求め方，

パラメータ μ の更新方法，ステップサイズの決め方，

そしてそのときのアルゴリズムの理論的な収束性など

は問題により異なる.

単調な線形相補性問題の内点法(あるいは凸 2 次計

画問題の主双対内点法)については，線形計画問題の

主双対内点法の場合とほとんど同じように理論的な収

束性が成り立つ.たとえば，実行可能内点を初期点と

して使う場合に，パス追跡法の反復回数が 0( ，，1五L)

となることを Kojima et al. [31] , Monteiro and 

Adler [43] が示し，ポテンシャル減少法の反復回数が

0( ，，1五L) となることを Kojima et al. [32] が示し

た.また，インフィージブル内点法の反復回数が

O(nL) で抑えられることを Mizuno et al. [36] , 

[42] , Potra [45J が示した.異なっているのは，線

形計画問題では主問題の変数と双対問題の変数につい

てそれぞれ別のステップサイズを使う場合の内点法も

研究きれているが，相補性問題と 2 次計画問題の内点

法では同ーのステップサイズを使うアルゴリズムのみ

解析きれていることと，強相補解が存在しない場合の

局所的収束性についての結果である.その理由は，線

形計画問題では主問題の変数と双対問題の変数が実行

可能性に関して独立であるが，線形相補性問題ではE

いに依存しているからである，そして線形計画問題で

は常に強相補解が存在することがわかっているからで

ある.ここで，強相補解とは，任意の i に対しておとん

のうち一方が O であるが，他方が必ず正となる解のこ

とである.線形相補性問題に強相補解が存在すること

を仮定すれば，線形計画問題の場合と同様に内点法が

局所的に超 1 次収束あるいは 2 次収束することを Ye

and Anstreicher [4 7J. Wright [46J. Mizuno et al. 

[36J らが示した.一方， Monteiro and Wright [44J 

は，強相補解が存在しない相補性問題に対しては，そ

のときまでに知られていたすべてのアルゴリズムが局

所的に超 1 次収束しないことを明らかにした.Mizuno 

[4l J は，曲線探索を使うことにより，強相補解が存

在しない場合にも局所的に超 1 次収束するアルゴリズ
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ムを提案した.

凸計画問題の場合には，アルゴリズムの大域的収束

性を議論する上で，注意しなければならないことがあ

る.それは，相補性問題あるいは 2 次計画問題では，

最適解に十分近い(双対ギャップ xTz が Z-2L より小さ

い)内点から， O(η3) の計算量で真の最適解を計算で

きるが，一般に凸計画問題ではこのような性質が成り

立たないことである.したがって，凸計画問題を内点

法で厳密に多項式時間で解くことはできない.しかし，

目的関数値と最適値の差あるいは双対ギャップをある

一定の比率以下まで下げるのに必要な反復回数により

アルゴリズムの効率を計ることができる.この反復回

数が有限となるための条件を Jarre [40J と Nesterov

and Nemirovskii [19J が明らかにした.それらは，

関数j;のへシアン (Hessian) の相対的リプシッツ条件

(relative Lipschitz condition) あるいは罰金関数

-ln (j;)が自己コンコーダント (self-concordant) と

なる条件である.たとえば，凸 2 次制約の凸 2 次計画

問題はこれらの条件を満たし，上記で説明した反復回

数を多項式オーダで抑えることができる.

6. おわりに

本論では，単調な線形相補性問題，凸 2 次計画問題，

凸計画問題を解く内点法を解説し，いくつかの理論的

収束性についてまとめた.内点法は，さらに広範囲の

問題に適用することができる. とくにロバスト制御理

論に現われ，組み合わせ最適化問題にも適用できる半

正定値計画問題 (semidefinite programming) につい

て，最近多くの研究論文が発表されている.この問題

は，対称かつ半正定値である行列の集合(凸錐)を定

義し，その中で与えられた線形制約を満たし 1 つの

線形関数を最小化する行列を求める問題である.これ

は，非負変数の集合という凸多角錐上の数理計画問題

をより一般の凸錘に拡張した問題の 1 つとみなせる.

詳しくは， Nesterov and Nemirovskii[19J , Boyd et 

al. [39J 等を参考にすることを薦める.内点法は，そ

の他にも整数計画問題，より広いクラスの相補性問題

または非線形計画問題，変分不等式等にも応用されて

いる.
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