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出力値にファジイ数を用いた DEA

長野史裕，山口俊和，福川忠昭
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1. はじめに

多入力多出力系の効率評価法に DEA(Data Envelｭ

opment Analysis)[I]，[2] がある. DEA では測定する

DMU(Decision Making Unit) の複数の入力値と複数

の出力値から相対的な効率値 (D 効率値)を求め，そ

れらの総合評価を行う.

DEA は入出力値の実績値をもとにした各 DMU の

評価に適用されている.来客数のように測定誤差が

含まれる場合も存在するが，基本的には入出力値は確

定値で与えている.ところが. DMU の来期の計画を

DEA を用いて事前に評価するような場合には，計画

入力値を確定値で与えることは比較的容易であるが，

計画出力値の算定には様々な不確実性が伴うので.こ

れを確定値で与えることはかなり難しい.

例えば，既存の DMU を統廃合して新たにできる

DMU 群に DEA を適用して DMU の計画効率値を

求めようとする場合には，継続している DMU に対

して，実績債を考慮して確定値を計画入出力値に当て

ることは可能であるが，統廃合によって新たにできる

DMU の計画出カ値を確定値として与えることは困難

な場合が多い.例えば 2 つの支店を合併して新たに l

つの支店に統合したとすると，従業員，売場面積など

の入力項目の計商値については統廃合計画に伴って確

定している場合が多いが，売上高，利益などの出力項

目の計画値は単純に 2 つの支店の実績値を合計して

与えるというわけにはいかない.その場合，両者の実

績値と種々の環境条件などを考慮して“だいた~)~く
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らい"というような表現で計画出力値を与えることは

可能であると考えられる.不確実性を考慮して計画出

力値を求めるためのアプローチには種々のものがある

が，本論文では判断のあいまいさをファジィ数で表現

するアプローチをとる.さらに，“だいたい~くらい"

という数値を表現するファジィ数として，三角ファジィ

数を用いることにする.三角ファジィ数は一種の三点

見積もりに対応しているので，売上高等の予測に比較

的使いやすく，また解析上の取り扱いも容易であると

いう性質がある.

従来の DEA モデルでは，入出力値はそれぞれ確定

値で与えられているので，計画出力値がファジィ数で

与えられる場合にそのまま対応することはできない.

本論文では，出力値がファジィ数で与えられる DMU

の効率評価を行うことのできる DEA モデル(ファジィ

DEA) を提案し，ファジィD効率値を定義し，ファジィ

D 効率性を判定する方法を示す.

2. 三角ファジィ数の定義と演算

“だいたしいくらい"というように意思決定者の判

断のあいまいさを含む数値を表す方法にファジィ数に

よる表記がある.ファジィ数とは，実数直線 R1上の正

規かっ凸ファジィ集合で，特にメンバシップ関数が区

分的に連続なものと定義される [3]. 本研究では“だい

たい日くらいの数"というファジィ数を~の記号をつけ

て，品と表すことにする.

本論文では，計商出力値にメンバシップ関数内が

。 (J' 三日L)

Z ー αL
(αL<X< αM) 

αM 一 αL 

μ品 (X) = { 1 (:r =αM) (1 ) 
白U_ X

(αM く J; <αU) 
αU 一日M 

。 (:r三日U)

で定義される三角ファジィ数aを用いる. (図l参照)

三角ファジィ数aはメンバシップ関数値が 0 になる
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aL ， αU(é :::;αU) とメンバシップ関数が 1 になる aM

を用いて

品 = (aL ,aM ,aU) 

と表される.だL 、たい a くらいの数は日L ， aUである度

合いが 0， aMである度合いは l となる . aL と臼Mの間

と，日L と aUの聞でaのメンバシップ関数は線形的に変

化する.

μ 

α 

L a U 
O 

図 1: ãのメンバシップ関数

また，三角ファジィ数の演算は次のように定義され

ている [3].

定義 1 (ファジィ演算) 2 つの三角ファジィ数がã :::: 

(é ,aM ,au ),Î; :::: (bL ， bM ， bU ) のように与えられたと

き三角ファジィ数の和，スカラー倍は以下のようにな

る.

� + b:::: (� + bL ， αM + bM ,aU + bU) (3) 

k� :::: (kaL , kaM , kau) (k 三 0) (4) 

3. DEA の基本的な定式化

DEA は，多入力多出力系の相対的な効率を分析す

る手法である. DEA では D 効率値という効率値を用

いて DMU の効率性を評価する.

n 個の DMU は m 種類の入力と k 種類の出力を持

つものとする.ただし，入力は小さい方が望ましく，

出力は大きい方が望ましいものとする . DMUj(j :::: 

1,..., n) の入出力値は正値で以下のように与えられ

ているものとする.

入力値 Xij 

出力値 Yrj 

(i::::l ,. .. ,m) 

(r=l ,... ,k) 

426 (32) 

DEA では分析対象とする DMUaの効率を，

(2) 

) u.,.Yra 
出力値の加重和 た1
入力値の加重和ーヱ‘

) UiXiα 

(5) 

と定義し，その値が最大になるようにウェイト付けを

したものを D 効率値と定義する.なお， Vi , Ur はぞれ

ぞれ入出力値 Xia ， Yraにかかるウェイトである .D 効

率値は次の【Pll の分数計画問題を解くことによって

求めることができる.
<Pl >
最大化

LU,'Yra 
r=l 

Pa = ーす一一一一 (6) 

LV!X¥a 

制約条件

L lI小3
工手一一三 (j = 1, ..., n) 

LV
t
X
'J 

(7) 

i=l 

U， ど ε(r = 1,… , k) (8) 

叫三 ε (i = 1 ，ー ， m) (9) 

【Pl】の目的関数の分母を 1 に固定し，制約条件の

分母を移項して出力最大化の線形計画問題に定式化

しなおしたのが，【P2] である.
<P2]
最大化

k
Z
出

(10) 

制約条件

LV，x日 (11)
t=l 

2二 UrYrJ -L ViX'J 壬 o (j =l ，...， n) 川
r=l i=l 

旬?と ε(r = 1, ..., k) (13) 

町三 ε (i = 1, ..., m) (14) 

【P2] の最適目的関数値o;が DM日の D 効率値と

なる.
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4. ファジィ DEA

4.1 ファジィ DEA の定式化

本論文では，既存の DMU を統廃合して新たに生成

される DMU 群に DEA を適用して， DMU の計画効

率値を求めるような問題を想定し，各DMU の計画入

力値を確定値 Xij ， 計画出力値を三角ファジィ数 Yrj = 

(Y~j , Y;:J , Y~) とする.なお，計画出力値を確定値で与

える場合は ， Y~j = Y!1 = Y;j とすればよい.
計画出力債が三角ファジィ数で与えられた DEA の

出力最大化の定式化は【P3】のようになる.
<P3>
最大化

9a=L>小 (15) 

制約条件

2二りiX日 =1 (16) 

i=l 

2ンrYrJ -L V ,Xi) :::: 0 (j =:1,..., n) (17) 

r=l i=l 

11，三 ε (r=I ，...， k) (18) 

叫三 ε (i = 1, ー， m) (19) 

【P3】において，ファジィ数は (15) 式と (17) 式に含

まれる.目的関数がファジィ数になるので，【P3】を解

いて得られる最適目的関数値む (0[;* ， O~・ ， O~') は

ファジィ数となり，これを FD 効率値とする.

4.2 ファジィ目的.ファジィ制約の取り扱い

【P3] を解くためのファジィ目的とファジィ制約の取

り扱いについて示す， (15) ， (17) 式のファジィ目的，ファ

ジィ制約は以下のように 2 つの場合に分けて扱う.

1. j 二日の DMU の場合

j =α の DMU のファジィ数， FD 効率値を最

大化するというファジィ目的と，効率値が l 以下

であるというファジィ制約に入っている.図 2に

おいて，ファジィ目的九がだいたい 1 である度合

いを表す h1a ， h 2aを最大化することで九を最大化

し ， FD 効率値を求める.ただし，制約条件から

その値が 1 を超えることはないようにする.

2. j i= a の DMU の場合

j i= a の DMU のファジィ数はその効率値が 1 以

下であるというファジィ不等式の制約に入ってい

1995 年 8 月号

る.左辺が右辺(= 0) を超えない度合いを表す図

3の hjを最大化することによりファジィ不等式の

成り立つ度合いを最大化する.

μlkk 

図 2 ファジィ目的

μo 
右辺

図 3: ファジィ制約

4.3 FD 効率値を求める定式化

4.2節で述べた点を考慮に入れて，ファジィ目的がだ

いたい 1 である度合いと，ファジィ制約の成り立って

いる度合いを最大化するように定式化すると【P4] の

ようになる.
<P4]
最大化

骨折l約条件

LUrι 

乞川九 -EJu， d+1
r=l r=1 

2二川u

h2a = k 
1'=1 

LII, y;:,-L川元 +1
γ=1 1'=1 

2二日り- L'U7'Y;)

L II , Y:'; - 乞川九
1'=1 1'=1 

(j = 1 ，...， η;j ;6 α) 

L V， X ，α==1 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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h1a ::; 1 (24) 

h2a ::; 1 (25) 

h] ::; 1 (j = 1 ，...， n;j ヲé a) (26) 

h1 α 三 0 (27) 

h2a 三 0 (28) 

h] ~ 0 (j = 1 ，.・・ ， n;j -#ω) (29) 

Ur ~ε (r=l ,..., k) (30) 

約三 e (i = 1,..., m) (31) 

【P4] は多目的計画問題である.この問題を解くの

にはまず. h 2a と hjの目的を「目的関数値の最小値を

最大化する」という形で統合する.次に， h 1aを h2aよ
り優先する度合い凹(0 壬 w ~ 1) を与え . h 1a と h2aを
統合する.これを定式化したのが【P5】である.

なお， ω=0 のときは h2a と hj の最小値だけを最大

化し， ω=1 のときは h1a と hj の最小値だけを最大化

することになる.
<P5]
最大化

λα (.32) 

制約条件

2ンXia = 1 (33) 

I>r仏三 λa(L UrY九一 LurY;:;' + 1) (34) 

乞wι 芝山×ん(乞 UrY;a -L 1IrY:! + 1) 
r=l r=l 

(35) 

k

ヤ
白
出

k

ヤ
ム
出

〉
一

k
Z
出

m
ヤ
ト
]
出

(j = 1,..., n; j -#α) 

λα::; 1 (37) 

λα~ 0 (38) 

Ur 三 ε (r=l ，...， k) (39) 

町三 ε (i=l ,..., m) (40) 

この問題は非線形計画問題であるが，んを固定する

ことにより二分法とシンプレックス法の第 1 段階を用

いて解くことができる.なお. yL = yM = yU とする
と，【P5】は一般の DEA の定式化と等価な式となる.

【P5】の最適解を (u; ， v;) とすると， DMUaの FD効
率値は，

む= (8~ ・， 8~・， 8~.)

=(乞山fa ， ZuM，Z山.Ua ) (41) 

428 (34) 

となる.

4.4 ファジィD 効率性の判定

【P5] の最適目的関数値をλ; とする.このははファ

ジィ D 効率値九のインデックスとなっている.この値

を用いてファジィ D 効率性を判定する.

定義 2 (ファジィ D 効率性)λ:が 1 となる DMU をフ

ァジィ D効率的 (FD効率的)な DMU. λ;が I 未満の

DMUをファジィ D非効率的 (FD 非効率的)な DMU

とする.

なお. FD 効率値の上限 (Ø~') は 1 を超えることが

あるが，その場合はOT=l とする.また.入a と

なる DMU の FD 効率値は (1 ， 1 ， 1) とする.

5. 数値例

ある企業では，従来 1.5あった支店を統廃合により

10 の支店に整理した.新しくできる支店群の入出力

項目の来期の数値を見積もり，効率評価を行うことを

検討している.表 1に示されているのは整理された 10

支店の計画入出力値である.このうち支店 A"，支店 E

は従来から継続している支店だが，支店 F~支店 J は

統廃合によって再編成された支店である.入力は従業

員数，売場面積で，出力は 1 日当たりの売上高，利益

である.計画入力値は既存の支店については確定値で

あり，再編成された支店についても統廃合の段階で既

に確定値となっているものとする.計画出力値は既存

の支店については従来の実績から確定値として与え

ても差し支えないものとし，再編成された支店につい

ては統廃合前の実績や周辺の環境条件などを加味し

て“だいたい~くらい"という三角ファジィ数で与える

ものとする.
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表 1: 各支店の入出力値

支店 従業員 売場面積 売上高 利益

(人) (m2) (万円) (万円)

A 10 400 52 12 

B 32 630 78 17 

C 10 500 65 15 

D 20 620 74 23 

E 10 340 22 7 

F 15 650 (65 ,68 ,70) (12 ,13 ,15) 

G 39 750 (88 ,89 ,92) (19 ,20 ,22) 

H 15 500 (70 ,71 ,72) (17 ,18 ,19) 

25 870 (80 ,84 ,90) (24 ,25 ,28) 

J 5 250 (30 ,33 ,35) (6 ,8,9) 

表 lの計画入出力値を用い，四= 0.7 として【P5】

を解いて得られた FD 効率値を表 2に示す.

輔
陣

効
緋

D
二
円
リ

F

引

と
こ

値
主

の
手
|
|

*
a

』

、

A
一
噂
一a

.
・
・
A

。
4
-一

表
ヰ
1-
-
店

支

A 0.951 0.951 

B 0.873 0.873 

C 0.986 0.986 

D 1.000 1.000 

E 0.581 0.581 

F 0.767 (0.749 ,0.783,0.806) 

G 0.834 (0.828 ,0.838 ,0.866) 

H 1.000 ( 1.000 ,1.000 ,1.000) 

。目 802 (0.784 ,0.817 ,0.915 ) 

J 0.987 (0.922 ,1.000 ,1.000 ) 

この結果より，支店 D ，H が FD 効率的であると判定

される.支店 J は下限が l ではないので FD 効率的で

あるとはいえない.

6. おわりに

本論文では，統廃合などにより新たにできる DMU

を評価するための手法として，計画出力値に三角フ

ァジィ数を用いた DEA を提案し， FD 効率値の導出

法，および FD効率性の評価法を示した.このファジィ

DEA により，新たにできる DMU の計画出力値に意思

1995 年 8 月号

決定者の判断のあいまいさを考慮することができる

ようになった.従来の DEA では出力値が変化する可

能性がある場合は，煩雑な感度分析を行う必要があっ

たが，ファジィ DEAを用いることにより容易に出力値

の変化を考慮に入れた分析ができるようになった.

今後の課題としては， FD効率値を用いたファジィ D

効率性の評価， FD 効率的な DMU の中での比較，実

際の統廃合案の評価への適用，などが挙げられる.
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