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内点法 (2) 一実行可能な初期点を使う場合一

水野異治
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1. はじめに

内点法で線形計画問題を解くときには，主問題を解

く場合，双対問題を解く場合，主双対問題を解く場合

がある.標準型の線形計画問題は，

最小化 cTx 

制約条件 Ax=b, x 二三 O
(1) 

と表わされる.ここで， x , C E Rn (n 次元のユークリ

ッド空間)， b E Rmであり ， A は mn 行列である.行列

A の階数(ランク)が m であると仮定する.任意の線

形計画問題は，簡単な操作によりこの標準型に変換で

きる.これを主問題とするとき，その双対問題は，変

数Y E Rm とスラック変数 Z E Rnをもちいて

最大化 bTy 

制約条件 Aう +z=c， z 注 O
(2) 

と表わされる.双対定理により，主問題が最適解f を

持つならば，双対問題も最適解 (y' ， z') を持ち 2

つの問題の最適値が等しい.このとき

x'Tz' =x.T (c -ATy') 

=cTx'-bTy ・

により x.Tz 事 =0 が成立する . x' 注 0 かつ f 二~ 0 で

あるので， x.Tz'= 0 より任意の要素番号 i に対して

xrzr= 0 が成立する.表現を替えれば，ベクトルfの

要素 x1 を対角要素とする nXn 行列を X'=diag(x')

とするとき ， X事z'= 0 が成立する.逆に問題(1) と (2同

制約条件と Xz= 0 を満たす x と (y ， z) は，それぞれの

問題の最適解である. したがって，条件
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Ax=b 

Aう +z=c

Xz= 0 

x 二三 0 , z 二三 O 

(3) 

を満たす変数ベク;ル (x， y , z) を求めれば，主問題と

双対問題を同時に解くことができる.この条件(3)を満

たす (x， y ， z) を求める問題を主双対問題という.

主問題と双対問題の制約条件を満たすべクトル x

と (y ， z) をそれぞれの問題の実行可能解と呼ぴ，その

ときの (x， y ， z) を主双対問題の実行可能解と呼ぶ.ま

た x> 0 かつ z> 0 のとき ， x を主問題の内点， (y , z) 

を双対問題の内点， (x, y , z) を主双対問題の内点と呼

ぶ.実行可能な内点を実行可能内点という.本論では

線形計画問題の内点法を実行可能初期内点が利用可能

な場合について解説する.アルゴリズムとして，アフ

ィンスケーリング法，射影変換法(カーマーカ一法)，

パス追跡法，ポテンシャル減少法を取り上げる.

2. アフィンスケーリング法

主問題を解くアフィンスケーリング法をはじめに解

説し，それから双対アフィンスケーリング法と主双対

アフィンスケーリング法を解説する.主問題の実行可

能内点 XOが既知で、あると仮定する.アルゴリズムでは

点 XOを初期点として実行可能内点列 {x":k=O ， …}

を生成するので，第 k 番目の点がが得られていると仮

定して，日+1の求め方を示す.

実行可能内点日て、探索方向!lx を計算し，あるステ

ップサイズ α>0 を定めて ， Xk+l ニx"+ αムx とする.

このとき Xk+l も実行可能内点であり，目的関数値が減

少する (c T Xk+l <CTX") ように，探索方向とステップ

サイズを求めなければならない.その条件は，

A!lx= 0 

x"+ αムx> 0 
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CT~X<O (6) 

である.効率よいアルゴリズムとするためには， 目的

関数の減少量-ac Tムx をなるべく大きくする必要が

ある.そのためにステップサイズ α の値を大きくした

い.α は(5)を満たさなければならない.もしベクトル

日のある要素 Xi.> 0 の値が小きし ムXiの値が大き

いならば， α の値;はイ、きくならざ、るをえない.そこで，

現在の点の各要素の値が一定になるようにアフィン変

換を行なった後に目的関数値が減少する方向を求めれ

ばステップサイズ α を大きくとれるのではないかと

考えられる.そのために，対角行列 Xk=diag(xk ) を

使い新しい変数ベクトル主= (Xk)-IX を定義する.こ

のとき，現在の点は Xk= (Xk)-lxk=e に変換され，主

問題(1)は，

最小化 ë T 主

制約条件 A主=b， x 二~ 0 
(7) 

と表わされる.ここで， e= (1 , 1 ,…, 1) T, �= 

Xkc, A ニAXkである.現在の実行可能内点が xk=e

であるので， 11ム引 |ζ1 を満たす任意のベクトルに対

して . x"+ム主二~ 0 が成立する.そこで，問題(7)におい

て，主=主 h十ム主として，非負条件主詮 O を条件

11ム引|豆 1 に置き換えた問題

最小化

制約条件

ë Tム主 +ëTx"

Aム元二 O

11ム引 |ζ1

(8) 

を考える.この問題は解析的に簡単に解くことができ，

その解は

ム元=去 (1 -A T C4A T )仕) � 

と表わされる.ここで， ω= 11 (1 -λ T(λλ T) -1λ) �l 

であり ， 1 は単位行列を表わす.このとき， ω=0 なら

ば Yが問題(7)の最適解，すなわち， Xkが主問題(1)の最

適解である.そうでないならば，ム主が計算でき ， ~x= 

X"ム主は条件(4)， (6)を満たす探索方向である.このとき

条件(5)を満たすステップサイズの上限を

ー =max{α : x"+ αムX2 O} 

=max{α : X"(e+ αム云)二三 O}

= 1 /max{ 0 , max{ ーム正 i} } 

とすれば a 二三 1 が成立する.この上限が存在しない

(ム主ミ 0) とき，主問題の目的関数がいくらでも小さ

くできるので，最適解は存在しない.アフィンスケー
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リング法で使うステップサイズは，ある定数 λE (0, 1) 
に対して α=λ 忌とする.以上の議論から主問題を解

くアフィンスケーリング法は次の手順から成る.

主アフィンスケーリング法

ステップ o :初期実行可能内点をがとし ， k= 0 とす

る.λE (0 , 1)を定める.

ステップ連立 1 次方程式

A (X")2AT� =A  (X.)2C 

の解 E を計算する .ω =IIX"(c-ATÿ)ll ，

ム主=-(1/ω)X.(c-A 1初、ムx=X"ム主を求め

る.最大ステップサイズkを上記の計算式により

求め， α=λ aに対して Xk+l ==計十 αムx とする.こ

こで ω=0 ならばがは最適解で、あり，忌=∞なら

ば最適解は存在しない.

ステップ 2 ・ h を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

双対問題の場合には，第 k 反復の内点を (y.， z") , 

ムz=z-z" とするとき，主問題の場合と同様に問題(2)

における非負条件 z 注 O を条件 11 (Z") -1~Z 11 云 1 に

置き換えた問題を考える.その結果，双対アフィンス

ケーリング法の手順は，次のように表わされる.

双対アフィンスケーリング法

ステップ o :問題(2)の初期実行可能内点を (yO， ZO) と

し ， k 二 O とする.λE (0 , 1)を定める.

ステップ 1 連立 1 次方程式

A (Z") -2AT�= b 

の解P を計算する.ω = II(Z")-IAT� 11， ム y=

(1 /ω)y ， Llz= 一(1 /ω)ATÿ を求める.最大

ステップサイズ忌= 1 /max{ 0 , max{ -~Zi/ 

z."}} を求め a= λ 忌に対して (y "+1, Z k+l) = 

(y" Zk) 十 α(ムy ， ムz) とする.ここで ω=0 なら

ば (y. ， Zk) は最適解ており ， a==∞ならば最適解

が存在しない.

ステップ 2 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

双対アフィンスケーリング法の大域的収束性は，

Tsuchiya and Muramatsu [26J 1 によって示きれた.

それによれば，上記の双対アフィンスケーリングにお

いて λζ2/3 ならば点列 { (y¥ z") }が最適解に収束

するか，あるいは数列 {b T y"} が発散する.したがっ

l文献[lJ から [29J は，内点法(l)を参照すること.
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て，双対問題に最適解が存在すれば最適解に収束し，

存在しなければ発散する.主アフィンスケーリング法

についても，同様な結果が得られる. Mascarenhas 

[33J は， λ=0.999 のときに点列が最適解に収束しな

い例題が存在することを示した.

主双対アフィンスケーリング法は，主双対問題への

ニュートン法と見なせる.第 k 番目の実行可能内点

(x k, y ", Zk) が既知のときに，主双対問題(3)の等式制

約に対するニュートン方向(ムx， ムy ， ムz) は，連立 1

次方程式

Aﾟx= 0 

A Tムy+ムz= 0 

Zk゚ X+Xk゚ Z= _X'Zk 

の解である.この解を計算し，主問題の変数 x と双対

問題の変数 (y ， z) の最大ステップサイズをそれぞれ

ん=max{α Xk+ αムx 二三 O} 

弘=max{α ・ Zk+ αムz 二~ 0 } 

とする.定数 λE (0 , 1)を使い，ステップサイズを

αx- λ んと <<z:::::: λ んとする.以上の議論をまとめる

と，つぎのアルゴリズムが得られる.

主双対アフィンスケーリング法

ステッブ o :主双対問題(3)の初期実行可能内点を

(XO, yO, ZO) とし ， k= 0 とする.λE (0 ，1)を定

める.

ステップ 1 :連立 1 次方程式(9)の解(ムムムy ， ムz) を計

算するむとふを(10)により求め， ax:::::: λ a'x， め=

λι とする.次の点を Xk+l=Xk+ αxム X， (y"+I , 

Zk+l) = (y ", Zk) + αz(ムy ， ムz) とする.

ステップ 2 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

上記のアルゴリズムによって生成される点列が最適

解に収束するかどうかについては，理論的にまだわか

っていない.しかし， Monteiro et al. [35J と Mizuno

and Nagasawa [34J は，ステップサイズをうまくコ

ントロールすることにより，多項式オーダの反復回数

で最適解に十分近い近似解(簡単な線形演算で最適解

を計算できる近似解)を計算できることを示した.

3. 射影変換法

射影変換法は Karmarkar [7J により提案された.

アフィンスケーリング法がアフィン変換により現在の

378 (36) 

点を中心点 e に移動するのに対して，この方法は射影

変換を使う.射影変換により定義域と値域が変化しな

いように， Karmarkar は単体

5={XE Rn: x注 0 ， eTx= 1 } 

を定義域とした.5 の内点日>0 が既知のとき，射影

変換

(9) 

(Xk) -IX 
T(x)=一Tf vk\一一

eT (X") ι 

を定義する.この変換は， x"を単体 S の中心 (l/n)e

に写し，定義域 S 全体を S全体に 1 対 l で写す.逆変

換は， xE 5 に対して

T吋主)=去三
e'A.'X 

と表わされる.この射影変換を使うために，実行可能

領域が部分空間と単体 S の交わりとして表わきれる

線形計画問題

(10) 
最小化 cTX 

制約条件 Ax= 0 

eTx= 1 , x 二三 O 

)
 

-
ー

(
 

を対象とする. Karmarkar は，さらにこの問題の最適

値が O であり ， Ae= 0 となることを仮定した.一般の

線形計画問題をこの形に変換する方法については，

Karmarkar [7J の他に， Goldfarb and Todd [3J , 

今野[l2J などを参照していただきたい

仮定より ， xO= (l /n)e は実行可能内点である.第

h 番目の実行可能内点 Xkが得られているとする.変数

主=T(x} を使えば，線形計画問題(11)は x= T-l (x) を

代入することにより，

最小化

制約条件

cTx 

eT(X")X 

A主ニ O

eTx= 1 , 元二~O

(12) 

と表わされる.ここで， c=X"c, A=AX"である.最

適値が O であるので，目的関数の分母 eT(X")主を取り

払うことができる.制約の等式条件λx= 0 と e 1壬= 1 

をまとめて B王=b と表わせば，

最小化 c T 主

制約条件 B主=b， 主と O
(1司

という標準型の線形計画問題が得られる.主 k_

T (x") = ( 1 / n) e が実行可能解であるので，主アフィ

ンスケーリング法の場合と同様にム主=x-x" として，

不等式主注 O を条件 11ム引|ζl/n に置き換えた問題
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を解くことにより，探索方向

ム主=ーでL(1 -BT(BBT)-IB)7; 
nw 

(14) 

を求める.ここで ω= 11(1 -BT(BBT)-IB) cllである.

適当なステップサイズ α>0 を使いXk+l =Xk+ αム主を

求め， Xk+l=T-l(Xh+l) を問題(11)の次の実行可能内点

とする.以上の議論をまとめれば，射影変換法の手}I煩

は次のように表わされる.

射影変換法

ステップ o :初期実行可能内点をが= (1 /n)e とし，

h 二 O とする.λE ( 0 , 1) を定める.

ステップ 1 ・ム主を (14)により計算し，ステップサイズ α

を決め，主 h+l= (1 /n)e+ α ム E と X k+l_  

T-l (x'+I) を求める.

ステップ 2 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

この射影変換法は， α=1/3 とするとき ， O(nL) 

反復で

CTXk~2-L 

を満たす実行可能解を求めることができる多項式オー

ダのアルゴリズムである.ここで， L が問題のすべて

のデータを計算機に記述するのに必要なビット数を表

わすとすれば，この不等式を満たす実行可能解から目

的関数を増加きせないように端点まで移動することに

より最適解を得ることができる.

4. パス追跡法

線形計画問題の実行可能領域の内部にセンターパス

と呼ばれるなめらかなパスが存在し，このパスの一方

の端点が最適解となっている.パス追跡法は，センタ

ーパスを追跡することにより，最適解の近似解を求め

る方法である.

n 次元ユークリッド空間の正象限 R~={x E Rn 
: 

x 二三 o }の対数罰金関数を

ρ(x)=211n(xz) (15) 

とする.これは， R~の内部を定義域とし ， x がその境

界に近づくときに発散する強凸関数である.線形計画

問題(1)の目的関数にパラメータ μ>0 を重みとして罰

金関数ρ を加えた問題

最小化 cTx十回 (x)

制約条件 Ax=b, x> 0 
(16) 

を考える.これは凸計画問題である.問題(1)に実行可

1995 年 7 月号

能内点と最適解が存在し，最適解の集合が有界である

と仮定する.このとき，問題(16)は唯 1 つの最適解を持

つ.問題(16)の最適条件は，制約条件 Ax=b のラグラン

ジュ変数を Y E Rm とすれば

Ax=b 

C一μX- 1 e-ATy= 0 

x> 0 

と表わきれる . z=μX- 1 e とすれば，

Ax=b, 

ATy+Z=C 

Xz=μe 

x>o , z>o 

(1司

(18) 

と書き換えられる.この条件を満たす解を

(x(μ) ， y (μ) ， z (μ) )とする . x(μ) は凸計画問題(16)の唯

一つの解であり，センターと呼ばれる.任意の μ>0 に

対して，センタ-x(μ) が唯 1 つ存在するので，集合

P={x(μ) :μ> O} はパスになる.これを主問題のセ

ンターパスと呼ぶ.問題(18)の条件は， μ → O のときに

主双対問題(3)に一致する.このことから推察できるよ

うに， μ → O のとき x(μ) は主問題(1)の最適解に収束

し ， (y(μ) ， z (μ)) は双対問題(2)の最適解に収束する.

パス追跡アルゴリズムは，初期パラメータ値μ。 >0

とセンタ -x(μ。)の近似点 XOが与えられたとき，霊長

列 {μ h} が O に収束するように〆を更新するステップ

とその μ勺こ対する問題(16)の最適解 x(μ k) の近似点x'

を求めるステップをから成る.このとき，〆が十分小

きくなれば，得られた近似点 Xkは問題(1)の近似解とな

る.

主問題のパス追跡法

ステップ o :初期実行可能内点をがとし ， k= 0 とす

る .μ0> 0 を定める.

ステップ 1 : x'を初期点として， μ=μhのときの問題

(16)の近似解 Xk+l を求める.

ステップ 2 :μ k+l E (0 ， μ k) を定める.

ステップ 3 : k を 1 つ増加して，ステップ 1 へいく.

このときのパラメータ μhの更新方法と問題(16)の近

似解法についてはさまざまな方法が提案されている.

詳細については， Gonzaga [4J に各種のパス追跡法が

要領よくまとめられている.理論的な結果としては，

定数 y> 0 に対して μ糾1= (1 _y//五)μh として，ニ

ュートン法を使い問題(16)の近似解を求めることにより，

反復回数を 0(/五L) とすることができる.
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双対問題のパス追跡法では，変数 z に対して罰金関

数ρ (z) を使うことにより，問題

最大化 bTy-μρ (z) 

制約条件 Aう +z=c， z> 0 
(1功

を考える.この問題の最適条件は，制約条件 ATy + Z =

c のラグランジュ変数を X E Rn とすれば，主問題の場

合と向様に (1却で表わされる. したがって，問題(1却の最

適解は (y(μ) ， z (μ)) であり，双対問題のセンターパ

スは { (y (μ) ， z (μ)) :μ> O} と表わきれる.主問題の

場合と同様にしてこのパスを追跡するアルゴリズムを

構築することができる.

主双対問題のセンターパスは，問題(18)の解 (x(μ) ，

y(μ) ， z(μ)) の集合として定義される.この場合のパ

ス追跡法では， μ を更新した後に問題(18)の等式制約に

直接ニュートン法を適用することにより，センターの

近似点を求めることができる. Kojima et al. [31J 

は，ある定数 y> 0 に対して μ 二( 1 一 γ//五)xTz/n

とするとき，反復回数が 0(/五L) となることを示し

た.

5. ポテンシャル減少法

ポテンシャル関数は， Karmarkar [7J により導入き

れた. Karmarkar は，射影変換と組み合わせるアルゴ

リズムを提案したが，ここでは射影変換を使わないポ

テンシャル減少法を解説する.

主問題の最適値 fの下界値 u が既知であると仮定

する.この下界値と定数 q>n を使い主問題のポテン

シャル関数

/v(x) =q ln(cTx-v) 十ρ (x)

を定義する.ここでρ (x) は (15)で定義された罰金関数

である.ポテンシャル減少法は，下界値 u を更新する

ステップとポテンシャル関数値を減少きせるように点

を更新するステソプから成る.

主問題のポテンシャル減少法

ステップ O 初期実行可能内点を XO とし ， k= 0 とす

る.最適値の下界値 ν>0 を定める.

ステップ 1 : (4) を満たす探索方向ムx を求める.ポテ

ンシャル関数/V(Xk+ αムx) をなるべく減少させ

るステップサイズ α を求め， Xk+l=Xk+ αムx とす

る.

ステップ 2 :可能ならば最適値の下界値 uζ ♂を更

新する.

ステップ 3 : k を I つ増加して，ステップ 1 へいく.

380 (38) 

ステップ 1 では，変数 α に関して 1 次元探索を使うこ

とにより，ポテンシャル関数の最小値を求めることも

できる.探索方向を求めるには，ポテンシャル関数が

なるべく減少するように問題

最小化 /V(Xk+゚X) 

制約条件 Aムx= 0 

Xk+ムx ミ O

を考える.これは非線形計画問題であるので簡単に解

けない.そこで，目的関数を 1 次関数

/v (Xk) + V' /v (Xk) Tムx

で近似し，アフィンスケーリング法の場合と同様に不

等式制約を条件 II(Xk)-lムx11:::;; 1 に変更した問題

最小化 V'/v (Xk) Tムx十/V(Xk)

制約条件 Aムx二 O 白0)

II(Xk)-lムxll壬 1

を考える.ここで

V'fv (x') = (万hcr)16) 。1)

である . ﾟx= (Xk)-lムx， A 二 AXk とするとき，問題

(8)の場合と同様に，問題側の最適解は， ω= 11(1 

AT (AAT) -lA) XkV'ん (Xk) 11を使い

- 一一ー ー
ム主二一言(1-AT (AAT) -lA) XkV'/v (Xk) 自由

と表わされる.

ステップ 2 での下界値の更新方法を解説する.式。1)

と白司より

L_k 

y=よ土正一竺 (AAT) -lA XkV'/v (Xk) 

~TA~k 

z=とと干ーと (Xk)-l (e ωム主)

とすれば

ATy+z 二 C

が成立する.したがって， z 注 O ならば (y ， z) が双対

問題の実行可能解となり ， bTy は最適値 fの下界値てい

ある.この下界値が現在の下界値 u よりも大きい場合

に値を更新する.下界値が最適値よりも小きいとき，

fが問題。0)の最適解に十分近づ、けば， (y , z) が双対実

行可能となり下界値が更新できる. Gonzaga [30J に

は， 0(/五L) 反復を達成するためのパラメータ値 q

とステップサイズ α の決め方が示されている.
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双対問題のポテンシャル減少法は主問題の場合と同

様であるので，次に主双対ポテンシャル減少法を解説

する.主双対内点 (x， y ， z) に対してポテンシャル関

数

g(x, y , z) =q ln(xTz) +ρ (x) 十ρ (z)

を定義する.このポテンシャル関数は，主問題の場合

のように最適値の下界値を必要としない.その理由は，

主双対問題の最適解では，双対ギャップ XTZ=CTX­

bらが O となるからである.ポテンシャル関数は，不等

式

g(x, y , z) 

(xTz/ n) n 
= (q-n)ln(xTz) 十 ln \~;~一一一+nlnn

m~l瓦'rYi

:2 (q-n)ln(xTz) 十 nlnn

を満たす.したがって ， q>n とすれば，実行可能内点

列 { (x¥ y k, Zk) }は ， k →∞のとき g(X\y\Zk) → ∞ 

ならば，最適解に近づく.ポテンシャル減少法は，ポ

テンシャル関数値が減少するように実行可能内点列を

生成する方法であり，その手順は次のように表きれる.

主双対問題のポテンシャル減少法

ステップ o :初期実行可能内点を (XO， yO, ZO) とし，

k= 0 とする.

ステップ 1 : Aムx= 0 と AT~y+~Z= 0 をみたす探

索方向(ムx， ムy ， ムz) を求める.ポテンシャル関数

g(xk十 αムx， yk+ αムy， Zk+ αムz) をなるべく減少

させるステップサイズ α を求め，そのときの点を

(Xk+l , yk+l , Zk+l) とする.

ステップ 2 : k を 1 つ増加して，ステップ l へいく.ス

テップサイズを決めるときに 1 次元探索を使うこ

ともできる.探索方向は， μ の値を定めて，条件(18)

の等式条件にニュートン法を適用して，連立 1 次

方程式

Aムx= 0 

A Tムy+ムz= 0 

Zkムx+X'~z= 一 (X'Zkーμe)

1995 年 7 月号

を解き求める.

Kojima et al. [32] の提案したポテンシャル減少法

では， q=n+/五， μ = (x') Tzk/(n+/五)としている.

このとき，反復回数は理論的に 0(/五L) である.
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